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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
âèäà Ar(x)ξry(x) + · · · + A1(x)ξy(x) + A0(x)y(x) = 0, ξ ∈ { ddx , E} (çäåñü E � îïåðàòîð ñäâèãà:
Ey(x) = y(x + 1)). Êîýôôèöèåíòû Ai(x), i = 0, . . . , r, ñóòü êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà m, èõ
ýëåìåíòû � ïîëèíîìû îò x íàä íåêîòîðûì ÷èñëîâûì ïîëåì K, ïðè ýòîì Ar(x), A0(x) � íåíóëå-
âûå ìàòðèöû. Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè íàä K[x, ξ]. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû
S òàêîãî âèäà àëãîðèòì EGδ â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå è àëãîðèòì EGσ â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå
ñòðîÿò, â ÷àñòíîñòè, l-îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó S̄ òîãî æå âèäà, íî ñ òàêîé âåäóùåé ìàòðèöåé Ār(x),
îïðåäåëèòåëü êîòîðîé åñòü íåíóëåâîé ïîëèíîì. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S̄ ñîäåð-
æèò âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû S. (Àëãîðèòì EGσ ïðåäîñòàâëÿåò è ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé.)
Äàþòñÿ ïðèìåðû ðåøàåìûõ ñ ïîìîùüþ EGδ è EGσ çàäà÷. Îïèñûâàåòñÿ ïàêåò EG, ðåàëèçóþùèé
ïðåäëàãàåìûå àëãîðèòìû â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå: Q ⊆ K ⊆ C. Äëÿ
êîëüöà ïîëèíîìîâ è ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-
öèé îò x íàä K ìû â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì
îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ K[x] è K(x). Êîëüöî ôîð-
ìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò x íàä K îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç K[[x]], ïîëå ôîðìàëüíûõ ëîðàíîâûõ
ðÿäîâ � ÷åðåç K((x)). Åñëè R � íåêîòîðîå êîëü-
öî (â ÷àñòíîñòè, ïîëå), òî Matm(R) îáîçíà÷àåò
êîëüöî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà m ñ ýëåìåí-
òàìè èç R.
Áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñèñòåìû âèäà

Ar(x)ξry(x) + · · ·+A1(x)ξy(x) +A0(x)y(x) = 0,
(1)

ξ ∈ { ddx , E}, ãäå E � îïåðàòîð ñäâèãà: Ey(x) =
y(x+ 1). Êîýôôèöèåíòû Ai(x), i = 0, . . . , r, ñóòü
êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêàm, ýëåìåíòû êîòî-
ðûõ ïðèíàäëåæàòK[x]: A0(x), A1(x), . . . , Ar(x) ∈
Matm(K[x]), ïðè ýòîì Ar(x), A0(x) � íåíóëå-
âûå âåäóùàÿ è òðåéëèíãîâàÿ ìàòðèöû; y(x) =

∗×àñòè÷íàÿ ïîääåðæêà ÐÔÔÈ, ãðàíò 13-01-00182-a.

(y1(x), y2(x), . . . , ym(x))T � ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé (T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ). ×èñëî r
íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ñèñòåìû.
Îáîçíà÷èâ i-þ ñòðîêó ìàòðèöû Aj(x) ÷åðåç

A
(i)
j (x), ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèÿ, ñîñòàâëÿþ-

ùèå ñèñòåìó (1), êàê

A(i)
r (x)ξry(x)+· · ·+A(i)

1 (x)ξy(x)+A
(i)
0 (x)y(x) = 0,

i = 1, 2, . . . ,m. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå,
ýòè óðàâíåíèÿ âñþäó íèæå ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè íàä K[x, ξ] (èíà÷å ãîâîðÿ, ñèñòåìà
(1) èìååò ïîëíûé ðàíã): ïóñòü U1 = 0, U2 =
0, . . . , Um = 0 � óðàâíåíèÿ, ñîñòàâëÿþùèå ñèñòå-
ìó (1), è L1, L2, . . . , Lm ∈ K[x, ξ], òîãäà L1(U1) +
L2(U2) + · · · + Lm(Um) = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óðàâíåíèå 0 = 0, åñëè è òîëüêî åñëè L1 = L2 =
· · · = Lm = 0.
Â îáùåì ñëó÷àå âåäóùàÿ ìàòðèöà íåîáðàòèìà

â Matm(K(x)), ò.å âûðîæäåíà, è ýòî ïîðîæäàåò
èçâåñòíûå ñëîæíîñòè ïðè âû÷èñëåíèÿõ, ñâÿçàí-
íûõ ñ ñèñòåìàìè. Â ñëó÷àå, êîãäà m = 1, ò.å. â
ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëèíîì Ar(x) îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çíà-
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÷åíèé x, îíè ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ ïðè
èññëåäîâàíèè è ðåøåíèè óðàâíåíèÿ. Ïðè m > 1
àíàëîãè÷íóþ ðîëü ìîãóò èãðàòü çíà÷åíèÿ x, äëÿ
êîòîðûõ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ar(x) îáðàùà-
åòñÿ â íóëü, íî ýòî òîëüêî åñëè îïðåäåëèòåëü
íå ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî. Àëãîðèòìû EGδ è
EGσ ïîçâîëÿþò îáõîäèòü ïðåïÿòñòâèÿ òàêîãî ðî-
äà. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû S âèäà (1) àëãîðèòì EGδ
â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå, à àëãîðèòì EGσ �
â ðàçíîñòíîì, ñòðîÿò l-îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó
S̄ âèäà (1) ñ íåâûðîæäåííîé âåäóùåé ìàòðèöåé
Ār(x). Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S̄
ñîäåðæèò âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû S. (Îáîçíà÷åíèÿ
δ è σ äëÿ îòîáðàæåíèé, ñîîòâåòñòâåííî îáëàäà-
þùèõ ñâîéñòâàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà,
èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè ïîëèíîìîâ Îðå ([46]).)
Ðàçíîñòíûé ñëó÷àé îêàçûâàåòñÿ åùå áîëåå ïî-

äàòëèâûì, ÷òî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îáúÿñíÿ-
åòñÿ òåì, ÷òî äëÿ E ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåííîå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå E−1y(x) =
y(x − 1). Äëÿ ðàçíîñòíîé ñèñòåìû S âèäà (1)
ìîæíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà EGσ ïîñòðîèòü è
t-îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó ¯̄S âèäà (1) ñ íåâûðîæ-
äåííîé òðåéëèíãîâîé ìàòðèöåé ¯̄A0(x). Ïðè ýòîì
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ¯̄S ñîäåðæèò âñå ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû S. Äîïîëíèòåëüíî àëãîðèòì EGσ
íàõîäèò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî C ëèíåéíûõ îãðà-
íè÷åíèé, ò.å. ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà çíà÷åíèé yi(α + j), α ∈ K̄, i = 1, 2, . . . ,m,
j = 1, 2, . . . , r (α ôèêñèðîâàíî äëÿ ëþáîãî îò-
äåëüíîãî ëèíåéíîãî îãðàíè÷åíèÿ, K̄ îáîçíà÷àåò
àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ K). Â ðåçóëüòà-
òå ïðèìåíåíèÿ EGσ ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà (S̃, C),
ýêâèâàëåíòíàÿ S, ïðè ýòîì âåäóùàÿ èëè ñîîòâåò-
ñòâåííî òðåéëèíãîâàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû S̃ íåâû-
ðîæäåíà.
Èçâåñòíî, ÷òî âîçìîæíî ñâåäåíèå ñèñòåìû âè-

äà (1) ê ñèñòåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà M1(x)ξY (x) +
M0(x)Y (x) = 0, ãäåM0(x),M1(x) ∈ Matrm(K(x))
è

Y (x) =
(
y(x)T , (ξy(x))T , . . . , (ξr−1y(x))T

)T
.

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ïàðû, ñî-
ñòîÿùåé èç äâóõ ñèñòåì. Ïåðâàÿ èç íèõ � ýòî

B1(x)ξỸ (x) +B0(x)Ỹ (x) = 0,

ãäå B0(x), B1(x) ∈ Mats(K(x)), s 6 rm, ìàòðèöà
B1(x) íåâûðîæäåíà è âåêòîð Ỹ (x) ñîäåðæèò s

íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â Y (x). Âòîðàÿ
� àëãåáðàè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, ïîçâîëÿþ-
ùàÿ âûðàçèòü âñå íå âõîäÿùèå â Ỹ (x) êîìïîíåí-
òû âåêòîðà Y (x) ÷åðåç êîìïîíåíòû Ỹ (x). (Ñì.,
íàïðèìåð, [48], [4, ðàçä. 2.3] � äèôôåðåíöèàëü-
íûé ñëó÷àé, [5, ðàçä. 5] � ðàçíîñòíûé ñëó÷àé.)
Ïðè ξ = E, ò.å. â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå, âîçìîæ-
íî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû è ìàòðèöà B0(x) òàê-
æå áûëà íåâûðîæäåííîé. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî m
ôèêñèðîâàíî, à r âîçðàñòàåò, òî ñëîæíîñòü EGδ
è EGδ åñòü O(r2), ïðè ýòîì â [4], [5] ïîêàçàíî,
÷òî ñëîæíîñòü îïèñàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñ-
òåò áûñòðåå, ÷åì r3. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ê ñèñòå-
ìå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìû äàëåå íå ðàññìàòðèâàåì.

Â ñòàòüå ñîáðàíû âìåñòå è èçëîæåíû ñ åäèíîé
òî÷êè çðåíèÿ ðåçóëüòàòû, îïóáëèêîâàííûå â [4],
[5], [10], [12], [15], [16], [18], [23], [24]. Â ðàçäåëàõ
2, 3 îïèñûâàþòñÿ àëãîðèòìû EGδ è EGσ ïîñòðî-
åíèÿ îõâàòûâàþùèõ ñèñòåì. Â ðàçäåëå 4 ðå÷ü
èäåò î òîì, ÷òî ñàìî ñóùåñòâîâàíèå îõâàòûâàþ-
ùèõ ñèñòåì ïîçâîëÿåò äàòü ïðîñòûå äîêàçàòåëü-
ñòâà ðÿäà âàæíûõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé
ëèíåéíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ïîëíî-
ãî ðàíãà. Â ðàçäåëå 5 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíäó-
öèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû. Òàêîé ñèñòå-
ìå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êîýôôèöèåíòû ðàç-
ëîæåíèÿ (â ïîäõîäÿùåì áàçèñå) ðåøåíèÿ èñõîä-
íîé ñèñòåìû. Ïîêàçûâàåòñÿ, êàê ñ ïîìîùüþ èí-
äóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû è àëãîðèò-
ìîâ EGδ, EGσ ïîñòðîèòü îïðåäåëÿþùåå óðàâíå-
íèå èñõîäíîé ñèñòåìû. Ðàçäåë 6 ïîñâÿùåí ìåðî-
ìîðôíûì ðåøåíèÿì ðàçíîñòíûõ ñèñòåì. Â ðàç-
äåëå 7 ìû äàåì ïðèìåðû àëãîðèòìîâ ïîèñêà ðå-
øåíèé ðàçëè÷íûõ âèäîâ; àëãîðèòìû èñïîëüçóþò
èíäóöèðîâàííûå ðåêóððåíòíûå ñèñòåìû. Â ðàç-
äåëå 8 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî àëãîðèòìû EGδ è EGσ
ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ è ê íåîäíîðîäíûì ñèñòåìàì,
à òàêæå ÷òî åñëè ñèñòåìà íå èìååò ïîëíîãî ðàí-
ãà, òî EGδ è EGσ ïîçâîëÿþò íàéòè ðàíã ñèñòåìû
è ïðèâåñòè åå ê óäîáíîìó âèäó. Äîïîëíèòåëüíî
âêðàòöå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé q-ðàçíîñòíûõ
ñèñòåì. Â ðàçäåëå 9 ïðåäëàãàåòñÿ ðàíäîìèçàöèÿ
è íåêîòîðûå ýâðèñòèêè äëÿ EGδ è EGσ. Â ðàç-
äåëå 10 êîðîòêî óïîìèíàþòñÿ íåêîòîðûå äðóãèå
ïîäõîäû ê ðàññìàòðèâàåìûì â ñòàòüå çàäà÷àì.
Íàêîíåö, â ðàçäåëå 11 äàåòñÿ îïèñàíèå ïàêåòîâ
LinearFunctionalSystems è EG, ðåàëèçóþùèõ îá-
ñóæäàåìûå àëãîðèòìû â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû Maple ([49]).
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2. ËÈÍÅÉÍÛÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ
ÑÈÑÒÅÌÛ

Â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ ñèñòåìà
S èìååò âèä

Ar(x)y(r)(x) + · · ·+A1(x)y′(x) +A0(x)y(x) = 0.
(2)

Ìû ïîêàæåì, êàê äëÿ ñèñòåìû S âèäà (2) ïî-
ñòðîèòü l-îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó S̄

Ār(x)y(r)(x) + · · ·+ Ā1(x)y′(x) + Ā0(x)y(x) = 0,
(3)

ñ íåâûðîæäåííîé âåäóùåé ìàòðèöåé è ìíîæå-
ñòâîì ðåøåíèé, ñîäåðæàùèì âñå ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû S. Íå èñêëþ÷àåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ìàòðèöû
Ā0(x).
Ïóñòü i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû As(x),

0 6 s 6 r, íåíóëåâàÿ, à i-å ñòðîêè ìàòðèö
As−1(x), As−2(x), . . . , A0(x) � íóëåâûå. Ïóñòü
t-é ýëåìåíò, 1 6 t 6 m, ÿâëÿåòñÿ ïîñëåä-
íèì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì i-é ñòðîêè As(x).
Òîãäà (r − s) · m + t íàçûâàåòñÿ äëèíîé i-ãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, à èìåþùèé èíäåêñû i, t
ýëåìåíò ìàòðèöû As(x) � ïîñëåäíèì íåíóëåâûì
êîýôôèöèåíòîì i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû.

2.1. EGδ: ðåäóêöèÿ

Àëãîðèòì EGδ ïîñòðîåí íà ÷åðåäîâàíèè ðåäóê-
öèé è ñäâèãîâ. Îáúÿñíèì, êàê âûïîëíÿåòñÿ ðå-
äóêöèÿ.
Ïðîâåðÿåì, ÿâëÿþòñÿ ëè ñòðîêè âåäóùåé

ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñèìûìè íàä K(x), è åñëè
äà, òî íàõîäèì êîýôôèöèåíòû çàâèñèìîñòè
v1(x), v2(x), . . . , vm(x) ∈ K[x]. Èç óðàâíåíèé
ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåíóëåâûì êîýô-
ôèöèåíòàì, âûáèðàåì òî, êîòîðîå èìååò íàè-
áîëüøóþ äëèíó (ïóñòü ýòî áóäåò i-å óðàâíåíèå).
Çàòåì çàìåíÿåì i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè
v1(x), v2(x), . . . , vm(x). Â ðåçóëüòàòå i-ÿ ñòðîêà
âåäóùåé ìàòðèöû ñòàíîâèòñÿ íóëåâîé. Ýòîò
ýòàï íàçûâàåòñÿ ðåäóêöèåé. Ñóùåñòâåííî, ÷òî
äëèíà íè îäíîãî èç óðàâíåíèé íå óâåëè÷èâàåòñÿ
ïðè ðåäóêöèè.

2.2. EGδ: äèôôåðåíöèàëüíûé ñäâèã óðàâíåíèÿ
ñ íóëåâîé âåäóùåé ÷àñòüþ

Ïóñòü i-ÿ ñòðîêà âåäóùåé ìàòðèöû íóëåâàÿ.
Ïóñòü a(x) � ïîñëåäíèé íåíóëåâîé êîýôôèöè-
åíò i-ãî óðàâíåíèÿ. Ïîäåëèì ýòî óðàâíåíèå íà

a(x), ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî è èçáàâèìñÿ îò
çíàìåíàòåëåé. Ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûì ñäâèãîì i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû.
Ñëîâî �ñäâèã� óêàçûâàåò íà òî, ÷òî, áëàãîäàðÿ
âûïîëíåííîìó äåëåíèþ íà ïîñëåäíèé íåíóëåâîé
êîýôôèöèåíò, ýòà îïåðàöèÿ óìåíüøàåò äëèíó
i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ([4]).

2.3. EGδ: ïîñëåäîâàòåëüíîñü øàãîâ �ðåäóêöèÿ
+ äèôôåðåíöèàëüíûé ñäâèã�

Ñõåìà àëãîðèòìà EGδ òàêîâà. Åñëè ñòðîêè âå-
äóùåé ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñèìû íàä K(x),
òî âûïîëíÿåì ðåäóêöèþ; ïóñòü â ðåçóëüòàòå i-ÿ
ñòðîêà âåäóùåé ìàòðèöû ñòàëà íóëåâîé. Âûïîë-
íÿåì äèôôåðåíöèàëüíûé ñäâèã i-é ñòðîêè è ïðî-
äîëæàåì ïðîöåññ ÷åðåäîâàíèÿ ðåäóêöèé è äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ñäâèãîâ, ïîêà âåäóùàÿ ìàòðèöà
íå ñòàíåò íåâûðîæäåííîé. (Ìû íèêîãäà íå ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèå 0 = 0, òàê êàê ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ óðàâíåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû íåçàâèñèìû
íàä K

[
x, ddx

]
.)

Òåîðåìà 1. ([4]) Àëãîðèòì EGδ çàêàí÷èâàåò
ñâîþ ðàáîòó.

Èòàê, äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû S âèäà
(2) àëãîðèòì EGδ ñòðîèò l-îõâàòûâàþùóþ ñèñòå-
ìó S̄: åå âåäóùàÿ ìàòðèöà Ār(x) íåâûðîæäåíà è
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû S̄.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó(
2x2(x+ 2)(x+ 1) −x(x+ 2)(x+ 1)

2x2(x+ 2) −x(x+ 2)

)
y′′ +

+

(
2x(x+ 1)(x− 4) −x2

2x(x− 4) −x(x+ 4)

)
y′ + (4)

+

(
−2(x+ 1)(x− 4) −2
−2x+ 8 2

)
y = 0.

Ñòðîêè âåäóùåé ìàòðèöû çàâèñèìû ñ êîýôôè-
öèåíòàìè v1(x) = −1, v2(x) = x + 1. Óðàâíå-
íèÿ èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó. Çàìåíÿåì âòîðîå
óðàâíåíèå:(

2x2(x+ 2)(x+ 1) −x(x+ 2)(x+ 1)
0 0

)
y′′ +

+

(
2x(x+ 1)(x− 4) −x2

0 −x(x+ 2)2

)
y′ +

+

(
−2(x+ 1)(x− 4) −2

0 2x+ 4

)
y = 0.
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Äèôôåðåíöèàëüíûé ñäâèã âòîðîãî óðàâíåíèÿ
äàåò

(
2x2(x+2)(x+1) −x(x+2)(x+1)

0 −x(x+2)

)
y′′ +

+

(
2x(x+1)(x−4) −x2

0 −2x

)
y′ + (5)

+

(
−2(x+1)(x−4) −2

0 0

)
y = 0

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà èìååò íåâûðîæäåííóþ âåäó-
ùóþ ìàòðèöó è ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìå-
íåíèÿ EGδ ê ñèñòåìå (4), ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé l-
îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó èñõîäíîé ñèñòåìû.

Ïðèìå÷àíèå 1. Åñëè ïîñëå ðåäóêöèè i-å ñòðî-
êè ìàòðèö Ar(x), Ar−1(x), . . . , Au+1(x) íóëåâûå,
i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû Au(x) íåíóëåâàÿ è ïðè ýòîì
u < r − 1, òî óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå i-é
ñòðîêå, ìîæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü r−u−1 ðàç
áåç äåëåíèÿ íà ïîñëåäíèé íåíóëåâîé êîýôôèöè-
åíò, è òîëüêî ïîñëåäíåå, ò.å. (r−u)-å, äèôôåðåí-
öèðîâàíèå ïðîâåñòè ñ ïðåäâàðèòåëüíûì äåëåíè-
åì è ïîñëåäóþùèì îñâîáîæäåíèåì îò çíàìåíàòå-
ëåé (ñîîáðàæåíèå, ñîîáùåííîå àâòîðàì Ì. Áàð-
êàòó). Äîáàâèì åùå, ÷òî äëèíà óðàâíåíèÿ, çàìå-
íÿåìîãî ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ óðàâíå-
íèé, ïîñëå ðåäóêöèè ìîæåò óìåíüøèòñÿ. Òîãäà
íå îáÿçàòåëüíî äåëèòü óðàâíåíèå íà ïîñëåäíèé
íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò ïåðåä äèôôåðåíöèðîâà-
íèåì.

Ïðèìå÷àíèå 2. Òåîðåòè÷åñêè ìîæíî ãîâîðèòü
î ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà EGδ ê äèôôåðåíöèàëü-
íûì ñèñòåìàì ñ ïðîèçâîëüíûìè àíàëèòè÷åñêè-
ìè êîýôôèöèåíòàìè. Íî ïðè òàêîì ïðèìåíåíèè
ïðèäåòñÿ ðàñïîçíàâàòü ðàâåíñòâî íóëþ ýëåìåí-
òîâ âåäóùåé ìàòðèöû, ÷òî íå àëãîðèòìèçèðóåò-
ñÿ â îáùåì ñëó÷àå. Âìåñòå ñ òåì ïðîâåäåííûå
ðàíåå ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò ñóùåñòâîâàíèå
l-îõâàòûâàþùåé ñèñòåìû äëÿ îáùåãî àíàëèòè÷å-
ñêîãî ñëó÷àÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ïîëíî-
ãî ðàíãà.

2.4. Î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íà øàãå
ðåäóêöèè

Ïîèñê êîýôôèöèåíòîâ v1(x), v2(x), . . . , vm(x) ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòè (ñì. ðàçäåë 2.1) ýêâèâàëåí-
òåí ðåøåíèþ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Ýòà çàäà÷à ýôôåêòèâíî ðåøàåò-
ñÿ ðàçëè÷íûìè àëãîðèòìàìè, â ÷àñòíîñòè, � ìî-
äóëÿðíûìè, êîòîðûå õîðîøî ñïðàâëÿþòñÿ ñ ðî-
ñòîì êîýôôèöèåíòîâ â ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñ-
ëåíèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [44], [45], [15, ðàçä. 6], [16,
ðàçä. 4.2]). Åñëè íàéäåíî s íåçàâèñèìûõ ðåøå-
íèé ýòîé ñèñòåìû, òî ìîæíî ïîëó÷èòü s íóëåâûõ
ñòðîê â âåäóùåé ìàòðèöå. Ýòè s ðåøåíèé ñíà÷à-
ëà çàïèñûâàþòñÿ êàê ñòðîêè ìàòðèöû V ðàçìå-
ðà s×m. Ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû V ïðèìåíÿåò-
ñÿ äëÿ îáíóëåíèÿ i-é ñòðîêè âåäóùåé ìàòðèöû è
äèôôåðåíöèàëüíîãî ñäâèãà i-ãî óðàâíåíèÿ. Çà-
òåì â ìàòðèöå V ñ ïîìîùüþ ïåðâîé ñòðîêè èñ-
êëþ÷àþòñÿ i-å ýëåìåíòû â ñòðîêàõ ñî âòîðîé ïî
s-þ. Â ðåçóëüòàòå âñå ñòðîêè ìàòðèöû V , íà÷è-
íàÿ ñî âòîðîé, ñîäåðæàò êîýôôèöèåíòû ëèíåé-
íûõ çàâèñèìîñòåé ñòðîê âåäóùåé ìàòðèöû ñ íî-
ìåðàìè 1, . . . , i−1, i+1, . . . ,m. Ïðîäîëæàÿ, ìîæ-
íî âûïîëíèòü s øàãîâ �ðåäóêöèÿ + äèôôåðåíöè-
àëüíûé ñäâèã�. Âîçìîæíû ýâðèñòè÷åñêèå ñòðàòå-
ãèè âûáîðà ñòðîê â ìàòðèöå V (ñì. ðàçäåë 9.3).

2.5. EGδ: ñëîæíîñòü

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëîæíîñòü ðåäóêöèè âåäóùåé
ìàòðèöû ïîðÿäêà m åñòü O(mω), 2 < ω 6 3,
ïî ÷èñëó îïåðàöèé íàä ýëåìåíòàìè êîëüöà K[x].
×èñëî øàãîâ �ðåäóêöèÿ + äèôôåðåíöèàëüíûé
ñäâèã� àëãîðèòìà EGδ íå ïðåâîñõîäèò rm2, è öå-
íà êàæäîãî øàãà äîïóñêàåò îöåíêó O(rm2+mω).
Îòñþäà ñëîæíîñòü EGδ ïî ÷èñëó îïåðàöèé â
K[x] åñòü O(r2m4 + rmω+2).
Ñêîðåå âñåãî, îöåíêà rm2 ÷èñëà øàãîâ àëãî-

ðèòìà EGδ çàâûøåíà (ýêñïåðèìåíòû óêàçûâàþò
íà ýòî). Âî âñÿêîì ñëó÷àå, åñëè êàæäûé äèô-
ôåðåíöèàëüíûé ñäâèã ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äî-
ïîëíèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû, òî ÷èñëî øàãîâ
íå ìîæåò ïðåâçîéòè rm (ñì. íèæå ðàçäåë 4.1) è
òîãäà îáùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè
åñòü O(r2m3 + rmω+1).

3. ËÈÍÅÉÍÛÅ ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå ñèñòåìà S èìååò âèä

Ar(x)y(x+ r) + · · ·+A1(x)y(x+ 1)+

+A0(x)y(x) = 0. (6)
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Ìû îáñóäèì, êàê äëÿ ñèñòåìû S âèäà (6) ïîñòðî-
èòü l-îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó S̄

Ār(x)y(x+ r) + · · ·+ Ā1(x)y(x+ 1)+

+ Ā0(x)y(x) = 0, (7)

âåäóùàÿ ìàòðèöà êîòîðîé íåâûðîæäåíà, à
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîäåðæèò âñå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû S. Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîñòðîèòü
t-îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó ¯̄S

¯̄Ar(x)y(x+ r) + · · ·+ ¯̄A1(x)y(x+ 1)+

+ ¯̄A0(x)y(x) = 0, (8)

åå òðåéëèíãîâàÿ ìàòðèöà íåâûðîæäåíà, à ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé ñîäåðæèò âñå ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû S. Íå èñêëþ÷àåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ìàòðèö
Ā0(x), ¯̄Ar(x) � êàê îäíîé èç íèõ, òàê è îáåèõ.
Ââåäåííîå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñëó÷àÿ ïî-

íÿòèå äëèíû óðàâíåíèÿ åñòåñòâåííî ïåðåíîñèòñÿ
íà ðàçíîñòíûé ñëó÷àé.

3.1. EGσ: ðåäóêöèÿ

Ðåäóêöèÿ äëÿ âåäóùåé ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ
îïèñàííîé â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå â ðàç-
äåëå 2.1. Íî â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå ìû ñòðîèì è
òàê íàçûâàåìûå ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êîðíÿì ïîëèíîìà vi(x) (ïîäðîáíåå �
â ðàçäåëå 3.4).

3.2. EGσ: ñäâèã ñòðîêè ñ íóëåâîé âåäóùåé
÷àñòüþ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i-ÿ ñòðîêà âåäóùåé ìàòðèöû
öåëèêîì ñîñòîèò èç íóëåé. Òîãäà îïåðàòîð ñäâèãà
E ïðèìåíÿåòñÿ ê i-ìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû.

3.3. EGσ: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ
�ðåäóêöèÿ + ñäâèã�

Ñõåìà àëãîðèòìà EGσ ñõîäíà ñ ïðåäñòàâëåííîé
â ðàçäåëå 2.3 ñõåìîé àëãîðèòìà EGδ, íî âìåñòî
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñäâèãîâ ïðèìåíÿþòñÿ ñäâè-
ãè, îïèñàííûå â ðàçäåëå 3.2. Ïðîäîëæàåì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü øàãîâ �ðåäóêöèÿ + ñäâèã�, ïîêà
âåäóùàÿ ìàòðèöà íå ñòàíåò íåâûðîæäåííîé (ìû
íèêîãäà íå ïîëó÷èì óðàâíåíèå 0 = 0, òàê êàê
óðàâíåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû íåçàâèñèìû íàä
K [x,E]). Ñêàçàííîå â ðàçäåëå 2.4 ñîõðàíÿåò ñèëó
äëÿ ðàçíîñòíîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 2. ([12]) Àëãîðèòì EGσ çàêàí÷èâàåò
ñâîþ ðàáîòó.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàçíîñòíîé ñèñòåìû S âè-
äà (6) àëãîðèòì EGσ ñòðîèò l-îõâàòûâàþùóþ ñè-
ñòåìó S̄: âåäóùàÿ ìàòðèöà Ār ñèñòåìû S̄ íåâû-
ðîæäåíà, à ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòå-
ìû S̄.
Àëãîðèòì EGσ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è äëÿ

ïîñòðîåíèÿ t-îõâàòûâàþùåé ñèñòåìû ¯̄S, òðåé-
ëèíãîâàÿ ìàòðèöà êîòîðîé íåâûðîæäåíà, à ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû ¯̄S. Äëÿ
ýòîãî ðåäóêöèè âûïîëíÿþòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê
òðåéëèíãîâîé ìàòðèöå A0(x) ñèñòåìû, à ñäâèã
� ýòî ïðèìåíåíèå E−1 ê i-ìó óðàâíåíèþ ñèñòå-
ìû. Îïðåäåëåíèå äëèíû óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ. Ïóñòü i-ÿ ñòðîêà ìàò-
ðèöû As(x), 0 6 s 6 r, íåíóëåâàÿ, à i-å ñòðî-
êè ìàòðèö Ar(x), Ar−1(x), . . . , As+1(x) íóëåâûå;
ïóñòü l-é ýëåìåíò, 1 6 l 6 m, ÿâëÿåòñÿ ïåð-
âûì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì i-é ñòðîêè As(x). Òî-
ãäà m(s + 1) − l + 1 ñ÷èòàåòñÿ äëèíîé i-ãî óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû.
Ñêàçàííîå â ïðèìå÷àíèè 2 ìîæåò áûòü ñîîò-

âåòñòâóþùèì îáðàçîì ïåðåíåñåíî íà ñëó÷àé ðàç-
íîñòíûõ ñèñòåì.

3.4. Ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ

Åñëè íà íåêîòîðîì ýòàïå ðåäóêöèè i-å óðàâ-
íåíèå ñèñòåìû çàìåíÿåòñÿ ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè
v1(x), v2(x), . . . , vm(x), òî ëèíåéíûå îãðàíè-
÷åíèÿ âîçíèêàþò â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî vi(x)
îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ x.
Êàæäîå òàêîå çíà÷åíèå α ïîäñòàâëÿåòñÿ âìåñòî
x â i-å óðàâíåíèå äî åãî çàìåíû. Òàêîå ëèíåéíîå
îãðàíè÷åíèå èìååò âèä ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ

yi(α+ j), i = 1, 2, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , r,

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïóñòü S è S̃ ñóòü ðàçíîñòíûå ñèñòåìû âè-

äà (1), à C è C̃ � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèé. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ñèñòåìû (S,C)
è (S̃, C̃) ýêâèâàëåíòíû, åñëè ìíîæåñòâî ðåøå-
íèé ñèñòåìû S, óäîâëåòâîðÿþùèõ C, ñîâïàäàåò
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ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû S̃, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ C̃. Êàæäûé èç l- è t-âàðèàíòîâ àëãîðèò-
ìà EGσ ñòðîèò ñèñòåìó (S′, C), ýêâèâàëåíòíóþ
(S,∅), è ïðè òîì òàêóþ, ÷òî åå âåäóùàÿ èëè ñî-
îòâåòñòâåííî òðåéëèíãîâàÿ ìàòðèöà íåâûðîæäå-
íà.

Ïðèìåð 2. Ñèñòåìà S

(
x− 1 0
−2 0

)
y(x+ 2) +

(
0 0
0 x− 2

)
y(x+ 1)+

+

(
0 −1
0 0

)
y(x) = 0

ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå(
0 x(x− 1)
−2 0

)
y(x+2)+

(
0 −2
0 x− 2

)
y(x+1)+

+

(
0 0
0 0

)
y(x) = 0,

ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé.
Ñèñòåìà S òàêæå ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå(

0 0
0 0

)
y(x+2)+

(
(x− 4)(x− 2) 0

−2 0

)
y(x+1)+

+

(
−2 0
0 x− 3

)
y(x)=0,

ñ ëèíåéíûì îãðàíè÷åíèåì 2y1(5)− y2(3) = 0.

3.5. Äâóñòîðîííèé îõâàò

Ïóñòü äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû åå l- è t-
îõâàòûâàþùèå ñèñòåìû S̄ è ¯̄S èìåþò âèä
(7) è (8). Ëþáîå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû
áóäåò òàêæå ðåøåíèåì ñèñòåìû

Ār(x+ 1)y(x+ r + 1) +
(
Ār−1(x+ 1)+

+ ¯̄Ar(x)
)
y(x+ r) + · · ·+

(
Ā0(x+ 1)+

¯̄A1(x)
)
y(x+ 1) + ¯̄A0(x)y(x) = 0, (9)

â êîòîðîé âåäóùàÿ è òðåéëèíãîâàÿ ìàòðèöû
íåâûðîæäåíû. Åñëè C̄, ¯̄C ñóòü ìíîæåñòâà ëè-
íåéíûõ îãðàíè÷åíèé äëÿ S̄, ¯̄S, òî C̄ ∪ ¯̄C áóäåò
ìíîæåñòâîì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé äëÿ (9), íî
íå èñêëþ÷åíî, ÷òî äàæå ñ ó÷åòîì ýòèõ ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèé ñèñòåìà (9) ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ,
êîòîðûìè íå îáëàäàåò èñõîäíàÿ ñèñòåìà (çàìå-
òèì, ÷òî ïîðÿäîê ñèñòåìû óâåëè÷èëñÿ).

3.6. EGσ: ñëîæíîñòü

Êàê è ïðè èññëåäîâàíèè ñëîæíîñòè àëãîðèòìà
EGδ, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñëîæíîñòü ðåäóê-
öèè âåäóùåé ìàòðèöû ïîðÿäêà m ïî ÷èñëó îïå-
ðàöèé â K[x] åñòü O(mω), 2 < ω 6 3. ×èñ-
ëî øàãîâ �ðåäóêöèÿ + ñäâèã� àëãîðèòìà EGσ
íå ïðåâîñõîäèò rm (â îòëè÷èå îò äèôôåðåíöè-
àëüíîãî ñëó÷àÿ, çäåñü êàæäûé ñäâèã � íà öå-
ëóþ ñòðîêó ìàòðèöû). Ñëîæíîñòü êàæäîãî øàãà
åñòü O(rm2 +mω). Îòñþäà ïîëó÷àåì àñèìïòîòè-
÷åñêóþ îöåíêó O(r2m3 + rmω+1) ñëîæíîñòè EGσ
ïî ÷èñëó îïåðàöèé â K[x].

4. ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÜ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÀ
ÑÂÎÉÑÒÂ ÐÅØÅÍÈÉ ÑÈÑÒÅÌ

Ñàì ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ îõâàòûâàþùèõ ñèñòåì
ïîçâîëÿåò äîêàçàòü íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà
ðåøåíèé ñèñòåì âèäà (1). Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ïðè-
ìåðîâ òàêèõ ñâîéñòâ (÷àñòü êîòîðûõ, âåðîÿòíî,
èçâåñòíà) íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä îïðåäåëåíèé.
Äëÿ íåíóëåâîãî ýëåìåíòà a(x) =

∑
aix

i èç
K((x)) åãî âàëþàöèÿ valx a(x) îïðåäåëåíà ðàâåí-
ñòâîì

valx a(x) = min {i : ai 6= 0}. (10)

Ïðè ýòîì valx 0 = ∞. Äëÿ ìåðîìîðôíîé ôóíê-
öèè ψ(x) è α ∈ C ìû ìîæåì ñõîäíûì îáðàçîì
îïðåäåëèòü valx−αψ(x).
Çàïèñü f(x)⊥g(x) îáîçíà÷àåò âçàèìíóþ ïðî-

ñòîòó ïîëèíîìîâ f(x), g(x) ∈ K[x]; åñëè F (x) ∈
K(x), òî denF (x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìèðî-
âàííûé (ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1) ïîëè-
íîì òàêîé, ÷òî F (x) = f(x)

denF (x) äëÿ íåêîòîðîãî
f(x) ∈ K[x], f(x)⊥denF (x). Ìíîæåñòâî íîðìè-
ðîâàííûõ íåïðèâîäèìûõ ïîëèíîìîâ èç K[x] îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç Irr(K[x]). Åñëè p(x) ∈ Irr(K[x]),
f(x) ∈ K[x], òî valp(x)f(x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ìàêñèìàëüíîå n ∈ N = {0, 1, 2, . . . } òàêîå, ÷òî
pn(x) | f(x) (valp(x)0 =∞), è

valp(x)F (x) = valp(x)f(x)− valp(x)g(x) (11)

äëÿ F (x) = f(x)
g(x) , f(x), g(x) ∈ K[x]. Ðàçëîæåíèå

F (x) â ôîðìàëüíûé ëîðàíîâ ðÿä è èñïîëüçîâà-
íèå (10) äàåò òî æå çíà÷åíèå âàëþàöèè, ÷òî è
(11) ïðè p(x) = x.
Äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ íåíóëåâûõ ðàöèî-

íàëüíûõ ôóíêöèé R(x), S(x) è p(x) ∈ Irr(K[x])
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âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ñîîò-
íîøåíèÿì äëÿ âàëþàöèé ëîðàíîâûõ ðÿäîâ:

valp(x)(R(x)S(x)) = valp(x)R(x) + valp(x)S(x),

valp(x)(R(x)+S(x)) > min{valp(x)R(x), valp(x)S(x)}.

Åñëè F (x) = (F1(x), F2(x), . . . , Fm(x))T ∈
K(x)m, òî denF (x) = lcmm

i=1denFi(x) è
valp(x)F (x) = minmi=1 valp(x)Fi(x), ãäå lcm �
îáîçíà÷åíèå íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî
ïîëèíîìîâ.
Äëÿ A(x) = (aij(x)) ∈ Matm(K(x)) ïîëàãàåì

denA(x) = lcmm
i=1lcmm

j=1den aij(x) è valp(x)A(x) =
mini,j valp(x)aij(x).

4.1. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [9, ãë.3, �7]), åñëè
ìàòðèöà ïîðÿäêà m îïðåäåëåíà è àíàëèòè÷íà â
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,
òî äëÿ ëþáûõ α ∈ D è w ∈ Cm íîðìàëüíàÿ
ñèñòåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà y′(x) = A(x)y(x) èìå-
åò åäèíñòâåííîå îïðåäåëåííîå â îáëàñòè D àíà-
ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå y(x), äëÿ êîòîðîãî y(α) =
w, è, òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè D, èìå-
åò ðàçìåðíîñòü m. Ïóñòü A(x) ∈ Matm(K(x))
è detA(x) 6= 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
α. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà îïðåäåëåííûõ â ýòîé îêðåñòíîñòè àíà-
ëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû èìååò ðàçìåðíîñòü
m.
Åñëè S � ñèñòåìà âèäà (2) ñ íåâûðîæäåííîé

âåäóùåé ìàòðèöåé, òî åå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýê-
âèâàëåíòíîé ôîðìå Y ′(x) = A(x)Y (x), âçÿâ

A(x) =


0 Im . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . Im

Â0(x) Â1(x) . . . Âr−1(x)

 ,

(12)
ãäå Im � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêàm, Âk(x) =
−A−1r (x)Ak(x), k = 0, 1, . . . , r − 1, è

Y (x) =
(
y′(x)T , y′′(x)T , . . . , y(r−1)(x)T

)T
.

Ïîëó÷àåì òåîðåìó:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü S̄ � l-îõâàòûâàþùàÿ ñèñòå-
ìà äëÿ ñèñòåìû S âèäà (2) è ïóñòü Ār(x) � âå-
äóùàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû S̄. Ïóñòü det Ār(x) íå
îáðàùàåòñÿ â 0 â íåêîòîðîé òî÷êå α ∈ C. Òîãäà
àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû S íå èìåþò
îñîáåííîñòåé â α è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
òàêèõ ðåøåíèé íå ïðåâîñõîäèò rm; åñëè âåäó-
ùàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû S íåâûðîæäåíà (S̄ ñîâ-
ïàäàåò ñ S), òî ýòà ðàçìåðíîñòü ðàâíà rm.

Åñëè âåäóùàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû âûðîæäåíà,
òî ýòà ðàçìåðíîñòü ìîæåò áûòü ìåíüøå rm � ñì.
íèæå ïðèìåð 3. Òîãäà ñèñòåìà S̄, êîòîðàÿ ñòðîèò-
ñÿ àëãîðèòìîì EGδ, èìååò áîëüøå ðåøåíèé, ÷åì
S.

Ïðèìåð 3. Ñèñòåìà(
1 0
0 0

)
y′ +

(
0 −1
0 1

)
y = 0 (13)

èìååò îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé y =
(c, 0)T . Ïðèìåíåíèå EGδ ê ýòîé ñèñòåìå âåäåò ê
ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû S̄:(

1 0
0 1

)
y′ +

(
0 −1
0 0

)
y = 0,

èìåþùåé äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé y =
(c1x+c2, c1)

T . Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (13)
íåçàâèñèìû íàä K

[
x, ddx

]
.

Èòàê, â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå ñóùåñòâî-
âàíèå l-îõâàòûâàþùåé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò äîêà-
çàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ àíàëè-
òè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû ìîæåò èìåòü îñîáåí-
íîñòü, êîíå÷íî, è ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ðåøåíèé íå ïðåâîñõîäèò rm.

Ïðèìå÷àíèå 3. Åñëè K � ïðîèçâîëüíîå ïîëå
õàðàêòåðèñòèêè 0, òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ïðèíàäëåæàùèõ K̄[[x−α]] ðåøåíèé ñèñòåìû âè-
äà (2) ðàâíà rm äëÿ âñåõ α ∈ K̄, êðîìå, âîç-
ìîæíî, êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé α, ãäå ýòà
ðàçìåðíîñòü ìåíüøå.

Îòêàç îò óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè óðàâíåíèé
èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû íàä
K
[
x, ddx

]
, ìîæåò ïðèâåñòè ê áåñêîíå÷íîñòè

ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê ðåøåíèé çàäàííîé
ñèñòåìû.
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Ïðèìåð 4. Ñèñòåìà

(
1 −1
0 0

)
y′ +

(
0 0
1 −1

)
y =

0 òàêîâà, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ
íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ ñ ðàâíûìè êîìïîíåíòàìè y1
è y2 (ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íåçàâèñèìû
íàä K).

4.2. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé
ðàçíîñòíûõ ñèñòåì

Â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîñòü ìîæíî
äîêàçàòü, íàïðèìåð, äëÿ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé,
èìåþùèõ âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü c : Z→ Km, c = {cn}n∈Z, íàçûâàåòñÿ
ñåêâåíöèàëüíûì ðåøåíèåì (èëè ðåøåíèåì â âèäå
äâóñòîðîííåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ñèñòåìû (6),
åñëè

Ar(n)cn+d + · · ·+A1(n)cn+1 +A0(n)cn = 0

äëÿ âñåõ n ∈ Z.
Ïóñòü Ar(x), A0(x) îáðàòèìû â Matm(K(x)).

Ñåãìåíò ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë

I = {v, v + 1, . . . , w}, v, w ∈ Z, v 6 w,

íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì ñåãìåíòîì äëÿ (6),
åñëè ïîëèíîì detAr(x−r) íå èìååò öåëûõ êîðíåé
áîëüøèõ w, ïîëèíîì detA0(x) íå èìååò öåëûõ
êîðíåé ìåíüøèõ v, è w − v + 1 > r.
Ïóñòü I � ñóùåñòâåííûé ñåãìåíò äëÿ (6), òî-

ãäà ëþáîå ñåêâåíöèàëüíîå ðåøåíèå c îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíî âåêòîðàìè cn, n ∈ I. Ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ îïèñàíèÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä K
ñåêâåíöèàëüíûõ ðåøåíèé äîñòàòî÷íî íàéòè åãî
ñóæåíèå íà I. Ýòî ñóæåíèå ñîñòîèò èç âñåõ òà-
êèõ íàáîðîâ (cv, cv+1, . . . , cw) âåêòîðîâ, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì

r∑
i=0

Ai(n)cn+i = 0, n = v, v + 1, . . . , w − r.

Ýòî äàåò ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, êîòîðîé äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
êîìïîíåíòû âåêòîðîâ cv, cv+1, . . . , cw. Ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà ñåêâåíöèàëüíûõ ðåøåíèé
ðàññìàòðèâàåìîé ðàçíîñòíîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò
ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ýòîé
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.
Â ñëó÷àå âûðîæäåííîñòè âåäóùåé èëè òðåé-

ëèíãîâîé ìàòðèöû ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ñèñòåìå

(9), ýòî íå óìåíüøèò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà
ñåêâåíöèàëüíûõ ðåøåíèé.
Îòñþäà ñëåäóåò

Òåîðåìà 4. Ïðîñòðàíñòâî ñåêâåíöèàëüíûõ ðå-
øåíèé ñèñòåìû âèäà (6) êîíå÷íîìåðíî.

Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà
ïðîñòðàíñòâà ñåêâåíöèàëüíûõ ðåøåíèé äîêàçà-
íû â [14, ðàçä. 2]. Íåêîòîðûå èç íèõ ñîõðàíÿþòñÿ
äëÿ ñèñòåì.

Âûøå ãîâîðèëîñü, ÷òî îñîáûå òî÷êè ðåøå-
íèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàåìî-
ãî âèäà âñåãäà îáðàçóþò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
Èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ ðàçíîñòíûìè ñèñòåìàìè
è äàæå ñî ñêàëÿðíûìè ðàçíîñòíûìè óðàâíåíè-
ÿìè, � äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü ãàììà-ôóíêöèþ,
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ
y(x + 1) − xy(x) = 0 è èìååò ïîëþñû ïðè âñåõ
öåëûõ íåïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x.
Åñòü ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå è ìåæäó ïðî-

ñòðàíñòâàìè ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ è ðàçíîñòíûõ ñèñòåì: ðåøåíèÿ ðàçíîñò-
íûõ ñèñòåì ìîæíî óìíîæàòü íå òîëüêî íà êîí-
ñòàíòû, íî è íà ôóíêöèè ïåðèîäà 1 (ò.å. ôóíê-
öèè f òàêèå, ÷òî f(x + 1) = f(x)). Âìåñòå ñ ìå-
ðîìîðôíûì ðåøåíèåì y(x) ñèñòåìà áóäåò èìåòü,
íàïðèìåð, ðåøåíèÿ

(sin 2π(x+ β))y(x) è (sin 2π(x+ β))−1y(x) (14)

äëÿ ëþáîãî β ∈ C. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òîK = C,
ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ìåðîìîðôíûõ ðåøå-
íèé ñèñòåìû âèäà (6) íàä ïîëåì C

(
e2πix

)
; âñå

ýëåìåíòû ýòîãî ïîñëåäíåãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ìåðî-
ìîðôíûìè ôóíêöèÿìè ïåðèîäà 1, ñðåäè êîòîðûõ
ñîäåðæàòñÿ, íàïðèìåð, ôóíêöèè sin 2π(x + β) è
(sin 2π(x+β))−1. Â [28] äëÿ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé
ïîðÿäêà r óñòàíîâëåíî, ÷òî òàêîå ïðîñòðàíñòâî
ìåðîìîðôíûõ ðåøåíèé èìååò ðàçìåðíîñòü r. Â
ýòîé æå ðàáîòå óêàçàíî, ÷òî äëÿ íîðìàëüíûõ ñè-
ñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, èìåþùèõ m óðàâíåíèé:

y(x+ 1) = A(x)y(x), (15)

A(x) ∈ Matm(K(x)) òàêîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé
èìååò ðàçìåðíîñòü m, òàê êàê, èñïîëüçóÿ ïîäõî-
äÿùèé öèêëè÷åñêèé âåêòîð ([36], [28]), ñèñòåìó
(15) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñêàëÿðíîãî óðàâ-
íåíèÿ ïîðÿäêà íå âûøå m.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ No 2 2013



ËÈÍÅÉÍÛÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ È ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ 59

Çàéìåìñÿ ñèñòåìîé (6). Åñëè âåäóùàÿ ìàòðè-
öà Ar(x) îáðàòèìà â Matm(K(x)), òî (6) ìîæíî
ïåðåïèñàòü êàê ñèñòåìó

Y (x+ 1) = A(x)Y (x), (16)

ãäå A(x) èìååò âèä (12) è

Y (x) =
(
y(x)T , y(x+ 1)T , . . . , y(x+ r − 1)T

)T
(ïåðåõîä îò (6) ê (16) âîçìîæåí, ðàçóìååòñÿ, íå
òîëüêî êîãäà K = C, íî è â ñëó÷àå ïðîèçâîëü-
íîãî K). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìàòðèöà Ar(x)
íåâûðîæäåíà, òî èññëåäóåìîå ïðîñòðàíñòâî íàä
C
(
e2πix

)
ìåðîìîðôíûõ ðåøåíèé èìååò ðàçìåð-

íîñòü íå âûøå rm. Äîáàâèì, ÷òî ïåðåõîä îò ïî-
ëÿ C ê K ⊆ C íå óâåëè÷èâàåò ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà ìåðîìîðôíûõ ðåøåíèé. Ìû ìî-
æåì âåðíóòüñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîìó ïðåäïîëîæå-
íèþ îòíîñèòåëüíî ïîëÿ K.

Òåîðåìà 5. Íàä ïîëåì K
(
e2πix

)
ïðîñòðàíñòâî

ìåðîìîðôíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû âèäà (6) èìååò
íå ïðåâîñõîäÿùóþ rm ðàçìåðíîñòü.

Äîïîëíèòåëüíî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðè
K = C â èñõîäíîé ñèñòåìå S âèäà (6) êàê âåäó-
ùàÿ, òàê è òðåéëèíãîâàÿ ìàòðèöà íåâûðîæäåíû
(ò.å. ñèñòåìû S, S̄ è ¯̄S ñîâïàäàþò), òî îáñóæäàå-
ìàÿ ðàçìåðíîñòü ðàâíà rm.

4.3. Îãðàíè÷åííîñòü âàëþàöèé ìåðîìîðôíûõ
ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ ñèñòåì

Â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå l- è t-
îõâàòûâàþùèõ ñèñòåì ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð, äî-
êàçàòü, ÷òî äëÿ ìåðîìîðôíîãî ðåøåíèÿ y(x) è
ôèêñèðîâàííîãî α ∈ C çíà÷åíèÿ valx−α−ny(x)
îãðàíè÷åíû ñíèçó ïðè n ∈ Z. Áîëåå ïîëíî ýòî
óòâåðæäåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþ-
ùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 6. ([24, ïðåäë. 1]) Ïóñòü y(x) � ìåðî-
ìîðôíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6). Ïóñòü (7) è (8)
ñóòü l- è t-îõâàòûâàþùèå ñèñòåìû äëÿ ýòîé
ñèñòåìû. Ïóñòü

V (x) = det Ār(x− r), W (x) = det ¯̄A0(x). (17)

Òîãäà
(i) åñëè N0 òàêîâî, ÷òî V (α+n0)W (α+n0) 6=

0 äëÿ âñåõ öåëûõ n0 > N0, òî

∃λ∈Z
(
∀n0>N0

n0+r−1
min
n=n0

valx−α−ny(x) = λ

)
;

(ii) åñëè N1 òàêîâî, ÷òî V (α+n1)W (α+n1) 6=
0 äëÿ âñåõ öåëûõ n1 6 N1, òî

∃µ∈Z
(
∀n16N1

n1+r−1
min
n=n1

valx−α−ny(x) = µ

)
.

5. ÈÍÄÓÖÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÛÅ
ÑÈÑÒÅÌÛ

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ðàçäåëàõ îïèñûâàþòñÿ àë-
ãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðûõ áàçîâûõ îáúåê-
òîâ (ðåêóððåíòíûõ ñèñòåì, ïîëèíîìîâ è ÷èñëî-
âûõ âåëè÷èí), êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â
íàõîæäåíèè äëÿ äàííîé ñèñòåìû åå ðåøåíèé ðàç-
íûõ âèäîâ.

5.1. Ïîñòðîåíèå èíäóöèðîâàííûõ ñèñòåì

Äâóñòîðîííèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé

{xn}
n∈Z (18)

è {
xn, åñëè n > 0

1/x|n|, åñëè n < 0

}
n∈Z

(19)

(xn =
∏n
k=1(x − k + 1), xn =

∏n
k=1(x + k)) ìû

áóäåì èñïîëüçîâàòü êàê áàçèñû äëÿ ðàçëîæåíèÿ
(ïðåäñòàâëåíèÿ ðÿäàìè) íåêîòîðûõ ðåøåíèé
ñèñòåì. Áàçèñ (18) áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ â äèôôå-
ðåíöèàëüíîì ñëó÷àå, áàçèñ (19) � â ðàçíîñòíîì.
Ïóñòü ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû â ñîîòâåò-
ñòâóþùåì áàçèñå èìååò êîýôôèöèåíòû z(n),
n ∈ Z, ãäå z(n) = (z1(n), . . . , zm(n))T � âåêòîð-
ñòîëáåö ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-ñòîëáöîâ {z(n)}

n∈Z
óäîâëåòâîðÿåò èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé
ñèñòåìå

Bl(n)z(n+ l) +Bl−1(n)z(n+ l − 1) + · · ·+
+Bt(n)z(n+ t) = 0, (20)

ãäå öåëûå l, t òàêîâû, ÷òî l > t, è
Bt(n), . . . , Bl(n) ∈ Matm(K[n]). Ìû èñïîëü-
çóåì òåðìèí �èíäóöèðîâàííàÿ ðåêóððåíòíàÿ
ñèñòåìà�, à íå �èíäóöèðîâàííàÿ ðàçíîñòíàÿ
ñèñòåìà�, ïîä÷åðêèâàÿ ýòèì îñîáóþ ðîëü èíäó-
öèðîâàííûõ ñèñòåì.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ No 2 2013



60 ÀÁÐÀÌÎÂ, ÕÌÅËÜÍÎÂ

Äëÿ èçëîæåíèÿ ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ èíäóöèðî-
âàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû áóäåò óäîáíî ïå-
ðåïèñàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó (1) ñ ïîìîùüþ ìàò-
ðèöû, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò ñêàëÿðíûå
îïåðàòîðû:L11 . . . L1m

. . . . . . . . .
Lm1 . . . Lmm

 y(x) = 0, (21)

Lij ∈ K[x, ξ], i, j = 1, 2, . . . ,m. (Ïåðåõîä ê òàêîé
çàïèñè ñèñòåìû è îáðàòíûé ïåðåõîä íå âûçûâà-
þò çàòðóäíåíèé.) Òîãäà èíäóöèðîâàííàÿ ðåêóð-
ðåíòíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä L̃11 . . . L̃1m

. . . . . . . . .

L̃m1 . . . L̃mm

 z(n) = 0, (22)

L̃ij ∈ K[n,En, E
−1
n ], i, j = 1, 2, . . . ,m, ãäå En �

îïåðàòîð ñäâèãà ïî n: Enz(n) = z(n+1). Êàæäûé
îïåðàòîð L̃ij ïîëó÷àåòñÿ èç Lij ïðåîáðàçîâàíèåì,
êîòîðîå îïèñûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7. ([17], [12, ðàçä. 3], [26], [15, ðàçä. 2],
[25]) Â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå èíäóöèðîâàí-
íàÿ ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà ñòðîèòñÿ ïî ñèñòå-
ìå (21) ïðåîáðàçîâàíèåì

x→ E−1n ,
d

dx
→ (n+ 1)En.

Â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå � ïðåîáðàçîâàíèåì

x→ n+ E−1n , E → 1 + (n+ 1)En. (23)

Ïðèìåð 5. Ïåðåïèñàâ ðàçíîñòíóþ ñèñòåìó(
x2 + x 0

0 1

)
y(x+ 1)+

+

(
−2x2 − 4x x2 + 3x+ 2
−1 0

)
y(x) = 0 (24)

â âèäå (21), ïîëó÷èì(
(x2 + x)E − 2x2 − 4 x2 + 3x+ 2

−1 E

)
y(x) = 0.

Ïðåîáðàçîâàíèå (23) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå âèäà
(22) ñ m = 2, â êîòîðîé

L̃11 = (n3 +2n2 +n)En+n2−3n− (n+3)E−1n −
E−2n ,

L̃12 = n2 + 3n+ 2 + (2n+ 2)E−1n + E−2n ,
L̃21 = −1,
L̃22 = (n+ 1)En + 1.

Èíäóöèðîâàííóþ ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó äëÿ ñè-
ñòåìû (24) ïåðåïèñûâàåì â âèäå (20):

(
n3 + 2n2 + n 0

0 n+ 1

)
z(n+ 1)+

+

(
n2 − 3n n2 + 3n+ 2
−1 1

)
z(n)+

+

(
−n− 3 2n+ 2

0 0

)
z(n− 1)+

+

(
−1 1
0 0

)
z(n− 2) = 0. (25)

Íàïðèìåð, åñëè ñèñòåìà (24) îáëàäàåò ïîëèíî-
ìèàëüíûì ðåøåíèåì, òî îíî ìîæåò áûòü çàïèñà-
íî â áàçèñå (19):

a0x
0 + a1x

1 + · · ·+ akx
k, ai ∈ Km,

è òîãäà äâóñòðîííÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

z(n) =

{
an, åñëè 0 6 n 6 k,
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå (25). Ìû âåðíåì-
ñÿ ê ýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèìåðà 8.

Ïðèìå÷àíèå 4. Ñïðàâåäëèâî áîëüøåå, ÷åì
âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (20) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèé ðåøåíèé. Ïóñòü y = (y1, y2, . . . , ym)T

� íåêîòîðûé âåêòîð, ýëåìåíòû êîòîðîãî äî-
ïóñêàþò ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó (18) èëè (19), è
ïóñòü

y∗(x) = Ar(x)ξry(x)+· · ·+A1(x)ξy(x)+A0(x)y(x)

(çäåñü y(x) íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì èñõîäíîé ñèñòåìû). Ïóñòü z(n) è z∗(n) �
âåêòîðû, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ñóòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé êîìïî-
íåíò y1, y2, . . . , ym è y∗1, y

∗
2, . . . , y

∗
m â áàçèñå (18)

èëè (19). Òîãäà

z∗(n) = Bl(n)z(n+l)+Bl−1(n)z(n+l−1)+· · ·+
+Bt(n)z(n+ t).
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ èíäóöèðî-
âàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû íåçàâèñèìû íàä
K[n,En], åñëè è òîëüêî åñëè óðàâíåíèÿ èñõîäíîé
ñèñòåìû íåçàâèñèìû íàä K

[
x, ddx

]
èëè ñîîòâåò-

ñòâåííî íàä K[x,E]. Â òî æå âðåìÿ, åñëè èñõîä-
íàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà èìååò íåâûðîæ-
äåííóþ âåäóùóþ ìàòðèöó, òî ýòî íå ãàðàíòèðó-
åò, ÷òî âåäóùàÿ ìàòðèöà èíäóöèðîâàííîé ðåêóð-
ðåíòíîé ñèñòåìû òàêæå íåâûðîæäåíà, è íàîáî-
ðîò.

Ïðèìåð 6. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû(
x 0
0 0

)
y′ +

(
0 x
1 1

)
y = 0,

èìåþùåé âûðîæäåííóþ âåäóùóþ ìàòðèöó, èí-
äóöèðîâàííàÿ ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà(

n 0
1 1

)
z(n) +

(
0 1
0 0

)
z(n− 1) = 0

èìååò íåâûðîæäåííóþ âåäóùóþ ìàòðèöó ([4,
ðàçä. 3.2]).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñè-

ñòåìû (
x 0
0 x2

)
y′ +

(
−1 −x3
−2 −x

)
y = 0

èíäóöèðîâàííàÿ ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà(
n− 1 0
−2 0

)
z(n) +

(
0 0
0 n− 2

)
z(n− 1)+

+

(
0 −1
0 0

)
z(n− 3) = 0

èìååò âûðîæäåííóþ âåäóùóþ ìàòðèöó ([12, ïðè-
ìåð 8]).
Ñóùåñòâóþò òàêæå ïðîñòûå ïðèìåðû, â êîòî-

ðûõ âåäóùèå ìàòðèöû äèôôåðåíöèàëüíîé è èí-
äóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåì îáå ÿâëÿþò-
ñÿ (íå)âûðîæäåííûìè. Â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå àíà-
ëîãè÷íûå ïðèìåðû ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû äëÿ
òðåéëèíãîâûõ ìàòðèö.

5.2. Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ âàëþ-
àöèé àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé â ñêàëÿðíîì ñëó-
÷àå ïðèìåíÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå îïðåäåëÿþùèå

(àëãåáðàè÷åñêèå) óðàâíåíèÿ � ñì., íàïðèìåð, [9,
ãë. IV]. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðõíèõ ãðàíèö ñòå-
ïåíåé ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé (äèôôåðåíöè-
àëüíûé è ðàçíîñòíûé ñëó÷àè) è íèæíèõ ãðà-
íèö âàëþàöèé ðåøåíèé â çàäàííîé òî÷êå (äèô-
ôåðåíöèàëüíûé ñëó÷àé) ñèñòåì âèäà (1) íàì
íóæíû êàêèå-òî âàðèàíòû îïðåäåëÿþùèõ óðàâ-
íåíèé. Èíäóöèðîâàííûå ðåêóððåíòíûå ñèñòåìû,
êîòîðûå ìû ââåëè â ðàçäåëå 5.1, ïîçâîëÿþò ïî-
ñòðîèòü òàêèå óðàâíåíèÿ.
Åñëè âåäóùàÿ ìàòðèöà Bl(n) ñèñòåìû (20) âû-

ðîæäåíà, òî äëÿ (20) ìîæíî ñ ïîìîùüþ EGσ ïî-
ñòðîèòü l-îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó

B̄l(n)z(n+ l) + B̄l−1(n)z(n+ l − 1) + · · ·+
+ B̄t(n)z(n+ t) = 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü t-
îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó

¯̄Bl(n)z(n+ l) + ¯̄Bl−1(n)z(n+ l − 1) + · · ·+
+ ¯̄Bt(n)z(n+ t) = 0.

Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî çíà÷åíèå t â (20) íå îáÿ-
çàòåëüíî ðàâíî íóëþ è äàæå ìîæåò áûòü îòðè-
öàòåëüíûì (êàê è çíà÷åíèå l), íå ÿâëÿåòñÿ ïðå-
ïÿòñòâèåì äëÿ ïðèìåíåíèÿ EGσ.

Òåîðåìà 8. (i) Ïóñòü y(x) ∈ K((x))m � ðå-
øåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, äëÿ êîòî-
ðîé (20) ÿâëÿåòñÿ èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíò-
íîé ñèñòåìîé. Òîãäà çíà÷åíèå n = valx y(x) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

det B̄l(n− l) = 0. (26)

(ii) Ïóñòü y(x) ∈ K[x]m � ðåøåíèå äèôôåðåí-
öèàëüíîé èëè ðàçíîñòíîé ñèñòåìû, äëÿ êîòî-
ðîé (20) ÿâëÿåòñÿ èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíò-
íîé ñèñòåìîé. Òîãäà çíà÷åíèå n = deg y(x) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

det ¯̄Bt(n− t) = 0 (27)

(çäåñü deg y(x) = maxmi=1 deg yi(x) äëÿ y(x) =
(y1(x), y2(x), . . . , ym(x))T ∈ K[x]m).

Óðàâíåíèå (27) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû â
òî÷êå∞, è íàèáîëüøèé öåëûé íåîòðèöàòåëüíûé
êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåò âåðõíþþ ãðàíèöó
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ñòåïåíåé ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé, åñëè æå öå-
ëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ êîðíåé ó óðàâíåíèÿ (27)
íåò, òî ó èñõîäíîé ñèñòåìû çàâåäîìî íåò ïîëè-
íîìèàëüíûõ ðåøåíèé. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â
äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (26) ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ íàõîæäåíèÿ íèæíèõ
ãðàíèö âàëþàöèé ðåøåíèé â òî÷êå 0. (Ïîäñòàíîâ-
êà x+α âìåñòî x â èñõîäíóþ ñèñòåìó ïåðåâîäèò
òî÷êó α â òî÷êó 0.)

Ïðèìåð 7. Èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñè-
ñòåìîé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû(

x x
x x

)
y′ +

(
1 1 + x2

−x 0

)
y = 0 (28)

ñëóæèò(
n+ 1 n+ 1
n n

)
z(n) +

(
0 0
−1 0

)
z(n− 1)+

+

(
0 1
0 0

)
z(n− 2) = 0.

Ïðèìåíåíèå EGσ ïî îòíîøåíèþ ê âåäóùåé ìàò-
ðèöå ïðèâîäèò ê(

n+ 2 0
n n

)
z(n) +

(
0 n+ 1
−1 0

)
z(n− 1) = 0,

(29)
ïðè ýòîì âîçíèêàåò ëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå

z1(0) + z2(0) + z2(−2) = 0. (30)

Îïðåäåëèòåëü âåäóùåé ìàòðèöû ñèñòåìû (29)
èìååò êîðíè 0,−2. Ïîýòîìó äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ñèñòåìà (28) íå ìîæåò èìåòü â òî÷êå x = 0
ïðèíàäëåæàùèõ K((x))m ðåøåíèé ñ âàëþàöèÿ-
ìè, îòëè÷íûìè îò 0 è −2. Èìåþòñÿ ëè ðåøåíèÿ
èìåííî ñ òàêèìè âàëþàöèÿìè, ìû ïîêà íå çíàåì.
Îòâåò áóäåò äàí ïîçäíåå (ñì. äàëåå ïðèìåð 9).

Ìû âèäèì, ÷òî â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå
àëãîðèòìû EGδ è EGσ ðàáîòàþò âìåñòå: ïåð-
âûé � äëÿ íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ
îñîáûõ òî÷åê ðåøåíèé, âòîðîé � äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ãðàíèö âàëþàöèé ðåøåíèé â ýòèõ òî÷êàõ.
Äëÿ óðàâíåíèé (26), (27) ìû áóäåì â äàëü-

íåéøåì èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî óñëîâíîå íà-
çâàíèå �îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ� (óñëîâíîñòü
ïðîÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, â òîì, ÷òî ïîëó÷àåìûå
ýòèì ïóòåì óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåí-
íûìè, òàê êàê çàâèñÿò îò ïîñòðîåííûõ l- è t-
îõâàòûâàþùèõ ñèñòåì).

6. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÍÈÆÍÈÕ ÃÐÀÍÈÖ
ÂÀËÞÀÖÈÉ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒ
ÌÅÐÎÌÎÐÔÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ
ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ìåðîìîðôíûõ ðåøåíèé
ðàçíîñòíûõ ñèñòåì, íà÷àòîå â êîíöå ðàçäåëà 4.1.
Ðå÷ü ïîéäåò î íèæíåé ãðàíèöå äëÿ valx−αy(x),
ãäå y(x) � ìåðîìîðôíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6),
α � íåêîòîðàÿ òî÷êà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

6.1. Ãðàíèöû âàëþàöèé ðåøåíèé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ íèæíåé ãðàíè-
öû äëÿ valx−αy(x), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

n0+r−1
min
n=n0

valx−α+ny(x) > v (31)

äëÿ íåêîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî n0 è öå-
ëîãî v èëè, àíàëîãè÷íî, ÷òî

n1+r−1
min
n=n1

valx−α−ny(x) > w (32)

äëÿ íåêîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî n1 è öå-
ëîãî w. Ñëåäóþùèå òåîðåìà è ïðèìå÷àíèå âçÿòû
èç [24, ðàçä. 3.2].

Òåîðåìà 9. Ïóñòü y(x) � ìåðîìîðôíîå ðåøå-
íèå ñèñòåìû (6), α ∈ C è p(α) = 0 äëÿ p(x) ∈
Irr(K[x]). Ïóñòü V (x) è W (x) îïðåäåëåíû ðàâåí-
ñòâàìè (17). Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå n0
è öåëîå v òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî (31). Òîãäà

valx−αy(x) > v −
n0−1∑
n=0

valp(x+n)V (x).

Àíàëîãè÷íî, ïóñòü íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå n1 è
öåëîå w òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(32). Òîãäà

valx−αy(x) > w −
n1−1∑
n=0

valp(x−n)W (x).

Ïðèìå÷àíèå 5. Ïóñòü λ è µ îïðåäåëåíû êàê
â òåîðåìå 6. Åñëè v 6 λ è w 6 µ, òî ñëåäóþ-
ùåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì âçàèì-
íîì ðàñïîëîæåíèè òî÷êè α è êîðíåé ïîëèíîìîâ
W (x), V (x):

valx−αy(x) > max

{
v −

∑
n∈N

valp(x+n)V (x),

w −
∑
n∈N

valp(x−n)W (x)

}
(33)
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(ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà êîíå÷íû).

Òåîðåìà 9 è ïðèìå÷àíèå 5 äàþò àëãîðèòìû ðå-
øåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

6.2. Ãðàíèöû âàëþàöèé êîìïîíåíò ðåøåíèé

Ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü çàäà÷ó âû÷èñëå-
íèÿ íèæíèõ ãðàíèö âàëþàöèé valx−αyi(x),
i = 1, 2, . . . ,m, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî n0 çàäàíû ðàçäåëüíî
íèæíèå ãðàíèöû âàëþàöèé

valx−α+nyi(x), n = n0, n0 + 1, . . . , n0 + r − 1,

i = 1, 2, . . . ,m,

èëè, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëî-
ãî n1 çàäàíû ðàçäåëüíî íèæíèå ãðàíèöû âàëþà-
öèé

valx−α−nyi(x), n = n1, n1 + 1, . . . , n1 + r − 1,

i = 1, 2, . . . ,m.

Â [24] ïðèâåäåí àëãîðèòì, êîòîðûé â îáùåì ñëó-
÷àå äàåò áîëåå òî÷íûå ãðàíèöû, ÷åì ïðåäûäó-
ùèé àëãîðèòì, íî èìååò è áîëåå âûñîêóþ ñëîæ-
íîñòü. Îí îñíîâàí íà òàê íàçûâàåìûõ òðîïè÷å-
ñêèõ âû÷èñëåíèÿõ ([6, �2]). Ìû çäåñü íå áóäåì
âõîäèòü â äàëüíåéøèå ïîäðîáíîñòè.

7. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈÉ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàåì ïðèìåðû àëãîðèòìîâ
ïîèñêà ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ âèäîâ. Àëãîðèòìû
èñïîëüçóþò èíäóöèðîâàííûå ðåêóððåíòíûå ñè-
ñòåìû è îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ.

7.1. Ïîëèíîìèàëüíûå ðåøåíèÿ

Ïîëèíîìèàëüíûå è ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Ïî-
ìèìî ýòîãî, èõ íàõîæäåíèå ìîæåò ñëóæèòü
ïðîìåæóòî÷íûì ýòàïîì ïðè ïîñòðîåíèè áîëåå
ñëîæíûõ ðåøåíèé.
Ïîñëå òîãî, êàê ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (27)

îïðåäåëåíà âåðõíÿÿ ãðàíèöà ñòåïåíåé âñåõ ïî-
ëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé, äëÿ ôàêòè÷åñêîãî íà-
õîæäåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä
íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, íî ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü è áîëåå ýôôåêòèâíîå ïîñòðîåíèå êî-
ýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé ñ ïîìî-
ùüþ èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû �
ñì., íàïðèìåð, [10].

Ïðèìåð 8. Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå ñèñòåìû
(24). Èíäóöèðîâàííàÿ ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà
(25) èìååò âûðîæäåííóþ òðåéëèíãîâóþ ìàò-
ðèöó. Àëãîðèòì EGσ ñòðîèò t-îõâàòûâàþùóþ
ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó(

(n− 1)2 − (n− 1)3 0
0 n− 1

)
z(n− 1)+

+

(
−(n− 1)2 + 5n− 9 −2

−1 1

)
z(n− 2) = 0

ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì C ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé.
Êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (27) ñëóæàò 1 è 2, ýòî äàåò
âåðõíþþ ãðàíèöó 2 ñòåïåíåé âîçìîæíûõ ïîëè-
íîìèàëüíûõ ðåøåíèé.
Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîé t-îõâàòûâàþùåé ðå-

êóððåíòíîé ñèñòåìû ìû ïîñëåäîâàòåëüíî íàõî-
äèì êîýôôèöèåíòû èñêîìîãî ïîëèíîìèàëüíîãî
ðåøåíèÿ, îò ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ê ìëàä-
øèì, ïðè ýòîì ó÷èòûâàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû
ñ èíäåêñàìè, áîëüøèìè 2 è ìåíüøèìè 0, îáÿçà-
òåëüíî ðàâíû íóëþ. Çäåñü ýòà ñèñòåìà èñïîëüçó-
åòñÿ äëÿ n îò 4 äî −1. Â ðåøåíèå âõîäÿò ïðîèç-
âîëüíûå ïîñòîÿííûå:

(
y1
y2

)
=

(
c2 + (2c1 + c2)x

1 + c1x
2

c2x
1 + c1x

2

)
=

=

(
c2 + (2c1 + c2)x+ c1x(x− 1)

c2x+ c1x(x− 1)

)
.

7.2. Ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ

Îïèøåì ñâåäåíèå ïîèñêà ðàöèîíàëüíûõ ðåøå-
íèé ñèñòåì ê ïîèñêó ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé.
Ñíà÷àëà îáðàòèìñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó ñëó-
÷àþ. Êàê ãîâîðèëîñü â ðàçäåëå 4.1, äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ñèñòåìû S ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà
ìîæíî íàéòè òàêîé ïîëèíîì d(x), ÷òî åñëè ðå-
øåíèå ñèñòåìû S èìååò îñîáåííîñòü â òî÷êå α,
òî d(α) = 0. Óìåíèå íàõîäèòü íèæíþþ ãðàíèöó
eα âàëþàöèè â òî÷êå α ëþáîãî èç ðåøåíèé ñèñòå-
ìû S ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü òàêóþ ðàöèîíàëüíóþ
ôóíêöèþ F (x) =

∏
d(α)=0(x−α)eα , ÷òî ëþáîå ðà-

öèîíàëüíîå ðåøåíèå y(x) ñèñòåìû S èìååò âèä

y(x) = F (x)ỹ(x), (34)

ỹ(x) ∈ K[x]m. Ïîäñòàíîâêà (34) ïðåîáðàçóåò S â
ñèñòåìó äëÿ ỹ(x), è îñòàåòñÿ íàéòè ïîëèíîìèàëü-
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íûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû (ñì. [12, ïðè-
ìåð 10]); åñëè îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå êàêîìó-òî α, íå èìååò öåëûõ êîðíåé,
òî S íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé.
Ìîæíî äîáàâèòü ê ñêàçàííîìó, ÷òî ãðàíèöû ei

îäèíàêîâû äëÿ âñåõ êîðíåé αi êàæäîãî íåïðèâî-
äèìîãî ìíîæèòåëÿ ïîëèíîìà d(x), ïîýòîìó F (x)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∏

p(x)∈Irr(K[x])

p(x)|d′(x)

p(x)ep(x) ,

çäåñü d′(x) � ðåçóëüòàò îñâîáîæäåíèÿ ïîëèíîìà
d(x) îò êâàäðàòîâ. Ïðè deg p(x) > 1 ïîêàçàòåëè
ep(x) íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé íàä ïî-
ëåì K(α), p(α) = 0.
Òåïåðü çàéìåìñÿ ðàçíîñòíûì ñëó÷àåì. Ïðè ïî-

èñêå çíàìåíàòåëåé ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé àïðè-
îðè èçâåñòíûå íèæíèå ãðàíèöû v, w âàëþàöèé
áåðóòñÿ â (33) ðàâíûìè íóëþ. Ðàññìîòðèì àë-
ãîðèòì íàõîæäåíèÿ íåêîòîðîãî óíèâåðñàëüíîãî
çíàìåíàòåëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé èñõîäíîé
ñèñòåìû, èëè, êàê äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì ïè-
ñàòü, óíèâåðñàëüíîãî çíàìåíàòåëÿ äëÿ èñõîäíîé
ñèñòåìû, ò.å. òàêîãî ïîëèíîìà U(x) ∈ K[x], ÷òî
åñëè ñèñòåìà èìååò ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå y(x) ∈
K(x)m, òî îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

y(x) =
1

U(x)
z(x), (35)

ãäå z(x) ∈ K[x]m. Çíàÿ óíèâåðñàëüíûé çíàìåíà-
òåëü, ìîæíî ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó (35) è ïðåîá-
ðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó â ñèñòåìó äëÿ z(x),
à çàòåì ïðèìåíèòü îäèí èç àëãîðèòìîâ ïîèñêà
ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé (ñì. ðàçäåë 7.1).
Äëÿ p(x) ∈ Irr(K[x]), f(x) ∈ K[x]\{0} ìû îïðå-

äåëÿåì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

Np(x)(f(x)) = {k ∈ Z : p(x+ k) | f(x)};

ïðè Np(x)(f(x)) = ∅ ïîëàãàåì maxNp(x)(f(x)) =
−∞, minNp(x)(f(x)) = +∞.
Îäèí èç ïðèìåíÿåìûõ íà ïðàêòèêå àëãîðèò-

ìîâ ïîñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî çíàìåíàòåëÿ ñî-
ñòîèò èç äâóõ øàãîâ. Íà ïåðâîì øàãå ñòðîèòñÿ
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M íåïðèâîäèìûõ ïîëèíî-
ìîâ

M =
{
p(x) ∈ Irr(K[x]) : minNp(x)(W (x)) 6 0,

maxNp(x)(V (x)) > 0
}
,

ãäå V (x),W (x) îïðåäåëåíû ïîñðåäñòâîì (17).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâàM èñïîëüçóåòñÿ ïîë-
íàÿ ôàêòîðèçàöèÿ V (x) èW (x). Íà âòîðîì øàãå
âû÷èñëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûé çíàìåíàòåëü â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ∏

p(x)∈M

pγp(x)(x), (36)

ãäå, â ñîîòâåòñòâèè ñ (33),

γp(x) = min

∑
n∈N

valp(x+n)V (x),

∑
n∈N

valp(x−n)W (x)

 . (37)

Îñíîâàííûé íà ôîðìóëàõ (36), (37) àëãîðèòì
íàõîæäåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî çíàìåíàòåëÿ áûë
ïðåäëîæåí â [39]. Çàòåì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè
ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü ñîâïàäåíèÿ ïîêàçàòåëåé
γp(x) äëÿ ðàçëè÷íûõ (èíîãäà ìíîãèõ) p(x), îòëè-
÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ñäâèãîì íà öåëîå ÷èñ-
ëî, òî âû÷èñëåíèÿ ñóùåñòâåííî óñêîðÿþòñÿ ([20],
[3]).

Ïðèìå÷àíèå 6. Â [5, òåîðåìà 1] äîêàçàíî, ÷òî
åñëè íåêîòîðûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ óíèâåð-
ñàëüíîãî çíàìåíàòåëÿ U(x) èñïîëüçóåò, ïîäîáíî
ïðåäëîæåííîìó âûøå àëãîðèòìó, òîëüêî V (x) è
W (x), òî U(x) áóäåò óíèâåðñàëüíûì çíàìåíàòå-
ëåì è äëÿ ëþáîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ ïðåæ-
íåé ëåâîé ÷àñòüþ è ïðîèçâîëüíîé ïîëèíîìèàëü-
íîé ïðàâîé ÷àñòüþ (b1(x), b2(x), . . . , bm(x))T ∈
K[x]m.

Íàõîæäåíèå U(x) äëÿ çàäàííûõ V (x),W (x)
ìîæåò áûòü âûïîëíåíî è àëãîðèòìàìè, ïðåä-
ïîëàãàþùèìè âû÷èñëåíèå òàê íàçûâàåìîé äèñ-
ïåðñèè ïîëèíîìîâ ([1], [2, �8]). Ïåðâîíà÷àëüíî
ýòè àëãîðèòìû ïðåäíàçíà÷àëèñü äëÿ ñêàëÿðíî-
ãî ñëó÷àÿ. Çàòåì â [13] áûë ïðåäëîæåí âàðèàíò
äëÿ íîðìàëüíûõ ñèñòåì (15), ïðè ýòîì V (x) =
denA(x − 1), W (x) = denA−1(x). (Ýòè äèñïåðñè-
îííûå àëãîðèòìû èñïîëüçóþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â
Maple). Â [29] áëèçêèé ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ äëÿ
ðåøåíèÿ íåêîòîðîé áîëåå îáùåé çàäà÷è.
Íî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ôîð-

ìóëàõ (36), (37) è ó÷èòûâàþùåãî âîçìîæíîñòü
ñîâïàäåíèÿ ïîêàçàòåëåé γp(x) äëÿ ðàçëè÷íûõ
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p(x), ìåíüøå, ÷åì ñëîæíîñòü äèñïåðñèîííîãî
àëãîðèòìà ([20, ðàçä. 4.2])).

7.3. Ðåøåíèÿ ñ êîìïîíåíòàìè-ðÿäàìè

Çäåñü ìû, â ÷àñòíîñòè, ñêàæåì î ïîèñêå òàêèõ ðå-
øåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, êîìïîíåíòû
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëîðàíîâûìè ðÿäàìè. Ýòè ðå-
øåíèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü ëîðàíîâûìè. Âîïðîñ
î ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ìû íå ðàññìàòðèâàåì.
Â ñëó÷àå âûðîæäåííîé âåäóùåé ìàòðèöû èí-

äóöèðîâàííîé ñèñòåìû ìû ïðèìåíÿåì EGσ. Âîç-
íèêàþùåå ïðè ýòîì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî C ëè-
íåéíûõ îãðàíè÷åíèé ìîæåò ïîçâîëèòü îòñåÿòü
íåêîòîðûå èç òåõ êîðíåé îïðåäåëèòåëÿ âåäóùåé
ìàòðèöû, êîòîðûå çàâåäîìî íå ÿâëÿþòñÿ âàëþ-
àöèÿìè ëîðàíîâûõ ðåøåíèé (ýòî îòñåèâàíèå ìî-
æåò ïðèìåíÿòüñÿ è ïðè ïîèñêå ðàöèîíàëüíûõ ðå-
øåíèé). Ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ â ðÿä ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ íà÷àëüíûìè ÷ëåíàìè, èõ êîëè÷åñòâî âûáè-
ðàåòñÿ òàê, ÷òî, âî-ïåðâûõ, âû÷èñëåíèå ïîñëå-
äóþùèõ ÷ëåíîâ óæå íå òðåáóåò ó÷åòà ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèé è, âî-âòîðûõ, îïðåäåëèòåëü âåäó-
ùåé ìàòðèöû l-îõâàòûâàþùåé ðåêóððåíòíîé ñè-
ñòåìû â õîäå ýòîãî âû÷èñëåíèÿ óæå íå îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü. Íàéäÿ íèæíþþ ãðàíèöó âàëþ-
àöèé ðåøåíèé (òåîðåìà 8(i)), ìû ìîæåì âûïè-
ñàòü è ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé äëÿ ýòèõ íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ. Ñëåäó-
þùèå ÷ëåíû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ
l-îõâàòûâàþùåé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû.

Ïðèìåð 9. Âåðíåìñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîé ñè-
ñòåìå (28) èç ïðèìåðà 7. Îïðåäåëèòåëü âåäó-
ùåé ìàòðèöû ñèñòåìû (29) èìååò êîðíè 0,−2,
íî áîëüøåìó èç ýòèõ êîðíåé íå îòâå÷àåò íèêà-
êîãî ëîðàíîâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (28): îãðàíè÷å-
íèå (30) è ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (29) ïî-
êàçûâàþò, ÷òî åñëè z(−1) = z(−2) = 0, òî è
z(0) = 0. ×òî êàñàåòñÿ êîðíÿ −2, òî ñîîòâåòñòâó-
þùèå ëîðàíîâû ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ ëåãêî. Âûáè-
ðàåì z(−2) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü(

0 0
−2 −2

)
z(−2) = 0.

Â êà÷åñòâå áàçèñíîãî ðåøåíèÿ ýòîé ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæåì âçÿòü,
íàïðèìåð, z1(−2) = (1,−1)T . Èç (29) ïîëó÷àåì(

1 0
−1 −1

)
z(−1) +

(
0 0
−1 0

)
z(−2) = 0,

îòêóäà z1(−1) = (0,−1)T . Ïðè n = 0 ñèñòåìà (29)
ïðèíèìàåò âèä(

2 0
0 0

)
z(0) +

(
0 1
−1 0

)
z(−1) = 0,

è âìåñòå ñ (30) äàåò z1(0) = (1/2, 1/2)T . Èñïîëü-
çóÿ (29), ïîëó÷àåì

z(n) =

(
0 −n+1

n+2
1
n

n+1
n+2

)
z(n− 1)

äëÿ n > 1.
Ìû âèäèì, ÷òî â òî÷êå x = 0 äèôôåðåíöèàëü-

íàÿ ñèñòåìà (28) èìååò îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
ëîðàíîâûõ ðåøåíèé, åãî áàçèñ ìîæåò áûòü çàäàí
ðÿäîì(

1
−1

)
x−2 +

(
0
−1

)
x−1 +

∞∑
n=0

(
z1(n)
z2(n)

)
xn,

ãäå (
z1(0)
z2(0)

)
=

(
1/2
1/2

)
è (

z1(n)
z2(n)

)
=

(
0 −n+1

n+2
1
n

n+1
n+2

)(
z1(n− 1)
z2(n− 1)

)
(38)

ïðè n > 1.

Ïðèìå÷àíèå 7. Â [31, ðàçä. 6] ñîäåðæèòñÿ íà-
áëþäåíèå, ÷òî òåì ïðåîáðàçîâàíèÿì, êîòîðûå
âûïîëíÿþòñÿ àëãîðèòìîì EGσ íàä èíäóöèðî-
âàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìîé, îòâå÷àþò âïîëíå
îïðåäåëåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ñèñòåìû. Ýòî äàåò, â òåðìèíîëîãèè
àâòîðîâ ñòàòüè [31], äèôôåðåíöèàëüíûé âàðèàíò
EGσ, êîòîðûé ðàáîòàåò áåç ïåðåõîäà ê ðåêóð-
ðåíòíîé ñèñòåìå. Òàêîãî ðîäà ïîäõîä ìîæåò áûòü
ïîëåçåí, êîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè íåáîëüøîå ÷èñ-
ëî ÷ëåíîâ ëîðàíîâûõ ðÿäîâ. Íî êîãäà ýòî ÷èñ-
ëî âåëèêî, èíäóöèðîâàííàÿ ðåêóððåíòíàÿ ñèñòå-
ìà áîëåå ýôôåêòèâíà (â ïðèìåðå 9 ìû ïîëó÷è-
ëè óäîáíóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó (38)). Êðî-
ìå ýòîãî èñõîäíûé âàðèàíò EGσ äàåò äîïîëíè-
òåëüíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî C ëèíåéíûõ îãðà-
íè÷åíèé, êîòîðîå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿ-
åò íå ðàññìàòðèâàòü ÷àñòü êîðíåé îïðåäåëèòå-
ëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû (â ïðèìåðå 9 ýòî
ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîãî-åäèíñòâåííîãî ñî-
îòíîøåíèÿ (30), îíî ïîçâîëÿåò íå ðàññìàòðèâàòü
êîðåíü 0).
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå
ìîæíî ïðèìåíÿòü èíäóöèðîâàííûå ðåêóððåíò-
íûå ñèñòåìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé â âèäå ðÿ-
äîâ Íüþòîíà (îá ýòèõ ðÿäàõ ñì. [7, ãë. II]). Â
òî÷êå 0 êàæäîå òàêîå ðåøåíèå âûãëÿäèò òàê:

a0x
0 + a1x

1 + +a2x
2 + . . . , ai ∈ Km.

Ýòè ðÿäû ïðåäñòàâëÿþò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ,
íî ðàáîòàòü ñ íèìè ñëîæíåå, ÷åì ñ ðÿäàìè Ëî-
ðàíà. Íàïðèìåð, äàæå äëÿ öåëîé ôóíêöèè åå
ïðåäñòàâëåíèå ðÿäîì Íüþòîíà, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå åäèíñòâåííî (íî èçâåñòíû äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ åäèíñòâåííîñòè: ñì. [7, ãë. II, �2, ï. 3]).

7.4. Ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
ñèñòåì

Ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé � ýòî ðåøåíèÿ âèäà

y(x) = xλv(x), (39)

ãäå λ ∈ K, v(x) ∈ K((x))m[log x]. Êàæäîå òàêîå
ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ êàê

xλ
k∑
s=0

gs(x) logs(x),

ãäå k ∈ N è gs(x) ∈ K((x))m, s = 0, 1, . . . , k. Åñëè

k
min
s=0

valx gs(x) = 0, (40)

òî λ íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ðåøåíèÿ (39).
Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå çàäà÷à ïîèñêà ðåãóëÿð-

íûõ ðåøåíèé ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ
èçâåñòíûõ èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé àëãîðèòìîâ. Àëãîðèòì Ã. Ôðîáåíèóñà îñ-
íîâàí íà èññëåäîâàíèè êîðíåé îïðåäåëÿþùåãî
óðàâíåíèÿ ([9, ãë. IV], [38], [47, ãë. V]). Ïðè ýòîì
ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ íå òîëüêî
çíà÷åíèÿ êîðíåé îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ, íî è
êðàòíîñòü êîðíåé, à òàêæå íàëè÷èå êîðíåé, îòëè-
÷àþùèõñÿ íà öåëîå ÷èñëî. Àëãîðèòì Ë. Õåôô-
òåðà ([40, ãë. II, VIII], [47, ãë. V]) ñòðîèò áàçèñ
(âîçìîæíî ïóñòîé) ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ñ ìíî-
æèòåëåì xλ, è ïîñòðîåíèå íå èñïîëüçóåò íè êðàò-
íîñòü êîðíÿ λ, íè ñóùåñòâîâàíèå äðóãèõ êîðíåé,
îòëè÷àþùèõñÿ îò λ íà öåëîå ÷èñëî.
Ïðèìåíåíèå ñàìèõ àëãîðèòìîâ Ôðîáåíèóñà è

Õåôôòåðà ê ñèñòåìàì òðåáóåò ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñèñòåì ê ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ (íàïðèìåð, ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà öèêëè÷åñêîãî âåêòîðà [36]), ÷òî
íåóäîáíî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Íóæ-
íû àëãîðèòìû, êîòîðûå ïðèìåíèìû íåïîñðåä-
ñòâåííî ê ñèñòåìàì. Àëãîðèòì Õåôôòåðà îáîá-
ùåí â [30], [33] íà ñëó÷àé íîðìàëüíûõ ñèñòåì
ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà (15) ñ ïîìîùüþ ïîäõî-
äà, îñíîâàííîãî íà ñóïåðíåïðèâîäèìîñòè ([41]).
Íî àëãîðèòì Õåôôòåðà ìîæåò áûòü îáîáùåí è
ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ïîñòðîåíèè
èíäóöèðîâàííûõ ðåêóððåíòíûõ ñèñòåì è ñîîò-
âåòñòâóþùèõ îõâàòûâàþùèõ ñèñòåì ([22], [19]).
Ýòîò âàðèàíò ïðèìåíèì óæå ê ñèñòåìàì ëþáîãî
ïîðÿäêà. Äëÿ åãî îáñóæäåíèÿ ñèñòåìó (2) óäîá-
íî ñ÷èòàòü çàïèñàííîé êàê L(y) = 0, ãäå L �
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ìàòðè÷íûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè:

L = Ar(x)
dr

dxr
+ · · ·+A1(x)

d

dx
+A0(x).

Äëÿ ëþáîãî öåëîãî i > 0, ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
L ê g(z) logi(z)/i! èìååò âèä

Li,i(g)
logi z

i!
+ · · ·+ Li,1(g)

log z

1!
+ Li,0(g),

ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ Li,j ïðèíàäëåæàò Matm(K[x, x−1]),
è L0,0 = L, Li+j,j = Li,0 äëÿ âñåõ i, j > 0
([40], [43, ðàçä. 3.2.1]). Ïðèìåì îáîçíà÷åíèå
Li = Li,0(= Li+j,j äëÿ âñåõ j > 0).
Îáîáùåíèå àëãîðèòìà Õåôôòåðà íà ñëó-

÷àé ñèñòåì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà îñíîâàíî
íà ðàññìîòðåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåì
S0, S1, . . . , ãäå Sk � ýòî ñèñòåìà

L0(gi) = −
i∑

j=1

Lj(gi−j), i = 0, 1, . . . , k. (41)

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå äîêà-
çàííîìó Õåôôòåðîì äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ:

Òåîðåìà 10. ([22, 19]) Ìíîæåñòâî öåëûõ íåîò-
ðèöàòåëüíûõ k, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà Sk èìååò
ëîðàíîâî ðåøåíèå

(
g0(x)T , g1(x)T , . . . , gk(x)T

)T
, g0(x) 6= 0,

êîíå÷íî, è åñëè îíî ïóñòî, òî L(y) = 0 íå
èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé â K((x))m[log x]. Åñ-
ëè ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî è k̃ � åãî ìàê-
ñèìàëüíûé ýëåìåíò, òî ëþáîå ïðèíàäëåæàùåå
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K((x))m[log x] ðåøåíèå ñèñòåìû L(y) = 0 èìååò
âèä

k̃∑
s=0

gk̃−s(x)
logs x

s!
, (42)

ãäå(
g0(x)T , g1(x)T , . . . , gk̃(x)T

)T
, g0(x) 6= 0, (43)

ÿâëÿåòñÿ ëîðàíîâûì ðåøåíèåì ñèñòåìû Sk̃. Â
òî æå âðåìÿ, ëþáîå ëîðàíîâî ðåøåíèå âèäà (43)
ñèñòåìû Sk̃ ïîðîæäàåò ðåøåíèå (42) ñèñòåìû
L(y) = 0.

Åñëè çíà÷åíèå λ èçâåñòíî, òî ïîèñê ðåãóëÿð-
íîãî ðåøåíèÿ (39) ñâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäñòà-
íîâêè y(x) = xλyλ(x) ê ïîèñêó ðåøåíèÿ yλ(x) ∈
K((x))m[log x].
Â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ êàíäèäàòîâ íà ðîëü λ

â (39) èñïîëüçóþòñÿ êîðíè îïðåäåëÿþùåãî óðàâ-
íåíèÿ (26) èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïðè íåîáõîäèìî-
ñòè ïðèìåíÿåòñÿ EGσ; ìíîæåñòâî C âîçíèêàþ-
ùèõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé äàåò â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ âîçìîæíîñòü îòñåÿòü ÷àñòü êàíäèäàòîâ
íà ðîëü ïîêàçàòåëÿ λ. Ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ ñ
íåöåëûìè çíà÷åíèÿìè n ìîãóò îòñåÿòü ëèøíèå
íåöåëûå çíà÷åíèÿ λ. Åñëè λ1 − λ2 ∈ Z, òî ìíî-
æåñòâà ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé c ìíîæèòåëÿìè xλ1

è xλ2 áóäóò, î÷åâèäíî, îäèíàêîâûìè. Ïîýòîìó èç
âñåõ çíà÷åíèé λ, ðàçëè÷àþùèõñÿ íà öåëîå ÷èñ-
ëî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íàèìåíüøåå, è åñëè
ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ñ òàêèì çíà÷åíèåì λ ñóùå-
ñòâóåò, òî, äîáàâëåíèåì ïðè íåîáõîäèìîñòè öå-
ëîãî ÷èñëà ê λ, ëåãêî ìîæíî áóäåò äîáèòüñÿ è
âûïîëíåíèÿ (40), íàéäÿ, òàêèì îáðàçîì, ïîêàçà-
òåëü ðåøåíèÿ.

Ïðèìå÷àíèå 8. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ λ ïðè-
íàäëåæàò ëèáî ïîëþK ëèáî íåêîòîðîìó åãî ðàñ-
øèðåíèþ. Âî âòîðîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû òåõ
ðÿäîâ Ëîðàíà, êîòîðûå âõîäÿò â (42), ïðèíàäëå-
æàò ýòîìó æå ðàñøèðåíèþ.

Ïðèìåð 10. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû(
18x3 0

0 50x2 − 15x

)
y′(x)+

+

(
0 7
0 26x− 27

)
y(x) = 0

èíäóöèðîâàííàÿ ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà èìååò
âûðîæäåííóþ âåäóùóþ ìàòðèöó; ïðèìåíÿÿ

EGσ, ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó ñ âåäóùåé
ìàòðèöåé

B̄0(n) =

=

(
0 14(25n+13)

162(5n+14)(5n+19)n 28(25n+38)(25n+13)

)
(44)

è äîïîëíèòåëüíî ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ

−96

5
z2(−

13

25
)− 50z2(−

13

25
− 1) = 0, (45)

7z2(−
9

5
)− 342

5
z1(−

9

5
− 2) = 0. (46)

Ìíîæåñòâî
{
−19

5 ,−
14
5 ,−

13
25 , 0

}
êîðíåé îïðåäåëè-

òåëÿ ìàòðèöû B̄0(n) ðàçáèâàåòñÿ íà òðè êëàññà ñ
ìèíèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè −19

5 ,−
13
25 , 0. Ëèíåé-

íîå îãðàíè÷åíèå (45) îòñåèâàåò êîðåíü −13
25 . Ëè-

íåéíîå îãðàíè÷åíèå (46) íè÷åãî íå îòñåèâàåò, è
íàäî ðàññìîòðåòü äâà çíà÷åíèÿ λ: −19

5 è 0. Âû-
÷èñëåíèÿ äàþò èòîãîâîå ðåøåíèå(

y1
y2

)
= x−

19
5

(
35
342c1 −

16
27c1x+ 1568

3645c1x
2 +O(x3)

c1x
2 +O(x3)

)
+

+

(
c2 +O(x)
O(x)

)
.

Ðàçëîæåíèå â ðÿä êàæäîãî gs(x) ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ íà÷àëüíûìè ÷ëåíàìè (ñì. ðàçäåë 7.3).

Ïðåäñòàâëåíèå ðÿäîâ â âèäå èõ íà÷àëüíûõ îò-
ðåçêîâ � ýòî òîíêîå ìåñòî àëãîðèòìà. Â õîäå
âû÷èñëåíèé òðåáóåòñÿ îïðåäåëÿòü äëèíó íà÷àëü-
íûõ îòðåçêîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (41), è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, âûïîëíÿòü óäëèíåíèå íà÷àëüíûõ îòðåç-
êîâ ðåøåíèé ïðåäûäóùèõ ñèñòåì ïî ìåðå íà-
äîáíîñòè ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïðàâîé ÷àñòè ñëåäó-
þùåé ñèñòåìû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S0, S1, . . .
Íàø àëãîðèòì ñïðàâëÿåòñÿ ñ ýòîé òðóäíîñòüþ,
ïîäðîáíîñòè � â [22], [19].
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñèñòåìû âèäà (41) ðàç-

ëè÷àþòñÿ òîëüêî ïðàâûìè ÷àñòÿìè, â ëåâîé æå
÷àñòè âñåãäà íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
L0 (ò.å. L) ê âåêòîðó èç íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé.
Ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå òàêèõ ñèñòåì ýôôåê-
òèâíî âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ EGσ
ê íåîäíîðîäíûì ñèñòåìàì, î ÷åì áóäåò êðàòêî
ðàññêàçàíî â ðàçäåëå 8.1.
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Ïðèìå÷àíèå 9. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðíûõ
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ïðîèçâîëü-
íîãî ïîðÿäêà áûëà ïîëíîñòüþ ðåøåíà ñ ïîìîùüþ
EGσ â [22], [19]. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ðåøå-
íèé ðåøàåòñÿ òàêæå â ðàáîòå [31] äëÿ ñëó÷àÿ, êî-
ãäà âåäóùàÿ ìàòðèöà èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëü-
íîé ñèñòåìû íåâûðîæäåíà. Òàê êàê ìíîæåñòâî
ñîîòíîøåíèé C â [31] íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, îòñåè-
âàíèå ïîÿâëÿþùèõñÿ ëèøíèõ ðåøåíèé ïðåäëàãà-
åòñÿ âûïîëíÿòü ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè â óðàâ-
íåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû. Åñëè èíäóöèðîâàííàÿ
ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà è ìíîæåñòâî C ïîñòðîå-
íû, òî, êàê íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ýòî îòñåèâàíèå
îáõîäèòñÿ äîðîæå, ÷åì ó÷åò ñîîòíîøåíèé, ïîäîá-
íûõ (30). (Â [31] âñå ñòåïåííûå ðÿäû, êîòîðûå
âõîäÿò â ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, çàäàþòñÿ â óñå-
÷åííîì âèäå, ÷òî äåëàåò îòñåèâàþùóþ ïðîâåðêó-
ïîäñòàíîâêó åùå ìåíåå ïðîñòûì äåëîì.)

7.5. Ðàöèîíàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèå ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

Ðàöèîíàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèå ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì � ýòî ðåøåíèÿ, ïðèíàä-
ëåæàùèå K(x)m[log x], èõ êîìïîíåíòû çàïèñûâà-
þòñÿ êàê

k∑
s=0

gs(x) logs(x), (47)

ãäå k ∈ N è gs(x) ∈ K(x), s = 0, 1, . . . , k. Åñëè
ïîèñê ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé � ýòî ëîêàëüíàÿ çà-
äà÷à, òî åñòü çàäà÷à, ðåøàåìàÿ â íåêîòîðîé òî÷-
êå, òî ïîèñê ðàöèîíàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðå-
øåíèé � àíàëîãè÷íàÿ ãëîáàëüíàÿ çàäà÷à.
Àëãîðèòì ïîèñêà ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé, èäåÿ

êîòîðîãî îáñóæäàëàñü â ðàçäåëå 7.4, ñòðîèò íà-
÷àëüíûå îòðåçêè ðÿäîâ Ëîðàíà, îí íåñëîæíî
àäàïòèðóåòñÿ äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé âK[x]m[log x].
Äëÿ ýòîãî âìåñòî äèíàìè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ
íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ ðÿ-
äîâ ìîæíî ñðàçó âû÷èñëèòü âåðõíþþ ãðàíèöó
ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìèàëüíûõ ðå-
øåíèé è äàëåå íàéòè èìåííî òàêîå êîëè÷åñòâî
÷ëåíîâ. Êðîìå ýòîãî, îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü
âû÷èñëåíèÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé λ.
Ïðè ïîèñêå ðàöèîíàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ

ðåøåíèé êàê è ïðè îïèñàííîì â ðàçäåëå 7.1
ïîèñêå ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé, èñïîëüçóåòñÿ

ïîñòðîåíèå òàêîé ôóíêöèè F (x) ∈ K(x), ÷òî ëþ-
áîå ðàöèîíàëüíî-ëîãîðèôìè÷åñêîå ðåøåíèå y(x)
ñèñòåìû S èìååò âèä (34), ò.å. y(x) = F (x)z(x),
íî ñ z(x) ∈ K[x]m[log x]. Ïîäñòàíîâêà (34) ñâîäèò
ïîèñê ðåøåíèÿ â K(x)m[log x] ê ïîèñêó ðåøåíèÿ
â K[x]m[log x]. Â [30] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîèñêà
ðàöèîíàëüíûõ è ðàöèîíàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ
ðåøåíèé ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ îäíà è òà æå
ôóíêöèÿ F (x).

Ïðèìåð 11. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû(
x2 + x 0

0 x2 + x

)
y′ +

(
2x+ 1 x+ 1

0 2x+ 1

)
y = 0

íàõîäèì F (x) = 1
x2(x+1)

, è ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâó-
þùåå ðàöèîíàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêîå ðåøåíèå(

y1
y2

)
=

(
c1+c2 log x
x(x+1)
c2

x(x+1)

)
,

ïðè ýòîì ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå òîé æå ñèñòåìû
èìååò âèä (

y1
y2

)
=

( c1
x(x+1)

0

)
.

Íàéäåííîå ðàöèîíàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêîå ðåøå-
íèå ñîäåðæèò â ñåáå ýòî ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå
ïðè c2 = 0.

8. ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÅ ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÈ

8.1. Íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû

Åñëè äàíà íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà S, ëåâàÿ
÷àñòü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷àñòüþ (1), à
ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò âèä

b(x) = (b1(x), b2(x), . . . , bm(x))T ∈ K[x]m,

òî, äîáàâèâ ê y(x) êîìïîíåíòó ym+1 ñî çíà÷å-
íèåì 1, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü äàííóþ ñèñòåìó
â îäíîðîäíóþ ñèñòåìó S1 ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé è óðàâíåíèé, ðàâíûìm+1. Ðàçíîñòíàÿ
ñèñòåìà

Ar(x)y(x+r)+· · ·+A1(x)y(x+1)+A0(x)y(x) = b(x)

ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó S1 âèäà

Ãr(x)y(x+r)+· · ·+Ã1(x)y(x+1)+Ã0(x)y(x) = 0,
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ãäå

Ã0(x) =


−b1(x)

A0(x)
...
−bm(x)

0 . . . 0 −1

 ,

Ã1(x) =


0

A1(x)
...
0

0 . . . 0 1


è

Ãi(x) =


0

Ai(x)
...
0

0 . . . 0 0

 ,

i = 2, 3, . . . , r + 1.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïèñàòü ýòîò ïåðå-
õîä ê ñèñòåìå S1 â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå,
èñïîëüçóÿ äîáàâî÷íîå óðàâíåíèå y′m+1(x) = 0
âìåñòî ym+1(x+ 1)− ym+1(x) = 0.
Ïóñòü îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà S2 ïîëó÷åíà îòáðà-

ñûâàíèåì ïðàâûõ ÷àñòåé â óðàâíåíèÿõ èñõîä-
íîé ñèñòåìû. Åñëè óðàâíåíèÿ S2 íåçàâèñèìû íàä
K
[
x, ddx

]
, òî óðàâíåíèÿ S1 òàêæå íåçàâèñèìû.

Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé, âî ìíîãèõ çàäà÷àõ
ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíîðîäíûõ
ñèñòåì. Íàïðèìåð, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëèíîìà,
ñðåäè êîðíåé êîòîðîãî ïðèñóòñòâóþò âñå îñîáûå
òî÷êè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû S,
äîñòàòî÷íî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëèíîì äëÿ
S1. Áûâàåò è òàê, ÷òî ïðàâóþ ÷àñòü íà êàêîì-òî
ýòàïå âû÷èñëåíèé ìîæíî èãíîðèðîâàòü, � ñì.,
íàïðèìåð, ïðèìå÷àíèå 6.
Íî àëãîðèòìû EGδ è EGσ ìîæíî ïðèìåíÿòü

è íåïîñðåäñòâåííî ê íåîäíîðîäíûì ñèñòåìàì
(äëÿ EGσ ýòî ïîêàçûâàëîñü â [12]) è ïîëó÷àòü
îõâàòûâàþùèå íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû. Êîìïî-
íåíòû ñòîëáöà, ñîñòîÿùåãî èç êîìïîíåíò ïðà-
âîé ÷àñòè, â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ EGδ è EGσ
íå ïîêèäàþò ñâîèõ ìåñò (íèêîãäà íå ñäâèãàþò-
ñÿ â äðóãèå ñòîëáöû). Ýòî ïîçâîëÿåò, íàïðè-
ìåð, äîñòè÷ü îïðåäåëåííîé ýôôåêòèâíîñòè â àë-
ãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé, óïî-
ìÿíóòîé â ðàçäåëå 7.4. Ðåøåíèå g0(x) ñèñòåìû
L0(g0) = 0 ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Ìû èñïîëüçóåì g0(z) êàê ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòå-
ìû L0(g1) = −L1(g0), óïîìÿíóòûå ïðîèçâîëüíûå
ïîñòîÿííûå âõîäÿò â ýòó ïðàâóþ ÷àñòü ëèíåéíî.
Ïðèìåíÿÿ òó æå òåõíèêó, ÷òî è â ñëó÷àå ñêàëÿð-
íîãî óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðèçîâàííîé ïðàâîé ÷à-
ñòüþ (ñì., íàïðèìåð, [17]), íàõîäèì âìåñòå ñ g1(z)
ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîñòîÿííûõ, âõîäÿ-
ùèõ â g0(x) è g1(x). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ,
ìû íà êàæäîì øàãå ïîëó÷àåì g0(x), . . . , gi(x), â
êîòîðûå âõîäÿò íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå, è ëè-
íåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó äëÿ ýòèõ ïîñòî-
ÿííûõ. Çàâåðøèìîñòü ýòîãî ïðîöåññà ãàðàíòèðó-
åòñÿ, åñëè ìû íàëîæèì óñëîâèå g0(x) 6= 0, òî-
ãäà ìû îáÿçàòåëüíî äîéäåì äî k òàêîãî, ÷òî (41)
íå èìååò ëîðàíîâûõ ðåøåíèé. Âñå ýòè ñèñòåìû
èìåþò îäíó è òó æå ëåâóþ ÷àñòü. Ïîýòîìó èõ
èíäóöèðîâàííûå ðåêóððåíòíûå ñèñòåìû òàêæå
èìåþò îäíó è òó æå ëåâóþ ÷àñòü, íî èõ ïðà-
âûå ÷àñòè ðàçëè÷íû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿòü
ïðåîáðàçîâàíèÿ EGσ òîëüêî îäèí ðàç, EGσ ïðè-
ìåíÿåòñÿ ê ñèñòåìå ñ ïðàâîé ÷àñòüþ îáùåãî âè-
äà. Ýòî äàåò l-îõâàòûâàþùóþ ðåêóððåíòíóþ ñè-
ñòåìó ñ íåâûðîæäåííîé âåäóùåé ìàòðèöåé, êî-
íå÷íûì íàáîðîì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé è ïðåîá-
ðàçîâàííîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà
ýòîé ïðåîáðàçîâàííîé ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ êîìïîíåíò (âîç-
ìîæíî ñäâèíóòûõ) èñõîäíîé ïðàâîé ÷àñòè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäíó è òó æå
l-îõâàòûâàþùóþ ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó äëÿ ðå-
øåíèÿ ëþáîé ñèñòåì (41), ïîäñòàâèâ äëÿ ýòîãî
êîíêðåòíûå êîìïîíåíòû ïðàâîé ÷àñòè î÷åðåäíîé
ñèñòåìû â ïðåîáðàçîâàííóþ ïðàâóþ ÷àñòü.

8.2. EGδ è EGσ êàê ñîõðàíÿþùèå ðàíã
ïðåîáðàçîâàíèÿ

Âñþäó âûøå ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî óðàâíåíèÿ
èñõîäíîé ñèñòåìû S âèäà (1) íåçàâèñèìû íàä
K[x, ξ], èíà÷å ãîâîðÿ, ÷òî ñèñòåìà èìååò ðàíã m
(ò.å. ïîëíûé ðàíã). Åñëè ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå
âûïîëíåíî, òî àëãîðèòìû EGδ è EGσ ïîçâîëÿò
íàéòè ðàíã ñèñòåìû, òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ, êî-
òîðûå èìè âûïîëíÿþòñÿ, ñîõðàíÿþò ÷èñëî íåçà-
âèñèìûõ íàä K[x, ξ] óðàâíåíèé. Åñëè ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ýòî ÷èñëî ðàâíîm0 6 m, òî ñ ïîìîùüþ
EGδ èëè ñîîòâåòñòâåííî EGσ ìîæíî ïîñòðîèòü
ñèñòåìó S′ èç m0 íåçàâèñèìûõ íàä K[x, ξ] óðàâ-
íåíèé, òàêóþ, ÷òî åå âåäóùàÿ ìàòðèöà (ðàçìåðà
m0 × m) èìååò íàä K[x] ðàíã m0, è ïðè ýòîì
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êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû S ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû S′ ([16, ðàçä. 2], [4, ðàçä. 2.1]).

8.3. q-ðàçíîñòíûå ñèñòåìû

Ñêàæåì êîðîòêî î q-ðàçíîñòíîì ñëó÷àå. Åñëè
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñòðîÿòñÿ íà îñíî-
âå îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d

dx , à ðàçíîñò-
íûå � íà îñíîâå ñäâèãà E, òî q-ðàçíîñòíûå � íà
îñíîâå q-ñäâèãà Q:

Q(f(x)) = f(qx),

ãäå q � ëèáî íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî,
ëèáî äîïîëíèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ (íåîïðåäåëåí-
íàÿ âåëè÷èíà). Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî K =
K0(q), ãäå K0 � ïîäïîëå ïîëÿ K, è ÷òî ïðè
ýòîì q òðàíñöåíäåíòíî íàä K0. Ñîîòâåòñòâåííî
f(x) ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé (êàê
ïðàâèëî, äâóõ ïåðåìåííûõ x, q) èëè ôîðìàëü-
íûì ðÿäîì, à ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, è ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ f(qn), n ∈ Z, òîãäà x âûñòóïà-
åò êàê îáîçíà÷åíèå äëÿ qn. Â òåîðèè ÷èñåë q-
ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ, íàïðèìåð, â
òàêîì åå ðàçäåëå êàê òåîðèÿ ðàçáèåíèé (ñì. [11,
ðàçä. 8.4]), îíè âñòðå÷àþòñÿ è â êîìáèíàòîðèêå
([27]); ïîñòðîåíî q-ðåøåò÷àòîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ([8]).
Èçëîæåííîå â ðàçäåëàõ 2, 3, 5 ïåðåíîñèò-

ñÿ, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óòî÷íåíèÿìè, íà
q-ðàçíîñòíûé ñëó÷àé (ξ = Q â (1)) � ñì. [12],
[15]. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíäóöèðîâàííîé ðåêóð-
ðåíòíîé ñèñòåìû óäîáíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â áàçèñå {xn}

n∈Z, òîãäà
èíäóöèðîâàííàÿ ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà ïîëó-
÷àåòñÿ èç èñõîäíîé ïðåîáðàçîâàíèåì Q → qn,
x→ E−1n .

9. ÐÀÍÄÎÌÈÇÀÖÈß È ÝÂÐÈÑÒÈÊÈ

9.1. Îñîáûå òî÷êè äèôôåðåíöèàëüíûõ
ñèñòåì � àëãîðèòì Singsys

Â ðàçäåëå 4.1 èç ñóùåñòâîâàíèÿ l-îáúåìëþùåé
ñèñòåìû âûâåäåíà êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê,
â êîòîðûõ àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîé ñèñòåìû ìîãóò èìåòü îñîáåííîñòè. Àë-
ãîðèòì Singsys (îò àíãëèéñêîãî Singularities of
solutions of linear ordinary di�erential systems1) ïî

1Ñèíãóëÿðíîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì.

çàäàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìå S íàõîäèò
ïîëèíîì d(x) ∈ K[x]\{0} òàêîé, ÷òî åñëè S èìå-
åò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñ îñîáåííîñòüþ ïðîèç-
âîëüíîãî òèïà â íåêîòîðîé òî÷êå α ∈ K̄, òî âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî d(α) = 0. Àëãîðèòì ñîñòîèò
â ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà EGδ ê çàäàííîé ñèñòåìå
è â ïîñëåäóþùåì íàõîæäåíèè îïðåäåëèòåëÿ âå-
äóùåé ìàòðèöû ïîëó÷èâøåéñÿ l-îõâàòûâàþùåé
ñèñòåìû. Íàéäåííûé ïîëèíîì îñâîáîæäàåòñÿ îò
êâàäðàòîâ.

9.2. Ðàíäîìèçàöèÿ EGδ è Singsys

Â ðàáîòó àëãîðèòìîâ EGδ è Singsys ìîæíî âíå-
ñòè ýëåìåíòû ñëó÷àéíîñòè. Ïóñòü 0 < p 6 1. Áó-
äåì âûïîëíÿòü äèôôåðåíöèàëüíûé ñäâèã â òîì
âèäå, êàê îí îïèñàí â ðàçäåëå 2.2, ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ p, è áóäåì âûïîëíÿòü äèôôåðåíöèðîâàíèå
áåç äåëåíèÿ íà ïîñëåäíèé íåíóëåâîé êîýôôèöè-
åíò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− p. Íàçîâåì ýòî p-ñäâèãîì
(åñëè p = 1, òî p-ñäâèã � ýòî äèôôåðåíöèàëüíûé
ñäâèã).
Ñ êàæäûì øàãîì �ðåäóêöèÿ + p-ñäâèã� ñóì-

ìàðíàÿ äëèíà âñåõ óðàâíåíèé óìåíüøàåòñÿ íà
âåëè÷èíó, ñðåäíåå êîòîðîé íå ìåíüøå p. Òàê êàê
p > 0, ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ çàâåðøåíèÿ ïðå-
îáðàçîâàíèé, îñíîâàííûõ íà øàãàõ �ðåäóêöèÿ +
p-ñäâèã�, áóäåò êîíå÷íûì. Ìû ïîëó÷àåì ðàíäî-
ìèçèðîâàííûé âàðèàíò àëãîðèòìà EGδ.
Äàëåå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ñõå-

ìó äëÿ Singsys: ïåðâûé ðàç ïðèìåíÿåì àëãîðèòì
EGδ òàê, êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 2.2. Çàòåì, íå ìå-
íÿÿ âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ p, íåñêîëüêî ðàç ïðè-
ìåíÿåì ðàíäîìèçèðîâàííóþ âåðñèþ EGδ. Êàæ-
äîå òàêîå ïðèìåíåíèå ìîæåò äàâàòü íîâóþ âå-
äóùóþ ìàòðèöó è íîâûé ïîëèíîì. Íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü ïîëó÷åííûõ ïîëèíîìîâ áóäåò,
âîçìîæíî, èìåòü ìåíüøóþ ñòåïåíü. Çàâåðøàåì
ïðîöåññ, êîãäà î÷åðåäíîå ïðèìåíåíèå íå ïðèâå-
ëî ê óìåíüøåíèþ ñòåïåíè ðåçóëüòàòà, èëè êîãäà
ðåçóëüòàò � ïîëèíîì íóëåâîé ñòåïåíè. Ýòî äàåò
ðàíäîìèçèðîâàííûé âàðèàíò àëãîðèòìà Singsys.

Ïðèìåð 12. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó(
x 0

x(x− 2) 0

)
y′′ +

(
0 0

−x+ 1 0

)
y′+

+

(
0 x− 2
0 −5x+ 6

)
y = 0.
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Ïðèìåíåíèâ EGδ, ïîëó÷àåì(
x(x+ 2)(x− 2) −x(x+ 2)3(x− 2)

x+ 2 0

)
y′′+

+

(
−x2 − 4 8(x+ 2)2

−1 (x+ 2)2

)
y′+

+

(
0 0
0 0

)
y = 0.

Ïîëèíîì d1(x) = x(x + 2)(x − 2) ÿâëÿåòñÿ ðå-
çóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà Singsys. Ïðèìåíå-
íèå ðàíäîìèçèðîâàííîãî âàðèàíòà EGδ ñ p = 1

2
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü åùå è äðóãèå ñèñòåìû, â
÷àñòíîñòè(

x 0
−x −x(x+ 2)(x− 1)

)
y′′+

+

(
0 0
−1 −2(x+ 2)(2x− 1)

)
y′+

+

(
0 x− 2
0 −2x− 4

)
y = 0. (48)

Òîãäà ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ðàíäîìèçèðîâàííî-
ãî âàðèàíòà àëãîðèòìà Singsys áóäåò ïîëèíîì
d(x) = x(x + 2), ðàâíûé íàèáîëüøåìó îáùåìó
äåëèòåëþ ïîëèíîìà d1(x) è ïîëèíîìà d2(x) =
x(x+2)(x−1), ñîîòâåòñòâóþùåãî (48), ïîñêîëüêó
äðóãèå ïðåîáðàçîâàííûå ñèñòåìû, ïîëó÷àåìûå
ðàíäîìèçèðîâàííûì âàðèàíòîì EGδ óæå íå ïðè-
âîäÿò ê ïîíèæåíèþ ñòåïåíè âûÿâëÿþùåãî ïîëè-
íîìà (ýòèì ïðåîáðàçîâàííûì ñèñòåìàì ñîîòâåò-
ñòâóþò ïîëèíîìû d3(x) = x(x + 2)(x − 1)(x2 +
4x − 2) è d4(x) = x(x + 2), ïðè÷åì d4(x) â äàí-
íîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ èòîãîâûì ðåçóëüòàòîì
ðàáîòû ðàíäîìèçèðîâàííîãî âàðèàíòà àëãîðèò-
ìà Singsys).

9.3. Ýâðèñòèêà íà øàãå ðåäóêöèè

Ïîðÿäîê âûáîðà ñòðîê â ðàññìîòðåííîé â ðàçäå-
ëå 2.4 ìàòðèöå ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé V ïðîèç-
âîëåí, ïîýòîìó âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ýâðèñòè÷å-
ñêèå ñòðàòåãèè òàêîãî âûáîðà íà êàæäîì øàãå
ðåäóêöèè. Â ïðåäñòàâëåííîé â ðàçäåëå 11 ðåàëè-
çàöèè ìû ïðèìåíÿåì ýâðèñòèêó, íàöåëåííóþ íà
óìåíüøåíèå ÷èñëà èñêëþ÷åíèé, êîòîðûå äîëæ-
íû ïðîâîäèòüñÿ â ñèñòåìå:

1. Èç åùå íåèñïîëüçîâàííûõ ñòðîê ìàòðèöû
V âûáèðàåòñÿ ñòðîêà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé

áóäåò ïðîâîäèòüñÿ èñêëþ÷åíèå â óðàâíåíèè
âîçìîæíî áîëüøåé äëèíû.

2. Åñëè òàêèõ ñòðîê áîëüøå îäíîé, òî èç íèõ
âûáèðàåòñÿ ñòðîêà ñ íàèìåíüøèì êîëè÷å-
ñòâîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Ýòà ýâðèñòèêà ïîìîãàåò çàìåäëèòü ðîñò ñòå-
ïåíåé êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû ïðè ïðèìåíåíèè
EGδ è EGσ.

10. ÄÐÓÃÈÅ ÏÎÄÕÎÄÛ

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïîäõîäû ê ïðîáëåìå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ çàäàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé èëè ðàç-
íîñòíîé ñèñòåìû äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùåãî íà-
õîæäåíèÿ ðåøåíèé òîãî èëè èíîãî âèäà. Òàêèå
ïîäõîäû ïðåäëàãàëèñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Ì.
Áàðêàòó, Ò. Êëþçî, Ý. Ïôëþãåëÿ, Ê. Ýëü Áàøè,
Ô. Ñòàí ([28], [29], [30], [31], [32], [33]). Âîïðîñû
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåì ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå
Á. Áåêêåðìàíîì, Ã. Ëàáàíîì è Õ. ×åíãîì ([34],
[35]).
Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ìîãóò ïðîÿâëÿòü ñâîè ïðå-

èìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìî-
ñòè îò êîíêðåòíîé ñèñòåìû. Ïîëüçîâàòåëü ìîæåò
ïðèìåíÿòü îñíîâàííûå íà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäàõ
àëãîðèòìû, ÷òî óâåëè÷èâàåò øàíñ ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå â äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ � èíîãäà
îäíèì, èíîãäà äðóãèì ïîäõîäîì.

11. ÏÀÊÅÒÛ LinearFunctionalSystems È EG

Ïðåäñòàâëåííûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â ñè-
ñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple ([49]).
Â åå ñòàíäàðòíóþ âåðñèþ âõîäèò ïàêåò
LinearFunctionalSystems, â êîòîðîì ñîäåð-
æàòñÿ ðàííèå ðåàëèçàöèè ìíîãèõ èç îïèñàííûõ
àëãîðèòìîâ, íàïðèìåð, àëãîðèòìà EGσ è
àëãîðèòìîâ ïîèñêà ðàçëè÷íûõ âèäîâ ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ, ðàçíîñòíûõ è q-ðàçíîñòíûõ
ñèñòåì. Ýòè àëãîðèòìû îñíîâàíû íà ïîñòðî-
åíèè èíäóöèðîâàííûõ ðåêóððåíòíûõ ñèñòåì
è ñîîòâåòñòâóþùèõ îõâàòûâàþùèõ ñèñòåì ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà EGσ (êîãäà âûïîëíÿëàñü
ðåàëèçàöèÿ, ýòîò àëãîðèòì íàçûâàëñÿ EG′).
Â ÷àñòíîñòè, ïîëüçîâàòåëþ Maple äîñòóïíû
ñëåäóþùèå ïðîöåäóðû:

• Íà÷èíàÿ ñ âåðñèè Maple 7:
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SeriesSolution: íàõîäèò ðåøåíèå â âè-
äå ðÿäà (íà÷àëüíûå ÷ëåíû),

ExtendSeries: ïðîäëåâàåò ðåøå-
íèå â âèäå ðÿäà, íà÷àëüíûå ÷ëåíû
êîòîðîãî âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ
SeriesSolution,

PolynomialSolution: íàõîäèò ïîëèíî-
ìèàëüíîå ðåøåíèå,

RationalSolution: íàõîäèò ðàöèîíàëü-
íîå ðåøåíèå,

UniversalDenominator: íàõîäèò óíè-
âåðñàëüíûé çíàìåíàòåëü.

• Íà÷èíàÿ ñ âåðñèè Maple 10:

RegularSolution: íàõîäèò ðåãóëÿðíîå
ðåøåíèå (íà÷àëüíûå ÷ëåíû),

ExtendRegularSolution: ïðîäëåâà-
åò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, íà÷àëüíûå
÷ëåíû êîòîðîãî íàéäåíû ñ ïîìîùüþ
RegularSolution,

LogarithmicSolution: íàõîäèò ëîãà-
ðèôìè÷åñêîå ðåøåíèå.

Óòî÷íèì, ÷òî íàéòè ðåøåíèå êàêîãî-òî âèäà (íà-
ïðèìåð, ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå) çäåñü îçíà÷à-
åò íàéòè îáùåå ðåøåíèå ýòîãî âèäà, êîòîðîå ìî-
æåò ñîäåðæàòü ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå (ðåàëèçàöèÿ íîâûõ àë-

ãîðèòìîâ, óñîâåðøåíñòâîâàíèå ðàíåå âûïîëíåí-
íûõ ðåàëèçàöèé) íàìè âåäåòñÿ â ðàìêàõ íîâîãî
ïàêåòà EG. Åãî êîä è ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ äî-
ñòóïíû ïî àäðåñó:

http://www.ccas.ru/ca/doku.php/eg .

Ýòîò ïàêåò âêëþ÷àåò ðåàëèçàöèþ íå âõîäèâøèõ
â LinearFunctionalSystems àëãîðèòìîâ EGδ è
Singsys, à òàêæå àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ íèæ-
íèõ ãðàíèö âàëþàöèé êîìïîíåíò ìåðîìîðôíûõ
ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ ñèñòåì, à òàêæå ïîèñêà
ðàöèîíàëüíûõ è ðàöèîíàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ïðîèçâîëü-
íûõ ïîðÿäêîâ.

11.1. Ýêñïåðèìåíòû

Ðàáîòîñïîñîáíîñòü àëãîðèòìîâ EGσ è EGδ,
à òàêæå îñíîâàííûõ íà íèõ àëãîðèòìîâ ïîèñ-
êà ðàçëè÷íûõ âèäîâ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ, ðàçíîñòíûõ è q-ðàçíîñòíûõ ñèñòåì, áûëà

ïîäòâåðæäåíà öåëûì ðÿäîì ýêñïåðèìåíòîâ ([18],
[19], [22], [24]), âêëþ÷àâøèõ ñðàâíåíèå ñ èçâåñò-
íûìè àëüòåðíàòèâíûìè ïðîãðàììàìè. Ýòè ýêñ-
ïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íàøè àëãîðèòìû
ìîãóò ðàáîòàòü ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè ñèñòåìà-
ìè.

Òàáëèöà 1

30% 50%
5 3.189 3.578
10 6.468 4.361
20 13.516 11.955
40 29.642 31.875
100 187.375 255.063
250 3305.172 5358.843
500 39183.048 82052.204

Êàê ïðèìåð óïîìÿíåì äâå ñåðèè ýêñïå-
ðèìåíòîâ äëÿ àëãîðèòìà Singsys. Äëÿ êàæ-
äîé ñåðèè áûëè ñãåíåðèðîâàíû ñåìü íàáî-
ðîâ ïî äåñÿòü äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì
â êàæäîì; äëÿ êàæäîãî íàáîðà m = 10 è
r = 5, 10, 20, 40, 100, 250, 500. Êîýôôèöèåíòû
âñåõ ñèñòåì áûëè ñëó÷àéíûìè ïîëèíîìàìè
(èñïîëüçîâàëàñü ñòàíäàðòíàÿ êîìàíäà Maple
randpoly(x), òî åñòü êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ
âûáèðàëèñü èç äèàïàçîíà [−99, 99], à èõ ñòåïåíè
íå ïðåâûøàëè 5); ñèñòåìû ãåíåðèðîâàëèñü òàê,
÷òî ÷èñëî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ñîñòàâëÿëî
30% â ïåðâîé ñåðèè, è 50% � âî âòîðîé. Ðåçóëü-
òàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå
1. Êàæäàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò îáùåå âðåìÿ (â
ñåêóíäàõ), çàòðà÷åííîå íà ïîñòðîåíèå ðåçóëüòè-
ðóþùèõ ïîëèíîìîâ (âêëþ÷àÿ âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
EGδ) äëÿ âñåõ ñèñòåì â ñîîòâåòñòâóþùåì íàáîðå
ñåðèè.
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