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Àííîòàöèÿ

Îáñóæäàåòñÿ àëãîðèòì îáðàùåíèÿ ìàòðèö, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ñëó-

æàò ñêàëÿðíûå ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû íàä íåêîòîðûì ðàçíîñò-

íûì ïîëåì K. Àëãîðèòì èìååò ìåíüøóþ ñëîæíîñòü â ñðàâíåíèè ñ èçâåñò-

íûìè àëãîðèòìàìè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îòëè÷èÿ îáñóæäàåìîãî àëãîðèòìà

îò åãî äèôôåðåíöèàëüíîãî àíàëîãà.

1 Ââåäåíèå

Äëÿ ìàòðèö íàä íåêîòîðûì ïîëåì èëè êîëüöîì ïðîâåðêà îáðàòèìîñòè è
ôàêòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû òîãäà, êîãäà îíà ñóùåñòâóåò, ÿâëÿ-
þòñÿ èçâåñòíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè çàäà÷àìè, êîòîðûå íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïðèìåíèòåëüíî ê îïåðàòîðíûì ìàòðèöàì. Â äàííîì ñëó÷àå ýëåìåíòàìè ìàòðèö
ñëóæàò ñêàëÿðíûå ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû íàä ðàçíîñòíûì ïîëåì �
íåêîòîðûì ïîëåì K ñ àâòîìîðôèçìîì (ñäâèãîì) σ; ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïîëå K
èìååò õàðàêòåðèñòèêó 0. Îáñóæäàþòñÿ íîâûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ íàçâàííûõ
çàäà÷. Îãîâîðèìñÿ, ÷òî ýòè çàäà÷è ìîãóò ðåøàòüñÿ èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè,
ïðåäíàçíà÷åííûìè äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå îáùèõ çàäà÷, è îá ýòîì åùå áóäåò ñêà-
çàíî íèæå. Íî îáñóæäàåìûå íîâûå àëãîðèòìû èìåþò ìåíüøóþ ñëîæíîñòü. Â
îáîçðèìîì áóäóùåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ýòè àëãîðèòìû îïóáëèêîâàòü, â íàñòîÿùåé
æå ðàñøèðåííîé àííîòàöèè ìû òîëüêî ïðèâîäèì îöåíêè èõ ñëîæíîñòè.

Îáû÷íî â ñëó÷àÿõ îïåðàòîðíûõ ìàòðèö âìåñòî �îáðàòèìàÿ ìàòðèöà� óïî-
òðåáëÿåòñÿ òåðìèí óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà. Ìû òàêæå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
ýòèì òåðìèíîì.

Àëãîðèòìû ïðîâåðêè óíèìîäóëÿðíîñòè è ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà K ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ïîëåì õà-
ðàêòåðèñòèêè 0 ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ∂ è êîãäà ýëåìåíòû ìàòðèö ñóòü ñêà-
ëÿðíûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû íàä K, ðàññìàòðèâàëèñü àâòîðîì â [1]. Êàê äèô-
ôåðåíöèàëüíûå, òàê è îáñóæäàåìûå íèæå ðàçíîñòíûå àëãîðèòìû îñíîâàíû íà
ðàññìîòðåíèè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé VL ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé, êîìïîíåíòû ðåøåíèé ïðèíàäëåæàò ðàñøèðåíèþ Ïèêàðà-Âåññèî
([2, 3, 4]) ïîëÿK äëÿ L. Îïåðàòîðíàÿ ìàòðèöà L ïîëíîãî ðàíãà (ñòðîêè L íåçàâè-
ñèìû íàä êîëüöîì ñêàëÿðíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ) ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé
åñëè è òîëüêî åñëè dimVL = 0, ò.å. ñàìî ïðîñòðàíñòâî VL ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ([5]).

∗×àñòè÷íàÿ ïîääåðæêà ÐÔÔÈ, ãðàíò 16-01-00174-a.
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2 Îòëè÷èå îò äèôôåðåíöèàëüíîãî ñëó÷àÿ

Ðàññìàòðèâàåìûé çäåñü ðàçíîñòíûé ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò ðàçîáðàííîãî â [1]
äèôôåðåíöèàëüíîãî äîâîëüíî ñóùåñòâåííî.

1. Ïðîñòàÿ çàìåíà ∂ íà σ â àëãîðèòìàõ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñëó÷àÿ íå
ïðèâîäèò ê àëãîðèòìàì äëÿ ðàçíîñòíîãî ñëó÷àÿ, çäåñü òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëü-
íûå óõèùðåíèÿ. Óæå ãîâîðèëîñü, ÷òî îñíîâîé àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå
çíà÷åíèÿ dimVL. Ñèòóàöèÿ òàêîâà, ÷òî ñèñòåìà σy = Ay, ãäå A � ýòî n × n-
ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè èç K, èìååò ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ðàçìåðíîñòè n åñëè
è òîëüêî åñëè ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà, à â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå y′ = Ay
ýòà íåâûðîæäåííîñòü íå òðåáóåòñÿ. Îäíàêî ýòî âû÷èñëåíèå ðàçìåðíîñòè è â
ðàçíîñòíîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû L àëãî-
ðèòìè÷åñêè ([5]).

2. Â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå âîçìîæíî ðàçäåëüíîå ðàññìîòðåíèå ñëîæíîñòåé ïî
÷èñëó àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è ïî ÷èñëó ñäâèãîâ, ïîäîáíî àëãîðèòìàì ñîð-
òèðîâêè, äëÿ êîòîðûõ ðàçäåëüíî ðàññìàòðèâàþò ñëîæíîñòè ïî ÷èñëó ñðàâíåíèé
è ïî ÷èñëó ïåðåìåùåíèé ýëåìåíòîâ. Â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå ýòî ðàçäåëü-
íîå ðàññìîòðåíèå äâóõ ñëîæíîñòåé íåâîçìîæíî, òàê êàê ïðèìåíåíèå ∂ ñëåâà ê
ñêàëÿðíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ñëîæåíèé
(ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå â
âèäå ïîëèíîìîâ îò ∂): íàïðèìåð, ∂(a∂+ b) = a∂2+(a′+ b)∂+ b′. Èãíîðèðîâàíèå
îïåðàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê íåïðàâèëüíûì îöåíêàì ÷èñëà
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ àâòîìîðôèç-
ìîì σ, ÷òî îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ðàçäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ ñëîæíîñòåé.

3. Ïóñòü ðàçíîñòíîå ïîëå K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò x è
ïðèìåíåíèå σ ê ïðîèçâîëüíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé
x+ 1 âìåñòî x ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì ðåçóëüòàòà ê êàíîíè÷åñêîé çàïèñè
(äëÿ σ−1 ïîäñòàâëÿåòñÿ x− 1). Òîãäà åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ñäâèã σ èìååò òó
æå ñëîæíîñòü, ÷òî è σk ïðè ëþáîì öåëîì k. Ïðèíÿòèå ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ìî-
æåò ïîâëèÿòü íà ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïî ÷èñëó ñäâèãîâ. Â äèôôåðåíöèàëüíîì
ñëó÷àå îòîæäåñòâëåíèå ñëîæíîñòåé ∂ è ∂k áûëî áû áåçîñíîâàòåëüíûì.

3 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Êîëüöî K[σ, σ−1] � ýòî êîëüöî ñêàëÿðíûõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ íàä ðàç-
íîñòíûì ïîëåì K ñ ïåðåñòàíîâî÷íûì ïðàâèëîì aσr · bσs = a(σrb)σr+s. Êîëüöî
n× n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè â íåêîòîðîì êîëüöå R îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Matn(R).
Ñîîòâåòñòâåííî Matn(K[σ, σ−1]) åñòü êîëüöî îïåðàòîðíûõ n × n-ìàòðèö. Ïóñòü
L ∈ Matn(K[σ, σ−1]), òîãäà L ìîæíî çàïèñàòü â ðàçâåðíóòîì âèäå L = Alσ

l +
Al−1σ

l−1 + · · · + Atσ
t, ãäå Al, Al−1, . . . , At ∈ Matn(K), ïðè ýòîì ìàòðèöû Al, At

íåíóëåâûå. Â ýòîì ñëó÷àå ordL = l − t íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì îïåðàòîðíîé ìàò-
ðèöû L.

3.1 Ïðîèçâîëüíîå ðàçíîñòíîå ïîëå K

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî n è d � öåëûå ÷èñëà, n > 0, d > 0, ïðè ýòîì èñõîäíàÿ
îïåðàòîðíàÿ ìàòðèöà L òàêîâà, ÷òî

L ∈ Matn(K[σ, σ−1]), ordL = d. (1)
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Àëãîðèòìàì ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòðè÷íûõ çàäà÷ ñîïîñòàâëÿþòñÿ
äâå ñëîæíîñòè, ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè îò n è d:

• àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü, ò.å. ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ïîëå
K â õóäøåì ñëó÷àå äëÿ çàäàííûõ n, d,

• ñäâèãîâàÿ ñëîæíîñòü, ò.å. ÷èñëî ïðèìåíåíèé îïåðàöèé σ, σ−1 ê ýëåìåíòàì
ïîëÿ K â õóäøåì ñëó÷àå äëÿ çàäàííûõ n, d.

Â ñâÿçè ñ ïîíÿòèåì ñäâèãîâîé ñëîæíîñòè ïîÿñíèì, ÷òî âû÷èñëåíèå σka äëÿ
k ∈ Z, a ∈ K ïî ïðåäïîëîæåíèþ òðåáóåò |k| ïðèìåíåíèé îïåðàöèè ñäâèãà.

Òåîðåìà 1. (i) Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè îáðàòèìîñòè ïðîèçâîëüíîé
îïåðàòîðíîé ìàòðèöû L, äëÿ àðèôìåòè÷åñêîé è ñäâèãîâîé ñëîæíîñòåé êî-
òîðîãî ñïðàâåäëèâû ñîîòâåòñòâåííî îöåíêè O(n3d2) è O(n2d2). Ðåçóëüòàòîì
ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ �äà� (ìàòðèöà îáðàòèìà) èëè �íåò� (ìàò-
ðèöà íåîáðàòèìà).

(ii) Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè îáðàòèìîñòè ïðîèçâîëüíîé îïåðàòîð-
íîé ìàòðèöû L è ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû â ñëó÷àå åå ñóùåñòâîâàíèÿ,
äëÿ àðèôìåòè÷åñêîé è ñäâèãîâîé ñëîæíîñòåé êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ñîîòâåò-
ñòâåííî îöåíêè O(n4d2) è O(n4d3). Ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ÿâëÿ-
åòñÿ L−1 èëè ñîîáùåíèå î òîì, ÷òî ìàòðèöà L íå ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé.

3.2 Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé â ðîëè K

Ïóñòü ýëåìåíòû ïîëÿ K ïðåäñòàâëåíû âûðàæåíèÿìè, â êîòîðûå âõîäèò ïå-
ðåìåííàÿ x, à ñäâèã σ åñòü çàìåíà x íà x+1 ñ âîçìîæíûì ïîñëåäóþùèì óïðîùå-
íèåì âûðàæåíèÿ; íàïðèìåð, K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Òîãäà
çàòðàòû íà ïðèìåíåíèå σ è σk, k ∈ Z, ìîæíî ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè. Ýòî ìåíÿ-
åò ïðåäñòàâëåíèå î ñäâèãîâîé ñëîæíîñòè. Õîòÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïî-ïðåæíåìó
ñäâèãîâàÿ ñëîæíîñòü äëÿ çàäàííûõ n è d � ýòî çàòðàòû íà âûïîëíåíèå ñäâèãîâ
â õóäøåì äëÿ ýòèõ n è d ñëó÷àå. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàòðàòû òåïåðü îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïî-äðóãîìó: â ðàçäåëå 3.1 ìû ñ÷èòàëè, ÷òî ïðè k ∈ Z, a ∈ K ñäâèãîâûå
çàòðàòû íà âû÷èñëåíèå σka ðàâíû |k|, à òåïåðü ìû èõ ñ÷èòàåì ðàâíûìè 1. Â
ñëåäóþùåé òåîðåìå ñäâèãîâàÿ ñëîæíîñòü ïîíèìàåòñÿ èìåííî â ýòîì ñìûñëå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü K = K(x), ãäå K � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0 è x � ïåðåìåí-
íàÿ. Ïóñòü σR(x) = R(x + 1) äëÿ ëþáîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè R(x) ∈ K(x).
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé àëãîðèòì ïðîâåðêè óíèìîäóëÿðíîñòè ïðîèçâîëüíîé
îïåðàòîðíîé ðàçíîñòíîé ìàòðèöû è ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû â ñëó÷àå
åå ñóùåñòâîâàíèÿ, ÷òî äëÿ åãî êàê àðèôìåòè÷åñêîé, òàê è ñäâèãîâîé ñëîæ-
íîñòè ñïðàâåäëèâà îöåíêà O(n4d2).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ q-ðàçíîñòíîãî ñëó÷àÿ ([6, 7]).
Â íàèáîëåå ïðîñòîì åãî âàðèàíòå K = K(q, x), ãäå q � åùå îäíà ïåðåìåííàÿ è
àâòîìîðôèçì σ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì x → qx.

Äëÿ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà ïðîâåðêè óíèìîäóëÿðíîñòè ñ óêàçàííûìè
â òåîðåìå 1(i) îöåíêàìè àðèôìåòè÷åñêîé è ñäâèãîâîé ñëîæíîñòåé ñäåëàííîå
ïðåäïîëîæåíèå îá ýêâèâàëåíòíîñòè çàòðàò íà ïðèìåíåíèå σ è σk íå èìååò ñó-
ùåñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è îöåíêè ñîõðàíÿþòñÿ ïðåæíèìè.

Åñëè ïðèìåíåíèå σk ê êàêîìó-òî a ∈ K ïîòðåáîâàëî íàõîæäåíèÿ σa, . . . , σka,
òî ýòè çíà÷åíèÿ ìîæíî çàïîìíèòü äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ. Â òî æå
âðåìÿ òàêîå âû÷èñëåíèå σka, êàê ìû îáñóæäàåì çäåñü, íå äàñò íàì σa, . . . , σk−1a,
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è åñëè íàì â äàëüíåéøåì ïîíàäîáèòñÿ, íàïðèìåð, σk−1a, òî ïîòðåáóåòñÿ åãî
âû÷èñëåíèå. Ïîýòîìó ñëîæíîñòü êàêîãî-ëèáî àëãîðèòìà ïðè îáñóæäàåìîì çäåñü
âçãëÿäå íà ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì σk çàòðàòû íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ìåíüøå,
÷åì ïðè òðàêòîâêå ñäâèãîâîé ñëîæíîñòè â ðàçäåëå 3.1.

4 Äðóãèå ïîäõîäû

Ñâÿçàííûå ñ ïðîâåðêîé óíèìîäóëÿðíîñòè è ïîñòðîåíèåì îáðàòíîé ìàòðè-
öû çàäà÷è ìîãóò ðåøàòüñÿ ðàçíûìè àëãîðèòìàìè. Íàïðèìåð, ìîãóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ôîðì Äæåêîáñîíà è Ýðìèòà çàäàííîé îïåðàòîð-
íîé ìàòðèöû; îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôîðì ìîæíî íàéòè â [9, 10]. Â [9] ñëîæíîñòü
ïðåäëîæåííîãî òàì àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ôîðìû Äæåêîáñîíà ðàññìîòðåíà êàê
ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ, è äâå èç íèõ � ýòî íàøè n, d (â [9] ïðèâëåêàëèñü
äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ). Çíà÷åíèå òðåòüåé ïåðåìåííîé â õóäøåì ñëó÷àå ðàâíî nd, è
äëÿ ñëîæíîñòè êàê ôóíêöèè ïåðåìåííûõ n, d ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó Θ(n9d9).
Ôîðìîé Ýðìèòà óíèìîäîëÿðíîé ìàòðèöû ñëóæèò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, è â ýòîì
ñëó÷àå ìàòðèöà U ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé äëÿ èñõîäíîé ìàòðèöû.
Ïðèâåäåííàÿ â [10, Thm 5.5] îöåíêà ñëîæíîñòè èìååò â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ
âèä O(n7d3 log(nd)). Ïîõîæå, ÷òî ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. (Êîíå÷íî,
àëãîðèòìû èç [9, 10] ðåøàþò áîëåå îáùèå çàäà÷è, è îáñóæäàâøèåñÿ âûøå àëãî-
ðèòìû èìåþò íåêîòîðûå ïðåèìóùåñòâà òîëüêî äëÿ ïðîâåðêè óíèìîäóëðíîñòè
è ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé îïåðàòîðíîé ìàòðèöû.) Â [9, 10] àëãîðèòìû îïèñàíû íà
ÿçûêå êîëåö íåêîììóòàòèâíûõ ïîëèíîìîâ Îðå ([11]), ÷òî äåëàåò ýòè àëãîðèòìû
ïðèìåíèìûìè â äèôôåðåíöèàëüíîì è ðàçíîñòíîì ñëó÷àÿõ.

Íåëèøíå çàìåòèòü, ÷òî ìû îáñóæäàåì àëãîðèòìû ñî ñëîæíîñòíîé òî÷êè
çðåíèÿ. Àëãîðèòì, êîòîðûé âûãëÿäèò ëó÷øèì â ýòîì ñìûñëå, íå îáÿçàòåëüíî
îêàæåòñÿ ëó÷øèì â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå.

5 Îòêðûòûå âîïðîñû, ãèïîòåçû

Íåÿñíî, ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì ïðîâåðêè óíèìîäóëÿðíîñòè ñî ñëîæíîñòüþ,
äîïóñêàþùåé îöåíêó O(nαdβ), ãäå α, β ñóòü âåùåñòâåííûå ÷èñëà è α < 3. Äëÿ
ìàòðèö, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûå êîììóòàòèâíûå ïîëèíîìû èç
K[x], èçâåñòåí îïóáëèêîâàííûé â [12] àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ìàòðè-
öû ñî ñëîæíîñòüþ O(n3ρ), ãäå ρ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ ýëåìåíòîâ
äàííûõ ìàòðèö (ñòðîãî ãîâîðÿ, àëãîðèòì èç [12] ïðåäíàçíà÷åí äëÿ îáðàùåíèÿ
òîëüêî ìàòðèö �îáùåãî ïîëîæåíèÿ�). Íåÿñíî òàêæå, ñâîäèòñÿ ëè çàäà÷à ïîñòðî-
åíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ê çàäà÷å óìíîæåíèÿ ìàòðèö, àíàëîãè÷íî ñâîäèìîñòè
â ñëó÷àå, êîãäà ýëåìåíòû ìàòðèö ïðèíàäëåæàò ïîëþ ([13, Sect. 16.4], [14, ãë.
6]). Ñâîäèìîñòü çäåñü ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
óìíîæåíèÿ îïåðàòîðíûõ ìàòðèö ñî ñëîæíîñòüþ (àðèôìåòè÷åñêîé èëè ñäâè-
ãîâîé) T (n, d), òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì îáðàùåíèÿ ñî ñëîæíîñòüþ O(T (n, d)).
Ïðåäïîëîæåíèå îá ýòîé ñâîäèìîñòè âûçûâàåò ñîìíåíèÿ, íî ïðè ýòîì ñâîäèìîñòü
â äðóãóþ ñòîðîíó äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê äëÿ ìàòðèö íàä ïîëåì.

Âîçâðàùàÿñü ê ìàòðèöàì ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ýëåìåíòàìè, çàìåòèì, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö ñî ñëîæíîñòüþ O(nωρ f(log n log ρ)), ãäå
ω - ïîêàçàòåëü ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, 2 < ω 6 3, f � íåêîòîðûé ïîëèíîì
([15]). Îäíàêî àëãîðèòì ñ òàêîé ñëîæíîñòüþ äëÿ îáðàùåíèÿ ìàòðèö, ñêîðåå
âñåãî, íå ñóùåñòâóþò, è ïîõîæå, ÷òî, âñå-òàêè, çàäà÷à îáðàùåíèÿ ìàòðèö íå
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ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å óìíîæåíèÿ ìàòðèö íè â ïîëèíîìèàëüíîì, íè â îïåðàòîðíîì
ñëó÷àå.

Íî ñêàçàííîå � ýòî íå áîëåå, ÷åì ïðåäïîëîæåíèå. Àâòîð íå ðàñïîëàãàåò
ñâåäåíèÿìè îá àëãîðèòìàõ, êîòîðûå áû ðåøàëè, íàïðèìåð, çàäà÷ó ïðîâåðêè
óíèìîäóëÿðíîñòè ñ ìåíüøåé, ÷åì óêàçàíà â òåîðåìå 1(i), ñëîæíîñòüþ. Ïîèñê â
ëèòåðàòóðå íå äàë ïîëîæèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà, íî, êîíå÷íî, ýòî íå èñêëþ÷àåò
ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî àëãîðèòìà. Âîçìîæíî, íàïðèìåð, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíè-
åì èäåé, íà êîòîðûõ ïîñòðîåíû àëãîðèòìû áûñòðîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ
íàä ïîëåì ([16, 17, 18]), è èäåé àëãîðèòìîâ áûñòðîãî óìíîæåíèÿ ñêàëÿðíûõ
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ([19, 8, 20]), ìîæíî ïðåäëîæèòü àëãîðèòì äëÿ áûñòðîãî
óìíîæåíèÿ îïåðàòîðíûõ ìàòðèö, à çàòåì ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì
äëÿ ïðîâåðêè óíèìîäóëÿðíîñòè.

Ìíîãèå íåäàâíèå ðàáîòû íàïðàâëåíû íà âûÿñíåíèå ðîñòà ðàçìåðà ïðèíàäëå-
æàùèõ K êîýôôèöèåíòîâ, êîãäà, íàïðèìåð, K = Q(x) (ñì. [21], [10] è ò.ä.). Áûëî
áû èíòåðåñíî èññëåäîâàòü áèòîâóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè óíèìîäó-
ëÿðíîñòè. Äðóãîé ïóòü � ðàññìàòðèâàòü ñëîæíîñòü êàê ôóíêöèþ òðåõ ïåðåìåí-
íûõ: n, d è ρ, ãäå ρ òàêîâî, ÷òî âñå ïîëèíîìû, ó÷àñòâóþùèå â L êàê ÷èñëèòåëè
è çíàìåíàòåëè êîýôôèöèåíòîâ ýëåìåíòîâ, èìåþò ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùèå ρ.
Ñëîæíîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì îïåðàöèé â ïîëå Q â õóäøåì ñëó÷àå.
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