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Èçâåñòíî, ÷òî åñëè âåäóùàÿ ìàòðèöà ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû íåâûðîæäåíà, òî åå
îïðåäåëèòåëü íåñåò ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ î ðåøåíèÿõ ñèñòåìû. Ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ è
ôðîíòàëüíàÿ ìàòðèöà. Íî êàæäàÿ èç ýòèõ ìàòðèö (áóäåì íàçûâàòü èõ âûÿâëÿþùèìè) ìîæåò îêà-
çàòüñÿ âûðîæäåííîé. Ìû äàåì êðàòêèé îáçîð àëãîðèòìîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû ïîëíîãî ðàíãà
ê ñèñòåìå ñ íåâûðîæäåííîé âûÿâëÿþùåé ìàòðèöåé çàïðàøèâàåìîãî òèïà. Ýòè æå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïîçâîëÿþò ïðîâåðÿòü ïîëíîòó ðàíãà èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïðåäëàãàåòñÿ Maple-ðåàëèçàöèÿ ýòèõ àëãî-
ðèòìîâ (ïàêåò EGRR) è ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿ îöåíîê èõ ñëîæíîñòè ñ ôàêòè÷åñêèì
âðåìåíåì ðàáîòû äëÿ ðÿäà ïðèìåðîâ.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò âî ìíîãèõ
îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Îäíèì èç íàïðàâëåíèé
êîìïüþòåðíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà
íîâûõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà ðåøåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ñèñòåì, à òàêæå
àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè
òàêîì ïîèñêå â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ èëè
êàê ñîñòàâíàÿ ÷àñòü èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ïîèñ-
êà ðåøåíèé. Âåäóùàÿ è ôðîíòàëüíàÿ ìàòðèöû
ñèñòåìû (ýòè ïîíÿòèÿ ââîäÿòñÿ è îáñóæäàþòñÿ
â ï.ï. 2.1, 2.2 ðàçäåëà 2) â ñëó÷àå èõ íåâû-
ðîæäåííîñòè ïîçâîëÿþò, íàïðèìåð, îïðåäåëèòü
âîçìîæíûå îñîáûå òî÷êè ðåøåíèé ñèñòåìû:
ìíîæåñòâî êîðíåé îïðåäåëèòåëÿ ëþáîé èç ýòèõ
ìàòðèö âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå îñîáûå òî÷êè.
Íî îïðåäåëèòåëü êàæäîé èç ýòèõ ìàòðèö (ìû
íàçûâàåì ýòè ìàòðèöû âûÿâëÿþùèìè) ìîæåò
îêàçàòüñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûì.
Ìû äàåì êðàòêèé îáçîð àëãîðèòìîâ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ñèñòåìû ïîëíîãî ðàíãà ê ñèñòåìå ñ íåâû-
ðîæäåííîé âûÿâëÿþùåé ìàòðèöåé çàïðàøèâàå-
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ìîãî òèïà. Ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ïðåäâàðèòåëü-
íî ñðàâíèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé ñ ïîìîùüþ àíà-
ëèçà èõ ñëîæíîñòè ïî ÷èñëó îïåðàöèé â õóä-
øåì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì ê ÷èñëó ó÷èòûâàåìûõ îïå-
ðàöèé îòíåñåíà è îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
(â [1] ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòìû, èìåþùèå îäèíà-
êîâóþ ñëîæíîñòü ïî ÷èñëó àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé, ìîãóò èìåòü ðàçíûå ñëîæíîñòè ïî ÷èñëó
âñåõ èñïîëüçóåìûõ îïåðàöèé, âêëþ÷àÿ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå).

Îáñóæäàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ
àëãîðèòìîâ è ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîãî ñðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì âûÿñíÿåòñÿ,
÷òî äëÿ êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ ìîæíî íàéòè
ñëó÷àè, êîãäà èìåííî ýòîò àëãîðèòì ðàáî-
òàåò áûñòðåå äðóãèõ (ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò
ðåçóëüòàòàì àíàëèçà ñëîæíîñòè, òàê êàê íå âñå
ñëó÷àè ÿâëÿþòñÿ �õóäøèìè� â òîì ñìûñëå, â
êîòîðîì ýòè ñëó÷àè ïîíèìàþòñÿ ïðè èññëåäîâà-
íèè ñëîæíîñòè è, ïîìèìî ýòîãî, îáñóæäàåìàÿ
ñëîæíîñòü ïî ÷èñëó îïåðàöèé íå ó÷èòûâàåò
ðàçìåðîâ îïåðàíäîâ; ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ íà
îñíîâå îáñóæäàåìîé ñëîæíîñòè íîñèò ëèøü
ïðåäâàðèòåëüíûé èëè îðèåíòèðîâî÷íûé õàðàê-
òåð). Ïîëüçîâàòåëü ìîæåò âûáðàòü íà îñíîâå
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ñâîèõ êðèòåðèåâ òîò èëè èíîé èç àëãîðèòìîâ,
âîçìîæíîñòü âûáîðà îêàçûâàåòñÿ àêòóàëüíîé,
êîãäà äàííàÿ ñèñòåìà íå ïîääàåòñÿ áûñòðîìó
ðåøåíèþ, è, âîîáùå, íå âïîëíå ÿñíî, êàê ê ýòîé
ñèñòåìå ïîäñòóïèòüñÿ.

2. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

2.1. Ñèñòåìû è îïåðàòîðû

Åñëè R � íåêîòîðîå êîëüöî (â ÷àñòíîñòè, ïî-
ëå), òî Matm(R) îáîçíà÷àåò êîëüöîm×m-ìàòðèö
ñ ýëåìåíòàìè èç R. Îáîçíà÷åíèå MT èñïîëüçó-
åòñÿ äëÿ ìàòðèöû, òðàíñïîíèðîâàííîé êM , îáî-
çíà÷åíèå Mi,∗, 1 6 i 6 m, � äëÿ 1×m-ìàòðèöû,
êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ i-é ñòðîêîé m × m-ìàòðè-
öû M .
Ïóñòü K � äèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå õàðàêòå-

ðèñòèêè 0 ñ ïðîèçâîäíîé ∂ =′. Ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñèñòåìû âèäà

Ar∂
ry +Ar−1∂

r−1y + · · ·+A0y = 0, (1)

ãäå y = (y1, y2, . . . , ym)T � âåêòîð íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé îò x. Îòíîñèòåëüíî

A0, A1, . . . , Ar

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ai ∈ Matm(K),
i = 0, 1, . . . , r, ïðè ýòîì Ar (âåäóùàÿ ìàòðèöà
ñèñòåìû) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé.
Ýëåìåíòû ìàòðèö Ai áóäåì íàçûâàòü êîýôôè-

öèåíòàìè ñèñòåìû (1).
Ñèñòåìà (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê L(y) = 0

ñ îïåðàòîðîì L

Ar∂
r +Ar−1∂

r−1 + · · ·+A0, (2)

÷èñëî r ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîì îïåðàòîðà L (ïèøåì
r = ordL).
Ïðè m = 1 îïåðàòîð (2) ñòàíîâèòñÿ ñêàëÿð-

íûì îïåðàòîðîì, èìåþùèì âèä ïîëèíîìà îò ∂.
Òàêèå îïåðàòîðû ñêëàäûâàþòñÿ è âû÷èòàþòñÿ
êàê îáû÷íûå ïîëèíîìû, ïðè óìíîæåíèè èñïîëü-
çóåòñÿ ïåðåìåñòèòåëüíîå ïðàâèëî ∂a = a∂ + a′

(èëè, òî æå ñàìîå, ∂a = a∂ + ∂(a)). Ïðîèçâåäå-
íèå � ýòî, ôàêòè÷åñêè, êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ.
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîëüöà ýòèõ ñêàëÿðíûõ îïå-
ðàòîðîâ ïðèâëåêàåòñÿ ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå
êîëüöà ïîëèíîìîâ îò ∂ íàä K, ò.å. K[∂]. Ïîíÿòèå

ïîðÿäêà åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ è äëÿ ñêàëÿð-
íûõ îïåðàòîðîâ, ò.å. ýëåìåíòîâ êîëüöà K[∂].
Îïåðàòîð (2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí åäè-

íîé îïåðàòîðíîé ìàòðèöåé, ïðèíàäëåæàùåé
Matm(K[∂]):  L11 . . . L1m

. . . . . . . . .
Lm1 . . . Lmm

 , (3)

Lij ∈ K [∂], i, j = 1, . . . ,m, ïðè ýòîì
maxi,j ordLij = r. Ïîðÿäêîì i-é ñòðîêè ìàòðèöû
(îïåðàòîðà) (3) íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé èç
ïîðÿäêîâ ñêàëÿðíûõ îïåðàòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ
ýòó ñòðîêó, ò.å.

ordLi,∗ =
m

max
j=1

ordLi,j .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðîêè ñ íîìåðà-
ìè i1, . . . , is, s 6 m, îïåðàòîðà (3) ëèíåéíî
íåçàâèñèìû íàä K[∂], åñëè èç òîãî, ÷òî èõ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ ëåâûìè ìíîæèòåëÿìè
f1, . . . , fs ∈ K[∂] ðàâíà íóëþ, ò.å. èç òîãî,
÷òî f1Li1,∗ + · · · + fsLis,∗ = 0, ñëåäóåò, ÷òî
f1 = · · · = fs = 0.
Ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàäàíà â îïåðàòîðíîé

ôîðìå ñ îäíèì èç äâóõ ïðåäñòàâëåíèé îïåðàòî-
ðîâ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì âûáèðàòü ôîðìó
ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà.
Ìàòðèöà Ar ÿâëÿåòñÿ âåäóùåé ìàòðèöåé ñè-

ñòåìû L(y) = 0 è îïåðàòîðà L íåçàâèñèìî îò
ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìû è îïåðàòîðà.
Åñëè âñå ñòðîêè îïåðàòîðà (3) ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìû íàä K [∂], òî ìû íàçûâàåì óðàâíåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåé ñèñòåìû íåçàâèñèìûìè íàä K [∂].
Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð L ∈ Matm(K [∂]) èìååò
ïîëíûé ðàíã, êàê è ñèñòåìà L(y) = 0. Ìû áóäåì
òàêæå íàçûâàòü èõ îïåðàòîðîì è ñèñòåìîé ïîë-
íîãî ðàíãà. Èìåííî òàêèå îïåðàòîðû è ñèñòåìû
áóäóò äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿòü îñíîâíîé èíòåðåñ.

2.2. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé

Ïóñòü ïîëå êîíñòàíò Const(K) = {c ∈ K | ∂c =
= 0} ïîëÿ K àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ ôèêñèðîâàííîå óíèâåð-
ñàëüíîå ðàñøèðåíèå Ïèêàðà�Âåññèî äëÿ K
(ñì. [2, Sect. 3.2]). Ýòî áóäåò íåêîòîðîå äèô-
ôåðåíöèàëüíîå ðàñøèðåíèå Λ ïîëÿ K, äëÿ
êîòîðîãî Const(Λ) = Const(K) è òàêîå, ÷òî
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ëþáàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà ∂y = Ay,
A ∈ Matm(K[∂]), èìååò â Λm ïðîñòðàíñòâî ðå-
øåíèé ðàçìåðíîñòè m íàä ïîëåì êîíñòàíò. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà L âèäà (3) îáîçíà÷èì
÷åðåç VL ëèíåéíîå íàä Const(Λ) ïðîñòðàíñòâî
ðåøåíèé L (ò.å. ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé
L(y) = 0), ïðèíàäëåæàùèõ Λm. Åãî ðàçìåðíîñòü
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç dimVL.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Const(K) íå ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì. Äëÿ êàæäîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî ïîëÿ K õàðàêòåðèñòèêè 0
ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíîå ðàñøèðåíèå,
èìåþùåå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå êîíñ-
òàíò: ýòî, íàïðèìåð, àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå
K̄ ñ ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷åííîé åñòåñòâåííûì ðàñ-
øèðåíèåì ïðîèçâîäíîé â ïîëå K. Â ýòîì ñëó÷àå
Const(K̄) = Const(K) (ñì. [2, Exercises 1.5,
2:(c),(d)], [3, Sect. 3]). Òîãäà VL ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì íàä Const(K̄) ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé L,
êîìïîíåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò óíèâåð-
ñàëüíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó ðàñøèðåíèþ
ïîëÿ K̄.
Ïóñòü îïåðàòîð L ïîëíîãî ðàíãà èìååò âèä (2).

Åñëè 1 6 i 6 m, òî îïðåäåëèì αi(L) êàê íàè-
áîëüøåå öåëîå k, 1 6 k 6 r, òàêîå, ÷òî (Ak)i,∗
åñòü íåíóëåâàÿ ñòðîêà. Òàêèì îáðàçîì, αi(L) =
= ordLi,∗.

Ìàòðèöà F ∈ Matm(K) òàêàÿ, ÷òî Fi,∗ =
= (Aαi(L))i,∗ , i = 1, . . . ,m, íàçûâàåòñÿ ôðîí-
òàëüíîé ìàòðèöåé îïåðàòîðà L.

Ãðóïïó óíèìîäóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ èç
Matm(K[∂]) áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñðåäñòâîì Υm.

Ïîä äèôôåðåíöèðîâàíèåì ñòðîêè Li,∗ îïå-
ðàòîðà (3) (òî æå ñàìîå � ïîä ïðèìåíåíèåì
∂ ê ýòîé ñòðîêå) áóäåì ïîíèìàòü çàìåíó
(Li1, . . . , Li,m) ñòðîêîé (∂Li1, . . . , ∂Li,m), ãäå
∂Lij � ýòî êîìïîçèöèÿ (ïðîèçâåäåíèå â K[∂])
ñêàëÿðíûõ îïåðàòîðîâ ∂ è Lij .

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó èç [1], ÿâëÿþùóþñÿ
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé, äîêàçàííûõ â [4, 5]
(÷àñòü (iii) ýòîé òåîðåìû ìîæåò áûòü òàêæå äî-
êàçàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì [6, Thm III]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü L ∈ Matm(K[∂]) èìååò ïîë-
íûé ðàíã. Òîãäà

(i) Åñëè L′ ñëóæèò ðåçóëüòàòîì äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ êàêîé-òî ñòðîêè L, òî dimVL′ =
= dimVL + 1.

(ii) Åñëè ôðîíòàëüíàÿ ìàòðèöà äëÿ
L ∈ Matm(K[∂]) íåâûðîæäåíà, òî

dimVL =
m∑
i=1

αi(L).

(iii) L ∈ Υm ⇐⇒ VL = 0.

Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëå K
êîíñòðóêòèâíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðî-
öåäóðà ïðîâåðêè ðàâåíñòâà íóëþ çàäàííîãî ýëå-
ìåíòà ïîëÿ.

2.3. Àëãîðèòì EG (EG-èñêëþ÷åíèÿ)

Äëÿ çàäàííîãî îïåðàòîðà L ∈ Matm(K[∂]) ïîë-
íîãî ðàíãà àëãîðèòì EG ([4, 7, 8, 9]) ñòðîèò
íåêîòîðóþ îõâàòûâàþùóþ îïåðàòîðíóþ ìàòðè-
öó L

_ ∈ Matm(K[∂]) òàêóþ, ÷òî

• ordL
_

= ordL,

• L_ èìååò íåâûðîæäåííóþ âåäóùóþ ìàòðèöó,

• L_ = QL ïðè Q ∈ Matm(K), òàêèì îáðàçîì,
VL ⊆ VL_ .

Åñëè ðàíã çàäàííîãî îïåðàòîðà L íå ïîëîí, òî
àëãîðèòì ñîîáùàåò îá ýòîì.
Àëãîðèòì ñòðîèò L

_
íà ìåñòå ñàìîãî îïåðàòîðà

L, ò.å. L èçìåíÿåòñÿ øàã çà øàãîì, ïîñòåïåííî
ïðåîáðàçóÿñü â L

_
:

Ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ñòðîêè âåäóùåé
ìàòðèöû îïåðàòîðà L ëèíåéíî çàâèñèìûìè
íàä K. Åñëè íåò, òî L íå èçìåíÿåòñÿ è àëãî-
ðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ñëåäóåò ñåðèÿ øàãîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñî-
ñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ.

Ýòàï ðåäóêöèè:

Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû p1, . . . , pm ∈
∈ K çàâèñèìîñòè ñòðîê âåäóùåé ìàò-
ðèöû. Âçÿòü êàêîå-íèáóäü i, 1 6 i 6 m,
äëÿ êîòîðîãî pi 6= 0.

Çàìåíèòü ñòðîêó Li,∗ â (3) íà

m∑
k=1

pkLk,∗. (4)

Â âåäóùåé ìàòðèöå îïåðàòîðà L ïðè
ýòîì i-ÿ ñòðîêà ñòàíîâèòñÿ íóëåâîé.
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Ýòàï äèôôåðåíöèàëüíîãî ñäâèãà: Ê i-é
ñòðîêå (çíà÷åíèå i âûáðàíî íà ýòàïå ðå-
äóêöèè) ïðèìåíèòü ∂r−αi , â ðåçóëüòàòå
αi = r.

Åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò â L ïîÿâëÿåòñÿ íóëå-
âàÿ ñòðîêà èëè ÷èñëî øàãîâ �ðåäóêöèÿ + äèôôå-
ðåíöèàëüíûé ñäâèã� îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì mr+1,
òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíûé îïåðàòîð L íå
èìåë ïîëíîãî ðàíãà. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîëó-
÷àåì îïåðàòîð ñ íåâûðîæäåííîé âåäóùåé ìàò-
ðèöåé è ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ïîòðåáóåò íå áî-
ëåå mr øàãîâ �ðåäóêöèÿ + äèôôåðåíöèàëüíûé
ñäâèã�.

Íàçâàííàÿ îöåíêà ÷èñëà øàãîâ îáîñíîâûâàåò-
ñÿ òåì, ÷òî íà êàæäîì øàãå �ðåäóêöèÿ + äèôôå-
ðåíöèàëüíûé ñäâèã� ýòàï ðåäóêöèè íå èçìåíÿåò
ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé, à ýòàï äèôôåðåíöèàëü-
íîãî ñäâèãà óâåëè÷èâàåò ïî òåîðåìå 1(i) ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé çà ñ÷åò äèôôåðåí-
öèðîâàíèé. Ïðè ýòîì íè íà îäíîì øàãå ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé íå ìîæåò ïðåâû-
øàòü mr. Òàêèì îáðàçîì, è îáùåå ÷èñëî øàãîâ
àëãîðèòìà EG íå ìîæåò ïðåâûøàòü mr. Êàæ-
äûé èç ýòàïîâ ðåäóêöèè è äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî ñäâèãà ýêâèâàëåíòåí óìíîæåíèþ ñëåâà èñõîä-
íîãî îïåðàòîðà íà íåêîòîðûé îïåðàòîð, ïîýòî-
ìó â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ îïåðàòîð âèäà QL, ãäå
Q ∈ Matm(K[∂]). (Ïðè æåëàíèè èëè íåîáõîäè-
ìîñòè ïîñòðîåíèå ìàòðèöû Q ìîæåò áûòü âêëþ-
÷åíî â àëãîðèòì EG.)

Â [1, Prop. 1] ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñëîæíî-
ñòè àëãîðèòìà EG è íåêîòîðûõ äðóãèõ àëãîðèò-
ìîâ, î êîòîðûõ ðå÷ü ïîéäåò â ïï. 2.4, 2.5. Ñëîæ-
íîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê ÷èñëî îïåðàöèé â ïîëå K
â õóäøåì ñëó÷àå ïðè ôèêñèðîâàííûõ m è r. Ê
ó÷èòûâàåìûì îïåðàöèÿì îòíîñÿòñÿ êàê àðèôìå-
òè÷åñêèå îïåðàöèè ïîëÿ, òàê è îïåðàöèÿ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ. Äëÿ òàêîé ñëîæíîñòè TEG(m, r)
àëãîðèòìà EG ïîêàçàíî, ÷òî

TEG(m, r) = Θ(mω+1r +m3r2), (5)

ãäå ω � ïîêàçàòåëü ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ,
2 < ω 6 3.

2.4. Àëãîðèòì RR

Â îñíîâå ëåæèò àëãîðèòì FF ([10]). Óïðî-
ùåííûé âàðèàíò àëãîðèòìà FF â [11] íàçâàí

RowReduction; äëÿ êðàòêîñòè ìû â äàëüíåéøåì
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå RR.
Äëÿ äàííîãî îïåðàòîðà L ∈ Matm(K[∂]) ïîë-

íîãî ðàíãà àëãîðèòì RR ñòðîèò òàêîé îïåðàòîð
L̆ ∈ Matm(K[∂]), ÷òî

• ord L̆ 6 ordL,

• ôðîíòàëüíàÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà L̆ íåâû-
ðîæäåíà,

• L̆ = UL äëÿ íåêîòîðîãî U ∈ Υm, è, êàê ñëåä-
ñòâèå, VL = VL̆.

Îïèøåì êîðîòêî ýòîò àëãîðèòì, ñîñðåäîòî÷èâ-
øèñü íà ïîñòðîåíèè L̆. Îïåðàòîð L̆ ñòðîèòñÿ íà
ìåñòå îïåðàòîðà L, ò.å. L èçìåíÿåòñÿ øàã çà øà-
ãîì, ïîñòåïåííî ïðåîáðàçóÿñü â L̆:

Ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ñòðîêè ôðîíòàëü-
íîé ìàòðèöû îïåðàòîðà L ëèíåéíî çàâèñè-
ìûìè íàä K. Åñëè íåò, òî L̆ = L, è àëãî-
ðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïóñòü p1, . . . , pm ∈ K � êîýôôèöèåíòû çàâè-
ñèìîñòè. Èç òåõ ñòðîê (3), êîòîðûì ñîîòâåò-
ñòâóþò íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû, âûáðàòü
ñòðîêó, èìåþùóþ íàèáîëüøèé ïîðÿäîê (åñ-
ëè åñòü íåñêîëüêî ñòðîê ñ ýòèì çíà÷åíèåì
ïîðÿäêà, òî âçÿòü ëþáóþ èç íèõ). Ïóñòü ýòî
áóäåò i-ÿ ñòðîêà, ò.å. Li,∗. Ñòðîêà Li,∗ îïåðà-
òîðà L çàìåíÿåòñÿ íà

m∑
j=1

pj∂
αi−αjLj,∗. (6)

Ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ ïîëó÷àåì îïå-
ðàòîð ñ íåâûðîæäåííîé ôðîíòàëüíîé ìàò-
ðèöåé.

Åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âûïîëíåíèÿ àëãî-
ðèòìà â L âîçíèêàåò íóëåâàÿ ñòðîêà, òî ðàíã
L íå ïîëîí.

Çàâåðøèìîñòü ãàðàíòèðóåòñÿ òåì, ÷òî íà êàæ-
äîì øàãå óáûâàåò ñóììà ïîðÿäêîâ ñòðîê îïåðà-
òîðà L.
Â [1, Prop. 2] ïîêàçàíî, ÷òî

TRR(m, r) = Θ(mω+1r +m3r3). (7)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîêà-
çàòåëü ñòåïåíè, ñ êîòîðûì r âõîäèò â (5), ìåíü-
øå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèé ïîêàçàòåëü â (7). Íî
çàòî VL = VL̆, òîãäà êàê äëÿ L

_
âîçìîæíî, ÷òî

dimVL < dimVL_ .
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2.5. Àëãîðèòìû 4EG è 4RR

Ïóñòü i-ÿ ñòðîêà ôðîíòàëüíîé ìàòðèöû îïåðà-
òîðà L ∈ Matm(K[∂]) èìååò âèä

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, a, . . . , b),

1 6 k 6 m, a 6= 0. Òîãäà ÷èñëî k áóäåì íàçûâàòü
ïèí-èíäåêñîì i-é ñòðîêè L. Åñëè i-ÿ ñòðîêà îïå-
ðàòîðà L íóëåâàÿ, òî ñ÷èòàåì, ÷òî åå ïèí-èíäåêñ
ðàâåí −∞. Íî ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé L ïîëíîãî
ðàíãà.
Åñëè ñòðîêè L èìåþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïèí-

èíäåêñû, òî ôðîíòàëüíàÿ ìàòðèöà íåâûðîæäå-
íà: ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñòðîê ýòî áóäåò òðå-
óãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ íåíóëåâûìè äèàãîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè. Ïóñòü ñòðîêè r1 = Li,∗ è r2 = Lj,∗
èìåþò îäèíàêîâûå ïèí-èíäåêñû ðàâíûå k, ïóñòü
ordLi,∗ = d1, ordLj,∗ = d2 è ïðè ýòîì d1 6 d2.
Âîçüìåì v ∈ K òàêîå, ÷òî ñòðîêà

r2 − v∂ d2−d1r1 (8)

èìååò ëèáî ïèí-èíäåêñ, áîëüøèé, ÷åì k, ëèáî
æå ïîðÿäîê, ìåíüøèé, ÷åì d2. Â îïåðàòîðå L
ñòðîêà r2, ò.å. Lj,∗, çàìåíÿåòñÿ ñòðîêîé (8). Åñëè
L èìååò ïîëíûé ðàíã, òî ôðîíòàëüíàÿ ìàòðèöà
ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ îïèñàííîãî âèäà ñòàíî-
âèòñÿ òðåóãîëüíîé. Ýòî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâà-
íî1 âìåñòî ïîèñêà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñòðîê
ôðîíòàëüíîé ìàòðèöû (äëÿ EG âåäóùàÿ è ôðîí-
òàëüíûå ìàòðèöû â ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû
ñîâïàäàþò è d2 − d1 = 0 â (8)).
Ïîëó÷àåì íîâûå âàðèàíòû àëãîðèòìîâ EG è

RR, êîòîðûå ìû íàçîâåì 4EG è ñîîòâåòñòâåííî
4RR. Â [1, Prop. 3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

T4EG(m, r) = Θ(m3r2) (9)

è
T4RR(m, r) = Θ(m3r3). (10)

Áëèçêèé ïîäõîä, íî áåç îöåíîê (9), (10), èçëî-
æåí â [10, Sect. 9.1].

1Äëÿ ðàçíîñòíîãî ñëó÷àÿ ýòî óæå èñïîëüçîâàëîñü â
[12] â ïåðâîé âåðñèè àëãîðèòìà EG. Â äèñêóññèè, êàñàþ-
ùåéñÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñëó÷àÿ, À.Øòîðéîõàíí ïðè-
âëåê âíèìàíèå ïåðâîãî èç àâòîðîâ ê òîìó ôàêòó, ÷òî
ñëîæíîñòü ýòîãî ïîäõîäà ìåíüøå, ÷åì ïîäõîäà, ñâÿçàí-
íîãî ñ ðåøåíèåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì.
òàêæå [13]).

2.6. Åñëè ïðîäèôôåðåíöèðîâàííûå ñòðîêè
ñîõðàíÿþòñÿ

Ìîæíî ñîõðàíÿòü âñå ðåçóëüòàòû äèôôåðåí-
öèðîâàíèé ñòðîê. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â [1] ïîëó÷å-
íû íåêîòîðûå âåðõíèå îöåíêè îáùåãî ÷èñëà äèô-
ôåðåíöèðîâàíèé.

Ïðåäëîæåíèå 1. [1, Prop. 6] ×èñëî äèôôåðåí-
öèðîâàíèé áåç ïîâòîðåíèé (êîãäà ðåçóëüòàò
êàæäîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ)
âûïîëíÿåìûõ àëãîðèòìàìè RR è 4RR åñòü
O(mr2) è ñîîòâåòñòâåííî O(m2r2) â õóäøåì
ñëó÷àå; êàê ñëåäñòâèå, ÷èñëî äèôôåðåíöèðî-
âàíèé ýëåìåíòîâ ïîëÿ K åñòü O(m2r3) è
ñîîòâåòñòâåííî O(m3r3).

Îäíàêî îöåíêè O(m2r3) è O(m3r3) äëÿ ÷èñ-
ëà äèôôåðåíöèðîâàíèé íå ïîçâîëÿþò ïîíèçèòü
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè äëÿ r â (7), (10). Îñíîâûâà-
ÿñü íà ïðåäëîæåíèè 1, ìû íå ìîæåì ñäåëàòü çà-
êëþ÷åíèå, ÷òî õðàíåíèå ðåçóëüòàòîâ âñåõ äèô-
ôåðåíöèðîâàíèé ñóùåñòâåííî ñíèæàåò ñëîæíî-
ñòè àëãîðèòìîâ RR è 4RR. Íî ïðîñòðàíñòâåí-
íàÿ ñëîæíîñòü çàìåòíî âîçðàñòàåò, êîãäà ìû ñî-
õðàíÿåì âñå ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèðîâàíèé.
Ïðè ýòîì ó íàñ íåò äîâîäîâ â ïîëüçó òîãî, ÷òî,

íàïðèìåð, âåðõíÿÿ îöåíêà O(mr2) ÷èñëà äèôôå-
ðåíöèðîâàíèé ñòðîê àëãîðèòìîì RR ÿâëÿåòñÿ â
êàêîì-ëèáî ñìûñëå òî÷íîé. Èíòåðåñíûé âîïðîñ,
îòâåò íà íåãî íå ÿñåí, � ñïðàâåäëèâà ëè îöåíêà
O(mr)?
Ïðè âñåì ýòîì ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñëîæíîñòü

(çàòðàòû äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè â õóäøåì ñëó-
÷àå) çàìåòíî âîçðàñòàåò, êîãäà ìû ñîõðàíÿåì âñå
ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèðîâàíèé.

3. ÐÅÀËÈÇÀÖÈß

Ðàññìîòðåííûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â ñè-
ñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple ([14]) â âèäå
ïðîöåäóð íîâîãî ïàêåòà EGRR2. Ðåàëèçàöèÿ âû-
ïîëíåíà äëÿ ñèñòåì, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ �
ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé íàä
ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Ïàêåò ïðåäîñòàâëÿåò ïðîöåäóðû

• EG: ðåàëèçóåò àëãîðèòì EG,

2Ïàêåò è ñåññèÿ Maple ñ ïðèìåðàìè èñïîëüçî-
âàíèÿ îïèñûâàåìûõ ïðîöåäóð äîñòóïíû ïî àäðåñó
http://www.ccas.ru/ca/egrr
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• RR: ðåàëèçóåò àëãîðèòì RR,

• TriangleEG: ðåàëèçóåò àëãîðèòì 4EG,

• TriangleRR: ðåàëèçóåò àëãîðèòì 4RR.

3.1. Âõîäíûå ïàðàìåòðû è âîçâðàùàåìûå
çíà÷åíèÿ ïðîöåäóð

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà (1) çàäàåòñÿ âî
âõîäíûõ ïàðàìåòðàõ ïðîöåäóð ïàêåòà EGRR â âè-
äå ÿâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû (Ar|Ar−1| . . . |A0),
èìåþùåé ðàçìåð m ×m(r + 1). Â ñâîþ î÷åðåäü,
ýòà ìàòðèöà ñèñòåìû çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàí-
äàðòíîãî îáúåêòà Matrix. Ýëåìåíòû ÿâíîé ìàò-
ðèöû � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-
íîé, îíè òàêæå çàäàþòñÿ ñòàíäàðòíûì â Maple

îáðàçîì.

Êàæäàÿ èç ïðîöåäóð ïàêåòà EGRR ïðèíèìàåò
òðè âõîäíûõ ïàðàìåòðà:

• M � ÿâíàÿ ìàòðèöà èñõîäíîé ñèñòåìû;

• d � ÷èñëî áëîêîâ ÿâíîé ìàòðèöû, d = r + 1;

• x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ñèñòåìû.

Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà âîçâðàùàþòñÿ

• res � ñèñòåìà, ïîñëå âûïîëíåííûõ â íåé ïðå-
îáðàçîâàíèé ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, ðåàëè-
çîâàííîãî â ïðîöåäóðå;

• full_rank � true â ñëó÷àå, åñëè â õîäå ðàáî-
òû àëãîðèòìà áûëî îïðåäåëåíî, ÷òî ñèñòåìà
èìååò ïîëíûé ðàíã, èíà÷å � false.

Ïðèìåíåíèå ïðîöåäóð ïàêåòà ê ñèñòåìå ïîëíî-
ãî ðàíãà ïðèâåäåíî íà ðèñ. 1.

3.2. Îïðåäåëåíèå çàâèñèìîñòè ñòðîê
ìàòðèöû

Àëãîðèòìû EG è RR èñïîëüçóþò â ñâîåé ðà-
áîòå àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìî-
ñòè ñòðîê ìàòðèöû. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
èñïîëüçîâàíà ïðîöåäóðà NullSpace ñòàíäàðòíî-
ãî ïàêåòà LinearAlgebra ñèñòåìû Maple.

Â ñòàòüå [8], ãäå áûëà âïåðâûå âûñêàçàíà èäåÿ
ïîèñêà ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé ñòðîê âåäóùåé
ìàòðèöû áåç ïîïóòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âñåãî

îïåðàòîðà L, ãîâîðèëîñü, ÷òî ïîèñê ýòèõ çàâè-
ñèìîñòåé ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïðîöåäóðàìè ïàêå-
òà LinearAlgebra, ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ íåìà-
ëî âûñîêîýôôåêòèâíûõ. Èõ ïðèâëå÷åíèå ìîæåò
äàòü ýêîíîìèþ âðåìåíè ïðè èñïîëüçîâàíèè òîé
âåðñèè àëãîðèòìà EG, êîòîðàÿ áûëà ïðåäñòàâ-
ëåíà â ï. 2.3 (ñì. äàííîå òàì îïèñàíèå ýòàïà ðå-
äóêöèè). Â [8] ïîä÷åðêèâàëîñü, ÷òî êîýôôèöè-
åíòû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíè-
åì íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, è âñå ýëåìåíòû ëþáîãî
áàçèñà ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ïî-
ñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýòàïàõ ðåäóê-
öèè â àëãîðèòìå EG (àíàëîãè÷íàÿ âîçìîæíîñòü
äëÿ àëãîðèòìà RR îòìå÷åíà â [5, Sect. 4.4]).

4. ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ

4.1. Ñëó÷àéíûé âûáîð ñèñòåì

Äëÿ êàæäîé ïàðû m, r ïðè m = 4, 8, 10,
r = 3, 9, 27 áûëî ñãåíåðèðîâàíî ïî 12 ñèñòåì.
Êîýôôèöèåíòû âñåõ ñèñòåì � ñëó÷àéíûå ïî-
ëèíîìû (èñïîëüçîâàëàñü ñòàíäàðòíàÿ êîìàíäà
Maple randpoly, êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ âû-
áèðàëèñü èç äèàïàçîíà [−99, 99], à èõ ñòåïåíè íå
ïðåâûøàëè 8). Ñèñòåìû ãåíåðèðîâàëèñü ðàçðå-
æåííûìè, ýëåìåíò áûë íåíóëåâûì ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 1

[m/2]+1 ,
1

[m/3]+1 èëè
1

[m/4]+1 , ãäå [...] � öåëàÿ
÷àñòü ÷èñëà. Äëÿ êàæäîãî èç âàðèàíòîâ ãåíåðè-
ðîâàëîñü 4 ñèñòåìû èç 12. Â õîäå ýêñïåðèìåí-
òîâ ôèêñèðîâàëîñü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèò-
ìà, ÷èñëî âûïîëíåííûõ îïåðàöèé äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñèñòåìû, ÷èñëî âû-
ïîëíåííûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû â

òàáë. 1, ñîäåðæàùåé èíôîðìàöèþ î ìàêñèìàëü-
íîì âðåìåíè3 è ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå îïåðàöèé,
çàòðà÷åííûõ íà âûïîëíåíèå àëãîðèòìîâ.
Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî èç-

ìåíåíèå ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà îïåðàöèé äëÿ ðå-
øåíèÿ îäíîé ñèñòåìû è õóäøåãî (ìàêñèìàëüíî-
ãî) âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà äëÿ îäíîé
ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèè r è m âåäóò ñåáÿ ïî ðàç-
íîìó � õóäøåå âðåìÿ ðàñòåò áûñòðåå ÷åì ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé ïðè ðîñòå r è m; ïðè

3Â ñåêóíäàõ. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â Maple 2016,
Ubuntu 8.04.4 LTS, AMD Athlon(tm) 64 Processor 3700+,
3GB RAM.
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Ðèñ. 1.

ýòîì õóäøåå âðåìÿ íå âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò ìàê-
ñèìàëüíîìó ÷èñëó îïåðàöèé. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà îäíó îïåðà-
öèþ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì. Â ÷àñòíîñòè, ðå-
çóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ àëãîðèòìîâ 4EG
è 4RR ðîñò çàòðàò íà îäíó îïåðàöèþ ñ ðîñòîì r
èm ïðîèñõîäèò áûñòðåå, ÷åì äëÿ EG è RR. Â ðå-
çóëüòàòå, ïðè áîëüøèõ m è r õóäøåå âðåìÿ äëÿ
4EG è 4RR ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì äëÿ EG
è RR, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
îïåðàöèé äëÿ 4EG è 4RR ìåíüøå, ÷åì äëÿ EG
è RR. Ýòî âûçâàíî �ðàñïóõàíèåì� ýëåìåíòîâ ÿâ-
íîé ìàòðèöû ïðè âû÷èñëåíèÿõ, î êîòîðîì áóäåò
ñêàçàíî ïîäðîáíåå â ï. 4.3.

4.2. Çàïîìèíàíèå ïðîäèôôåðåíöèðîâàííûõ
ñòðîê

Êàê îòìå÷àëîñü â ï. 2.6, îöåíêè, ïîëó÷åííûå
íàìè äëÿ ÷èñëà äèôôåðåíöèðîâàíèé áåç ïîâòî-
ðåíèÿ, íå ïîçâîëÿþò ïîíèçèòü ïîêàçàòåëü ñòåïå-
íè 3 ïðè r â îöåíêàõ ñëîæíîñòè (7), (10), è âîïðîñ
î òîì, ìîæíî ëè â (7), (10) ïîíèçèòü ýòîò ïîêà-
çàòåëü äî 2 îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Ýêñïåðèìåíòû

ïîêàçûâàþò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå îïöèè remember

äëÿ ïðîöåäóðû äèôôåðåíöèàëüíîãî ñäâèãà ñòðî-
êè ñëàáî óëó÷øàåò âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ
RR è 4RR, à èíîãäà è óõóäøàåò åãî, ïðè òîì,
÷òî ÷èñëî äèôôåðåíöèðîâàíèé ìîæåò çàìåòíî
óìåíüøèòüñÿ. Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
ðàáîòû RR è 4RR (âðåìÿ ñ÷åòà è ÷èñëî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèé) íàä òàêèìè ñëó÷àéíî ñãåíåðèðî-
âàííûìè ñèñòåìàìè ñ ÷èñëîì óðàâíåíèé m = 6,
÷òî ïîëîâèíà óðàâíåíèé ñèñòåìû èìååò ïîðÿäîê
r = 3, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, à äðóãàÿ ïîëîâèíà èìååò
ïîðÿäîê ðàâíûé 1, è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèò-
ìîâ ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ïîðÿäêà 1. Äëÿ òàêèõ ñè-
ñòåì âûïîëíÿåòñÿ ìíîãî ïîâòîðíûõ äèôôåðåí-
öèðîâàíèé ñòðîê, íî óëó÷øåíèå ïî âðåìåíè ïðè
èõ õðàíåíèè îêàçàëîñü íåçíà÷èòåëüíûì.

4.3. Ñðàâíèòåëüíîå ðàññìîòðåíèå EG, RR è
4EG, 4RR.

Îöåíêè (5), (7), (9), (10) êàñàþòñÿ ñëîæíîñòè
ïî ÷èñëó îïåðàöèé â ïîëå K, îíè íå ó÷èòûâà-
þò ðàçìåðîâ îïåðàíäîâ. Áèòîâàÿ ñëîæíîñòü áû-
ëà áû â ýòîì ñìûñëå áîëåå èíôîðìàòèâíà, íî åå
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Òàáëèöà 1.

r = 3 r = 9 r = 27
m = 4 m = 8 m = 16 m = 4 m = 8 m = 16 m = 4 m = 8 m = 16

EG

Ì.Â. 0.024 0.294 5.360 0.140 1.733 1.763 0.300 3.590 40.747
×.Î.Ì.Â. 608 4920 32992 1624 8592 15664 3252 27600 121776
Ì.×.Î. 608 4920 36640 1624 8592 50896 4712 27600 123856
Â.Ì.×.Î. 0.024 0.294 1.574 0.140 1.733 1.743 0.110 3.590 3.800

RR

Ì.Â. 0.034 0.336 5.386 0.150 1.653 2.140 0.424 5.507 57.41
×.Î.Ì.Â. 408 4912 21856 1524 7704 40880 3276 25864 102224
Ì.×.Î. 408 4912 27728 1524 7704 40880 3276 25864 102224
Â.Ì.×.Î. 0.034 0.336 1.790 0.150 1.653 2.140 0.424 5.507 57.41

4EG

Ì.Â. 0.027 0.310 3.503 0.107 1.130 4.650 0.497 4.307 104.534
×.Î.Ì.Â. 320 2176 13760 1080 6400 27680 3696 29568 90496
Ì.×.Î. 320 2176 13760 1160 6400 27680 3696 29568 90496
Â.Ì.×.Î. 0.027 0.310 3.503 0.087 1.130 4.650 0.497 4.307 104.534

4RR

Ì.Â. 0.037 0.540 3.703 0.180 2.017 16.970 0.890 17.510 226.590
×.Î.Ì.Â. 384 2208 14016 1240 6400 24160 3472 30912 103936
Ì.×.Î. 384 2336 14016 1400 6880 27680 4480 30912 103936
Â.Ì.×.Î. 0.037 0.410 3.703 0.120 1.287 4.600 0.294 17.510 226.590

Ì.Â. � õóäøåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ äëÿ ñëó÷àéíûõ ñèñòåì ïðè ôèêñèðîâàííûõ r,m;
×.Î.Ì.Â. � ÷èñëî îïåðàöèé ïðè âûïîëíåíèè àëãîðèòìîâ äëÿ ñèñòåìû ñ õóäøèì âðåìåíåì;
Ì.×.Î. � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ ïðè ôèêñèðîâàííûõ r,m;
Â.Ì.×.Î. � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ äëÿ ñèñòåìû ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì îïåðàöèé.

Òàáëèöà 2. Ñðàâíåíèå âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìîâ ñ îïöèåé remember è áåç íåå

m = 6 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6 r = 7 r = 8 r = 9

RR
Â. 0.690 1.303 2.597 8.950 37.480 50.950 296.633
×.Î.Ä. 480 1170 2160 3654 5760 8370 11760

RR remember
Â. 0.657 1.257 2.593 8.970 37.213 51.550 309.010
×.Î.Ä. 192 360 576 840 1152 1512 1920

4RR Â. 0.614 1.137 2.330 4.414 8.264 14.810 24.747
×.Î.Ä. 384 1170 2520 4746 7824 12150 17640

4RR remember
Â. 0.596 1.067 2.164 4.144 7.583 13.747 23.933
×.Î.Ä. 192 630 1224 1974 2880 3942 5160

Â. � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ;
×.Î.Ä. � ÷èñëî âûïîëíåííûõ îïåðàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

èññëåäîâàíèå ñîïðÿæåíî ñ íåìàëûìè òðóäíîñòÿ-
ìè (âïðî÷åì, èçâåñòíû íåêîòîðûå èññëåäîâàíèÿ
áèòîâîé ñëîæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ çàäà÷àìè ñõîä-
íîãî òèïà, � ñì., íàïðèìåð, [15]). Ïîíÿòíî, ÷òî â
ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ EG, RR, 4EG
è 4RR ïðîèñõîäèò �ðàñïóõàíèå� ýëåìåíòîâ îïå-

ðàòîðà L. Àëãîðèòìû EG è RR â òîì âèäå, êàê
îíè îïèñàíû â ïï. 2.3, 2.4, èìåþò â ýòîì îòíîøå-
íèè íåêîòîðûå ïðåèìóùåñòâà: â ðåçóëüòàòå çà-
ìåíû ñòðîêè Li,∗ ñòðîêîé (4) èëè æå ñòðîêîé (6)
óïîìÿíóòîå �ðàñïóõàíèå� ýëåìåíòîâ ìîæåò ïðî-
èçîéòè òîëüêî â îäíîé ýòîé ñòðîêå. Â òî æå âðå-
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Òàáëèöà 3. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ äëÿ
ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ñ r = 1, m = 50.

r = 1 7% 8% 9% 10% 11%
m = 50

EG 0.994 36.067 71.540 97.503 177.897
RR 0.010 31.014 22.420 12.717 19.757
4EG 0.020 52.880 43.467 56.773 88.563
4RR 0.010 54.090 45.410 73.053 190.403

ìÿ ïðè ïðèâåäåíèè âûÿâëÿþùèõ ìàòðèö ê òðå-
óãîëüíîìó âèäó (ï. 2.5) �ðàñïóõàíèå� çàòðàãèâà-
åò çíà÷èòåëüíî áîëüøåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, è îïå-
ðàöèè íàä ýëåìåíòàìè ñòàíîâÿòñÿ áîëåå äîðîãî-
ñòîÿùèìè. Ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà ïðèâëåêàòåëü-
íîñòü îöåíîê (9), (10), àëãîðèòìû EG è RR, êàê
ïðàâèëî, ðàáîòàþò áûñòðåå, ÷åì4EG,4RR, ÷òî
ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàìè (ñì. òàáë. 1).

Ðàçóìååòñÿ, íàäî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå, ÷òî
àëãîðèòìû 4EG è 4RR âûïîëíÿþò ïî ñðàâíå-
íèþ ñ EG è RR äîïîëíèòåëüíóþ ðàáîòó � âû-
ÿâëÿþùàÿ ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ ê òðåóãîëüíîìó
âèäó. Òàêîé ðåçóëüòàò ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðåäïî-
÷òèòåëüíåå. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðîÿâëÿëîñü
ïðåèìóùåñòâî àëãîðèòìîâ 4EG è 4RR è ïî
âðåìåíè. Íàïðèìåð, ïðåèìóùåñòâî 4RR ïåðåä
RR âèäíî ïî òàáë. 2. Ïðåèìóùåñòâî 4EG ïå-
ðåä EG ïðîÿâèëîñü â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ðàçðåæåí-
íûìè ñèñòåìàìè íåâûñîêîãî ïîðÿäêà ñ áîëüøèì
÷èñëîì óðàâíåíèé: â òàáë. 3 ïðèâåäåíî âðåìÿ
ðàáîòû àëãîðèòìîâ äëÿ ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàí-
íûõ ñèñòåì ïîðÿäêà r = 1 ñ ÷èñëîì óðàâíåíèé
m = 50, ÷èñëî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ñîñòàâ-
ëÿåò 7�11%, êîýôôèöèåíòû � ïîëèíîìû ñòåïåíè
íå âûøå 8.

Íåñîìíåííîå äîñòîèíñòâî RR è 4RR, êàê óæå
áûëî ñêàçàíî, ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà, ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîé. Â
ðÿäå ñëó÷àåâ RR îêàçûâàåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâ-
íûì ïî âðåìåíè, ÷åì EG (òàáë. 3). Íî íå èñêëþ-
÷åíû è ñëó÷àè, êîãäà áîëåå ýôôåêòèâíû EG è
4EG (òàáë. 1).

Èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ ïðîöåäóð ëèíåé-
íîé àëãåáðû â àëãîðèòìàõ4EG è4RR äëÿ ïðè-
âåäåíèÿ âûÿâëÿþùåé ìàòðèöû ê òðåóãîëüíîìó
âèäó (ïî àíàëîãèè ñ ï. 3.2), èçìåíèò ïîðÿäîê ðî-
ñòà ñëîæíîñòåé àëãîðèòìîâ 4EG, 4RR, è âìå-
ñòî m3 â (9), (10) ìû ïîëó÷èì mω+1, ÷òî ëè-
øèò àëãîðèòìû 4EG, 4RR èõ îáñóæäàâøåãîñÿ

â ï. 2.5 òåîðåòè÷åñêîãî ïðåèìóùåñòâà ïåðåä EG
è RR.

5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Êàê ìû âèäèì, àëãîðèòìû EG è RR äîïóñ-
êàþò èçìåíåíèÿ, î êîòîðûõ èç îáùèõ ñîîáðàæå-
íèé è èñõîäÿ èç îöåíîê ñëîæíîñòè ìîæíî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî îíè (ýòè èçìåíåíèÿ) ïðèâåäóò ê
áîëåå ýêîíîìíûì âàðèàíòàì ýòèõ àëãîðèòìîâ.
Íî, êàê ïîêàçûâàþò íàøè ýêñïåðèìåíòû, ïðîÿâ-
ëåíèå ýòîé áîëüøåé ýêîíîìíîñòè íå íîñèò ñèñ-
òåìàòè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Áîëåå òîãî, â öåëîì
îíà ïðîÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ðåäêî. Ïîýòîìó îñ-
íîâíîé ìîæåò áûòü ðåêîìåíäàöèÿ ïûòàòüñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü ïðîöåäóðû EG è RR (â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, êàêóþ èç âûÿâëÿþùèõ ìàòðèö, âåäóùóþ
èëè ôðîíòàëüíóþ, òðåáóåòñÿ ñäåëàòü íåâûðîæ-
äåííîé), à óæ êîãäà îïåðàòîð èëè ñèñòåìà çà
ïðèåìëåìîå âðåìÿ íå ïîääàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåìó ïðåîáðàçîâàíèþ, òî ïðîáîâàòü ïðèìåíèòü
äðóãèå ïðîöåäóðû ïàêåòà EGRR; âîçìîæíî, ÷òî
ýòî äàñò æåëàåìûé ðåçóëüòàò.
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