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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå è ðàçíîñòíûå ñèñòåìû ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ

ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïîèñêà èõ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé,

îñíîâàííûé íà òîì, ÷òî ôîðìàëüíûå ðÿäû, â êîòîðûå ðàçëàãàþòñÿ ýòè ðåøåíèÿ, ïîñëå óìíîæåíèÿ

íà ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåííûé óíèâåðñàëüíûé çíàìåíàòåëü ñòàíîâÿòñÿ ïîëèíîìàìè. Îïèñûâàåò-

ñÿ òàêæå êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì ñ ýëåìåíòàìè ýâðèñòèêè. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ

çàòðàò ýòîò ïîñëåäíèé âûáèðàåò â íåêîòîðûé ìîìåíò ìåæäó äâóìÿ àëãîðèòìàìè � íîâûì è ñòàí-

äàðòíûì, îñíîâàííîì íà èñïîëüçîâàíèè óíèâåðñàëüíîãî çíàìåíàòåëÿ äëÿ çàìåíû íåèçâåñòíûõ â

ñèñòåìå è ïîñëåäóþùåì ïîèñêå ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïóñòü K � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0. Äëÿ êîëü-
öà ïîëèíîìîâ è ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò
x íàä K â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ îáû÷íûå
îáîçíà÷åíèÿ K[x] è K(x). Ïîëå ôîðìàëüíûõ ëî-
ðàíîâûõ ðÿäîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç K((x)). Åñëè
R � íåêîòîðîå êîëüöî (â ÷àñòíîñòè, ïîëå), òî
Matm(R) îáîçíà÷àåò êîëüöî êâàäðàòíûõ ìàòðèö
ïîðÿäêà m ñ ýëåìåíòàìè èç R.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìû âèäà

Ar(x)ξry(x) + · · ·+A1(x)ξy(x) +A0(x)y(x) = 0,
(1)

ξ ∈ { ddx , E}, ãäå E � îïåðàòîð ñäâèãà:
Ey(x) = y(x + 1). Êâàäðàòíûå ìàòðèöû Ai(x),
i = 0, 1, . . . , r, èìåþò ïîðÿäîê m, èõ ýëåìåíòû
ïðèíàäëåæàò K[x], ïðè ýòîì Ar(x), A0(x) �
íåíóëåâûå âåäóùàÿ è òðåéëèíãîâàÿ ìàòðèöû;
y(x) = (y1(x), y2(x), . . . , ym(x))T � ñòîëáåö íåèç-
âåñòíûõ ôóíêöèé (T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ).
×èñëî r íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ñèñòåìû. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãîâîðîê, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èìååò ïîëíûé ðàíã,

∗×àñòè÷íàÿ ïîääåðæêà ÐÔÔÈ, ãðàíò 13-01-00182-a.

èëè, èíà÷å, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïîëíîãî ðàíãà,
ò.å. âõîäÿùèå â ñèñòåìó óðàâíåíèÿ íåçàâèñèìû
íàä êîëüöîì îïåðàòîðîâ K(x)[ξ]. Ñèñòåìà (1)
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå L(y) = 0, ãäå L �
ýòî îïåðàòîð

Ar(x)ξr + · · ·+A1(x)ξ +A0(x). (2)

Ðåøåíèå y(x) = (y1(x), y2(x), . . . , ym(x))T ∈
K(x)m ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.
Åñëè y(x) ∈ K[x]m, òî ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëèíîìèàëüíûì (÷àñòíûé ñëó÷àé ðàöèîíàëüíîãî
ðåøåíèÿ).
Õîðîøî èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, [1, 2, 3, 4, 5])

àëãîðèòìû ïîèñêà âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé
íîðìàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

ξy(x) = A(x)y(x), (3)

ãäå A(x) ∈ Matm(K(x)), ïðè ýòîì â ðàçíîñòíîì
ñëó÷àå ìàòðèöà A(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ îáðàòèìîé
â Matm(K(x)). Àëãîðèòìû èç [1, 2, 4, 5] îñíî-
âàíû íà íàõîæäåíèè íåêîòîðîãî óíèâåðñàëüíî-

ãî çíàìåíàòåëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé èñõîä-
íîé ñèñòåìû, èëè, êàê äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì
ïèñàòü, óíèâåðñàëüíîãî çíàìåíàòåëÿ äëÿ èñõîä-
íîé ñèñòåìû, ò.å. òàêîãî ïîëèíîìà U(x) ∈ K[x],
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÷òî åñëè ñèñòåìà èìååò ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå
y(x) ∈ K(x)m, òî îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
êàê 1

U(x)z(x), ãäå z(x) ∈ K[x]m. Çíàÿ óíèâåðñàëü-
íûé çíàìåíàòåëü, ìîæíî ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó

y(x) =
1

U(x)
z(x), (4)

ãäå z(x) = (z1, . . . , zm)T � âåêòîð íîâûõ íåèç-
âåñòíûõ, è ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó â ñè-
ñòåìó äëÿ z(x), à çàòåì ïðèìåíèòü îäèí èç àë-
ãîðèòìîâ ïîèñêà ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé (ñì.,
íàïðèìåð, [1, 2, 6]).
Çíà÷èòåëüíî ðåæå çàäà÷à ïîèñêà ðàöèîíàëü-

íûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàëàñü äëÿ ñèñòåì ïîë-
íîãî ðàíãà, èìåþùèõ âèä (1), êîãäà íå èñêëþ÷à-
åòñÿ âûðîæäåííîñòü ìàòðèö A0(x), Ar(x) � îä-
íîé èç íèõ èëè îáåèõ. Òåì íå ìåíåå ñîîòâåòñòâó-
þùèå àëãîðèòìû áûëè ïðåäëîæåíû â [7] (äèô-
ôåðåíöèàëüíûé ñëó÷àé) è [8] (ðàçíîñòíûé ñëó-
÷àé). Ýòè àëãîðèòìû òàêæå îñíîâàíû íà òîì,
÷òî íàéäåííûé íà îäíîì èç íà÷àëüíûõ ýòàïîâ
óíèâåðñàëüíûé çíàìåíàòåëü U(x) ïðèâëåêàåòñÿ
íà ñëåäóþùåì ýòàïå äëÿ ïîäñòàíîâêè (4), çàòåì
ñëåäóåò ïîèñê ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé ïîëó-
÷èâøåéñÿ íîâîé ñèñòåìû.
Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî èíîé ïîä-

õîä, îí îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè â ðÿä (ñ ïðî-
èçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè, âõîäÿùèìè ëèíåéíî
â åãî êîýôôèöèåíòû) îáùåãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé
ñèñòåìû (1). Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ïðåäâàðèòåëü-
íî íàéäåííûé óíèâåðñàëüíûé çíàìåíàòåëü U(x)
òå ðÿäû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàöèîíàëüíûì
ðåøåíèÿì, ñòàíîâÿòñÿ ïîëèíîìàìè. Äëÿ ðåàëè-
çàöèè ýòîé îáùåé ñõåìû â âèäå àëãîðèòìà ìû
ðàññìàòðèâàåì ôîðìàëüíûå ðÿäû ïî óáûâàþ-
ùèì ñòåïåíÿì (ìîæíî òàêæå ãîâîðèòü î ðàçëî-
æåíèè â ðÿä â òî÷êå ∞). Êàæäûé òàêîé ðÿä
ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñòåïåíåé x ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè è, âîçìîæíî,
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñòåïåíåé � ñ îòðèöàòåëüíû-
ìè. Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ñòåïåíüþ deg y(x) ðÿ-
äà y(x) íàèáîëüøèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè x, âõî-
äÿùåé â ðÿä y(x) ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì
(ò.å. ñ êîýôôèöèåíòîì, ÿâëÿþùèìñÿ íåíóëåâûì
ñòîëáöîì). Åñëè y(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íóëå-
âîé ðÿä, òî ïîëàãàåì deg y(x) = −∞.
Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

Ar(x)y(r)(x) + · · ·+A1(x)y′(x) +A0(x)y(x) = 0
(5)

ðàññìàòðèâàåìûå ðÿäû ïðèíàäëåæàò
Km((x−1)). Â ñëó÷àå ðàçíîñòíîé ñèñòåìû

Ar(x)y(x+ r) + · · ·+A1(x)y(x+ 1)+

+A0(x)y(x) = 0 (6)

ïðèâëåêàþòñÿ ðÿäû ïî ñòåïåíÿì xn (ñì., íàïðè-
ìåð, [9, ãë. 10]):

xn =


x(x− 1) . . . (x− n+ 1), åñëè n > 0,
1, åñëè n = 0,

1
(x+1)(x+2)...(x+|n|) , åñëè n < 0.

(7)
Äâóñòîðîííèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé

(xn)
n∈Z , (xn)

n∈Z
ìû áóäåì ïðèâëåêàòü êàê áàçèñû äëÿ ðàçëîæå-
íèÿ (ïðåäñòàâëåíèÿ ðÿäàìè) ðåøåíèé ñèñòåì ñî-
îòâåòñòâåííî â äèôôåðåíöèàëüíîì è ðàçíîñò-
íîì ñëó÷àÿõ. Ïóñòü ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû â ñîîòâåòñòâóþùåì áàçèñå èìååò êîýôôèöè-
åíòû v(n) = (v1(n), . . . , vm(n))T . Òîãäà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü v(n) óäîâëåòâîðÿåò èíäóöèðîâàííîé
ðåêóððåíòíîé ñèñòåìå

Bl(n)v(n+ l) +Bl−1(n)v(n+ l − 1) + · · ·+
+Bt(n)v(n+ t) = 0, (8)

ãäå öåëûå l, t òàêîâû, ÷òî l > t, è
Bt(n), . . . , Bl(n) ∈ Matm(K[n]) ([10]).
Ìû èñïîëüçóåì òåðìèí �èíäóöèðîâàííàÿ ðå-

êóððåíòíàÿ ñèñòåìà�, à íå �èíäóöèðîâàííàÿ ðàç-
íîñòíàÿ ñèñòåìà�, ïîä÷åðêèâàÿ ýòèì îñîáóþ ðîëü
èíäóöèðîâàííûõ ñèñòåì. Äëÿ êðàòêîñòè ìû ÷à-
ñòî áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî îá èíäóöèðîâàííûõ
ñèñòåìàõ. Èõ ïîñòðîåíèå îáñóæäàåòñÿ â ï. 2.2.
Âåëè÷èíà l− t íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ñèñòåìû (8).
Ðàññìàòðèâàÿ íà÷àëüíûå ÷ëåíû, êîýôôèöèåí-

òû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò èíäóöèðîâàííîé ñè-
ñòåìå (êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ ñòåïåíÿõ ïî íàøåìó ñîãëàøåíèþ ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé íóëåâûå âåêòîð-ñòîëáöû), ìû ìîæåì
ñòîëêíóòüñÿ êàê ñ òåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîäîë-
æåíèå ýòîãî íà÷àëüíîãî ôðàãìåíòà äî ôîðìàëü-
íîãî ðÿäà, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé ñè-
ñòåìû, òàê è ñ òåì, ÷òî òàêîå ïðîäîëæåíèå íåâîç-
ìîæíî. Ìû áóäåì â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü
îñòîðîæíûé òåðìèí ôîðìàëüíàÿ ñóììà, ïîíè-
ìàÿ ïîä ýòèì ôîðìàëüíóþ ñóììó

∑∞
n=N g(n)xn
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â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå è
∑∞

n=N g(n)xn �
â ðàçíîñòíîì, g(n) ∈ Km. Ïðè ýòîì g(n) = 0
ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n äëÿ êàæäîé êîí-
êðåòíîé ôîðìàëüíîé ñóììû, òåì ñàìûì êàæ-
äàÿ ôîðìàëüíàÿ ñóììà ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ. Åñëè f(x) ÿâëÿåòñÿ
ôîðìàëüíîé ñóììîé óêàçàííîãî âèäà è g(n) �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå êîýôôèöèåíòîâ, òî ÷èñëî
N áóäåì íàçûâàòü ãðàíèöåé ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîé ãðàíèöû îáîçíà÷åíèå
stp g(n). Íàèáîëüøåå òàêîå n, ÷òî g(n) 6= 0 â
ôîðìàëüíîé ñóììå f(x), ìû íàçûâàåì ñòåïåíüþ

f(x), èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå deg f(x); ïðè ýòîì
deg f(x) = −∞, åñëè ôîðìàëüíàÿ ñóììà f(x) ñî-
äåðæèò òîëüêî íóëåâûå ñëàãàåìûå.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g(n) êîýôôèöèåíòîâ

ôîðìàëüíîé ñóììû óäîâëåòâîðÿåò èíäóöèðîâàí-
íîé ñèñòåìå, òî ýòà ôîðìàëüíàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ
ïîä÷èíåííîé èñõîäíîé ñèñòåìå.
Íîâûé àëãîðèòì èñïîëüçóåò ïîñòðîåíèå ïîä-

÷èíåííûõ ñèñòåìå ôîðìàëüíûõ ñóìì, ãðàíèöû
êîòîðûõ âûáèðàþòñÿ íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì
îáðàçîì. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìû íå ìîæåì áåç ñóùå-
ñòâåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò îïðåäåëèòü,
äîïóñêàåò ëè òà èëè èíàÿ ôîðìàëüíàÿ ñóììà
ïðîäîëæåíèå äî ôîðìàëüíîãî ðÿäà, ÿâëÿþùåãî-
ñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû. Îäíàêî òå �ïî-
ëåçíûå� ôîðìàëüíûå ñóììû, êîòîðûå îòáèðàåò
àëãîðèòì, äîïóñêàþò òàêîå ïðîäîëæåíèå, � ìû
äîêàçûâàåì ýòî â ï. 4.3.
Íîâûé àëãîðèòì îáõîäèòñÿ áåç ïîäñòàíîâîê

âèäà (4), èñïîëüçóåìàÿ èì èíäóöèðîâàííàÿ
ñèñòåìà â äîñòàòî÷íî îáùåé ñèòóàöèè èìååò
ìåíüøèé ïîðÿäîê. Ïðè ðàâíûõ ïðî÷èõ óñëîâèÿõ
ýòî ÿâëÿåòñÿ íåñîìíåííûì ïðåèìóùåñòâîì íî-
âîãî àëãîðèòìà. Ïðîáëåìà ìîæåò âîçíèêíóòü ñ
÷èñëîì ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå
ïðåäñòîèò íàéòè ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîé ñè-
ñòåìû: ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì èíîãäà îáõîäèòñÿ
ìåíüøèì èõ ÷èñëîì.
Â ðàçäåëå 6 îïèñûâàåòñÿ êîìáèíèðîâàííûé,

ÿâëÿþùèéñÿ â êàêîé-òî ìåðå ýâðèñòè÷åñêèì, àë-
ãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ñîêðàùåíèÿ âû÷èñëèòåëü-
íûõ çàòðàò âûáèðàåò íà îñíîâå àíàëèçà ïðîìå-
æóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, ñëåäîâàòü ëè íîâîìó àë-
ãîðèòìó èëè æå ñòàíäàðòíîìó, îñíîâàííîìó íà
èñïîëüçîâàíèè óíèâåðñàëüíîãî çíàìåíàòåëÿ äëÿ
çàìåíû íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå è ïîñëåäóþùåì
ïîèñêå ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé.

Åñëè èñõîäíàÿ ñèñòåìà íåîäíîðîäíà è ïðà-
âàÿ åå ÷àñòü ïðèíàäëåæèò K[x]m, òî äîáàâ-
ëåíèåì ê y(x) äîïîëíèòåëüíîé (m + 1)-é
êîìïîíåíòû ym+1(x) ñ ïîñòîÿííûì çíà÷åíè-
åì 1, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó
â îäíîðîäíóþ (ïðåîáðàçîâàííûå ìàòðèöû
A0(x), A1(x), . . . , Ar(x) áóäóò ïðèíàäëåæàòü
Matm+1(K[x])). Ìû â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâà-
åì òîëüêî îäíîðîäíûå ñèñòåìû.

2. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

2.1. Îõâàòûâàþùèå ñèñòåìû

Âåäóùàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåîáðàòèìîé â Matm(K(x)), ò.å. âûðîæäåíîé, è
ýòî ïîðîæäàåò èçâåñòíûå òðóäíîñòè äëÿ ïîèñêà
ðåøåíèé. Àëãîðèòìû EGδ è EGσ ïîçâîëÿþò îá-
õîäèòü ïðåïÿòñòâèÿ òàêîãî ðîäà. Äëÿ ëþáîé ñè-
ñòåìû S âèäà (1) àëãîðèòì EGδ â äèôôåðåíöè-
àëüíîì ñëó÷àå, à àëãîðèòì EGσ � â ðàçíîñòíîì,
ñòðîÿò l-îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó S̄ ñ íåâûðîæ-
äåííîé âåäóùåé ìàòðèöåé Ār(x). Ïðè ýòîì ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S̄ ñîäåðæèò âñå ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû S.
Â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåìû S

ìîæíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà EGσ ïîìè-
ìî l-îõâàòûâàþùåé ñèñòåìû ïîñòðîèòü è
t-îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó ¯̄S âèäà (1) ñ íåâû-
ðîæäåííîé òðåéëèíãîâîé ìàòðèöåé ¯̄A0(x). Ïðè
ýòîì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ¯̄S ñîäåðæèò
âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû S.
Äîïîëíèòåëüíî àëãîðèòì EGσ íàõîäèò êîíå÷-

íîå ìíîæåñòâî C ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, ò.å. ëè-
íåéíûõ ñîîòíîøåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé yi(η+
j), i = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , r. Êàæäîå ëèíåéíîå
îãðàíè÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ èç îäíîãî èç óðàâíåíèé
ñèñòåìû íà íåêîòîðîì ýòàïå åå ïðåîáðàçîâàíèÿ: â
ýòî óðàâíåíèå ïîäñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðîå êîíêðåò-
íîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé. Ìû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè
ðåøåíèé â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ýëåìåí-
òàìè èç Km, äëÿ ýòîãî íàì áóäåò äîñòàòî÷íî
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ η ∈ Z.
Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ EGσ ïîëó÷àåòñÿ ïàðà
(S̃, C), ñ òåì æå ìíîæåñòâîì ðåøåíèé, ÷òî è S,
ïðè ýòîì âåäóùàÿ èëè ñîîòâåòñòâåííî òðåéëèí-
ãîâàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû S̃ íåâûðîæäåíà.
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Àëãîðèòì EGσ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ êàê ê èñ-
õîäíîé ðàçíîñòíîé ñèñòåìå, òàê è ê ñèñòåìå, ÿâ-
ëÿþùåéñÿ èíäóöèðîâàííîé äëÿ èñõîäíîé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé èëè ðàçíîñòíîé ñèñòåìû. Äëÿ
àëãîðèòìà EGδ â [11, ï. 4.2] ïðåäëîæåí, â ñðàâ-
íåíèè ñ [7], áîëåå ýêîíîìíûé ïî ÷èñëó îïåðàöèé
âàðèàíò.

Ïðèìå÷àíèå 1. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà S̃ ñ

ìíîæåñòâîì C ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Åñëè

ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå åå ðåøåíèÿ, ïðèíàä-

ëåæàùèå êëàññó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà

v(n) = (v1(n), . . . , vm(n))T ñî çíà÷åíèÿìè â Km

è îïðåäåëåííûõ ïðè N 6 n < ∞ (N ôèêñè-

ðîâàíî), òî âñå ïðèíàäëåæàùèå C ëèíåéíûå

îãðàíè÷åíèÿ, â êîòîðûå ñ íåíóëåâûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè âõîäÿò êàêèå-òî vi(η) ñ η < N
äîëæíû èãíîðèðîâàòüñÿ.

2.2. Èíäóöèðîâàííûå ðåêóððåíòíûå ñèñòåìû

Ê ñêàçàííîìó âî ââåäåíèè îá èíäóöèðîâàí-
íûõ ñèñòåìàõ äîáàâèì, ÷òî â äèôôåðåíöèàëü-
íîì ñëó÷àå èíäóöèðîâàííàÿ ðåêóððåíòíàÿ ñèñòå-
ìà ñòðîèòñÿ ïî èñõîäíîé ñèñòåìå ïðåîáðàçîâàíè-
åì

x→ E−1n ,
d

dx
→ (n+ 1)En, (9)

â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå � ïðåîáðàçîâàíèåì

x→ n+ E−1n , E → 1 + (n+ 1)En. (10)

([12, 13, 14]). Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ óäîáíî ïðèìå-
íÿòü, åñëè çàïèñàòü îïåðàòîð (2) â âèäå îïåðà-
òîðíîé ìàòðèöû:L11 . . . L1m

. . . . . . . . .
Lm1 . . . Lmm

 , (11)

Lij ∈ K[x, ξ], i, j = 1, . . . ,m. ßâíûå ôîðìóëû äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèé (9), (10), ïðèìåíÿåìûõ ê Lij , äà-
íû â [12, ï. 4.1, ï. 4.2]
Åñëè èñõîäíîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð

L âèäà (2), à ñèñòåìå (8) ñîîòâåòñòâóåò èíäóöè-
ðîâàííûé îïåðàòîð

R = Bl(n)Eln+Bl−1(n)El−1n + · · ·+Bt(n)Etn (12)

(En îáîçíà÷àåò ñäâèã ïî n: Env(n) = v(n+1)), òî
ðàâåíñòâî degL(y) = n0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêî-
òîðîãî öåëîãî n0 åñëè è òîëüêî åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü v(n) êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà y(x) óäîâëå-
òâîðÿåò ñèñòåìå R(v) = 0 äëÿ âñåõ n > t + n0
(çäåñü t òàêîå æå, êàê â (12)).
Ïóñòü f(x) � ðÿä èëè ôîðìàëüíàÿ ñóììà è

g(n) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êî-
ýôôèöèåíòîâ. Ïóñòü N0 ∈ Z, è åñëè f(x) � ýòî
ôîðìàëüíàÿ ñóììà, òî N0 > stp g(n). Áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç bf(x)cN0 ôîðìàëüíóþ ñóììó, ñî-
ñòîÿùóþ èç òåõ âõîäÿùèõ â f(x) ñëàãàåìûõ, ñòå-
ïåíè x â êîòîðûõ íå ìåíüøå, ÷åì N0.
Èç ñêàçàííîãî âûøå ëåãêî âûâîäèòñÿ ñëåäóþ-

ùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü L � îïåðàòîð (2),

R � åãî èíäóöèðîâàííûé îïåðàòîð (12) è öå-

ëîå t � òàêîå æå, êàê â îïåðàòîðå R. Ïóñòü
f(x) � ôîðìàëüíàÿ ñóììà, g(n) � åå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå

(i) åñëè N > stp g(n), òî degL(f(x)) 6
degL(bf(x)cN ).
(ii) ôîðìàëüíàÿ ñóììà f(x) ïîä÷èíåíà ñèñòå-

ìå L(y) = 0 åñëè è òîëüêî åñëè degL(f(x)) <
−t+ stp g(n).

2.3. Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íåíóëåâîãî ýëåìåíòà
a(x) =

∑
aix

i èç K((x)) åãî âàëþàöèÿ valx a(x)
îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

valx a(x) = min {i : ai 6= 0}, (13)

ïðè ýòîì valx 0 = ∞. Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âàëþàöèé àíàëèòè÷åñêèõ ðå-
øåíèé â îñîáûõ òî÷êàõ è ãðàíèö ñòåïåíåé ïîëè-
íîìèàëüíûõ ðåøåíèé ïðèìåíÿþòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ, íàçûâàåìûå îïðåäåëÿþùèìè �
ñì., íàïðèìåð, [15, ãë. IV]. Äëÿ íàõîæäåíèÿ àíà-
ëîãè÷íîãî ðîäà ãðàíèö äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íà-
ìè ñèñòåì óðàâíåíèé íóæíû êàêèå-òî âàðèàíòû
îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé. Ââåäåííûå â ï. 2.2 èí-
äóöèðîâàííûå ðåêóððåíòíûå ñèñòåìû ïîçâîëÿ-
þò ïîñòðîèòü òàêèå óðàâíåíèÿ.
Åñëè âåäóùàÿ ìàòðèöà Bl(n) ñèñòåìû (8) âû-

ðîæäåíà, òî äëÿ (8) ìîæíî ñ ïîìîùüþ EGσ ïî-
ñòðîèòü l-îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó

B̄l(n)v(n+ l) + B̄l−1(n)v(n+ l − 1) + · · ·+
+ B̄t(n)v(n+ t) = 0. (14)
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü
t-îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó

¯̄Bl(n)v(n+ l) + ¯̄Bl−1(n)v(n+ l − 1) + · · ·+
+ ¯̄Bt(n)v(n+ t) = 0. (15)

Èíòåðåñóþùèå íàñ ãðàíèöû ìîæíî íàéòè èç
íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

(i) Ïóñòü y(x) ∈ K((x))m � ðåøåíèå äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé (8) ÿâëÿåòñÿ
èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìîé. Òîãäà
çíà÷åíèå ν = valx y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

det B̄l(ν − l) = 0. (16)

(ii) Ïóñòü y(x) ∈ K[x]m � ðåøåíèå äèôôå-
ðåíöèàëüíîé èëè ðàçíîñòíîé ñèñòåìû, äëÿ êîòî-
ðîé (8) ÿâëÿåòñÿ èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé
ñèñòåìîé. Òîãäà çíà÷åíèå ν = deg y(x) óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ

det ¯̄Bt(ν − t) = 0 (17)

(çäåñü deg y(x) = maxmi=1 deg yi(x) äëÿ y(x) =
(y1(x), . . . , ym(x))T ∈ K[x]m).

Èñïîëüçóÿ ñèñòåìó (14) ïðè èçìåíåíèè n îò
−∞ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ìû ìîæåì
ïîëó÷èòü â íåêèé ìîìåíò, èñõîäÿ èç íóëåâûõ ýëå-
ìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íåíóëåâîé ýëåìåíò
òîëüêî åñëè òðåéëèíãîâàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (14)
îêàæåòñÿ âûðîæäåííîé, ýòî äàåò (i). Àíàëîãè÷íî
îáîñíîâûâàåòñÿ (ii).
Óðàâíåíèå (17) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû â
òî÷êå∞, è íàèáîëüøèé öåëûé íåîòðèöàòåëüíûé
êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåò âåðõíþþ ãðàíèöó
ñòåïåíåé ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé. Åñëè æå öå-
ëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ êîðíåé ó óðàâíåíèÿ (17)
íåò, òî ó èñõîäíîé ñèñòåìû çàâåäîìî íåò ïîëè-
íîìèàëüíûõ ðåøåíèé. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â
äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (16) ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ íàõîæäåíèÿ íèæíèõ
ãðàíèö âàëþàöèé ðåøåíèé â òî÷êå 0. (Ïîäñòàíîâ-
êà x+α âìåñòî x â èñõîäíóþ ñèñòåìó ïåðåâîäèò
òî÷êó α â òî÷êó 0.)
Ïðèìåíèòåëüíî ê (16), (17) íàçâàíèå �îïðå-

äåëÿþùåå óðàâíåíèå� èñïîëüçóåòñÿ â íåêîòîðîì
óñëîâíîì ñìûñëå, òàê êàê, íàïðèìåð, ïîëó÷àå-
ìûå ýòèì ïóòåì óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ åäèí-
ñòâåííûìè, îíè çàâèñÿò îò ïîñòðîåííûõ l- è
t-îõâàòûâàþùèõ ñèñòåì.

3. ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÛÉ ÇÍÀÌÅÍÀÒÅËÜ

Ìíîæåñòâî íîðìèðîâàííûõ íåïðèâîäèìûõ
ïîëèíîìîâ èç K[x] áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç
Irr(K[x]).

3.1. Äèôôåðåíöèàëüíûé ñëó÷àé

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû S ðàññìàò-
ðèâàåìîãî âèäà ìîæíî íàéòè l-îõâàòûâàþùóþ
ñèñòåìó S̄, è åñëè ðåøåíèå ñèñòåìû S èìååò îñî-
áåííîñòü â òî÷êå α, òî α � êîðåíü îïðåäåëèòå-
ëÿ âåäóùåé ìàòðèöû ñèñòåìû S̄. Óìåíèå ñ ïî-
ìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðåäåëÿþùåãî óðàâ-
íåíèÿ íàõîäèòü íèæíþþ ãðàíèöó eα âàëþàöèè â
òî÷êå α ëþáîãî èç ðåøåíèé ñèñòåìû S ïîçâîëÿ-
åò ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíûé çíàìåíàòåëü. Çàìå-
òèì, ÷òî åñëè îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå êàêîìó-òî α, íå èìååò öåëûõ êîðíåé,
òî S íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé. Ìîæíî
äîáàâèòü ê ñêàçàííîìó, ÷òî ãðàíèöû ei îäèíàêî-
âû äëÿ âñåõ êîðíåé αi êàæäîãî ìíîæèòåëÿ ëåâîé
÷àñòè îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ è ýòî èñïîëü-
çóåòñÿ â âû÷èñëåíèÿõ ([16]). Ïóñòü ïîëèíîìàì
p1(x), . . . , ps(x) ∈ Irr(K[x]) ñîîòâåòñòâóþò îòðè-
öàòåëüíûå öåëûå e1, . . . , es. Òîãäà â êà÷åñòâå óíè-
âåðñàëüíîãî çíàìåíàòåëÿ ìîæåò áûòü âçÿò ïîëè-
íîì

U(x) =
s∏
i=1

p−eii (x). (18)

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ïîëè-
íîì

Ũ(x) =

s∏
i=1

p−ei+ri (x), (19)

à òàêæå ÷èñëî

ρ = r

s∑
i=1

deg pi(x). (20)

3.2. Ðàçíîñòíûé ñëó÷àé

Åñëè p(x) ∈ Irr(K[x]), f(x) ∈ K[x], òî
valp(x)f(x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíîå
n ∈ N òàêîå, ÷òî pn(x)|f(x) (valp(x)0 = ∞),
è valp(x)F (x) = valp(x)f(x) − valp(x)g(x) äëÿ

F (x) = f(x)
g(x) , f(x), g(x) ∈ K[x]. Ýòî îïðåäåëåíèå

ñîãëàñóåòñÿ ñ (13).
Äëÿ p(x) ∈ Irr(K[x]), f(x) ∈ K[x]\{0} ìû îïðå-

äåëÿåì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

Np(x)(f(x)) = {k ∈ Z : p(x+ k) | f(x)};
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ïðè Np(x)(f(x)) = ∅ ïîëàãàåì maxNp(x)(f(x)) =
−∞, minNp(x)(f(x)) = +∞.
Çíàìåíàòåëü denF (x) ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

F (x) � ýòî ïîëèíîì íàèìåíüøåé âîçìîæíîé
ñòåïåíè ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì
òàêîé, ÷òî F (x) = f(x)

denF (x) äëÿ íåêîòîðîãî
ïîëèíîìà f(x). Çíàìåíàòåëü denA(x) ìàò-
ðèöû A(x) ∈ Matm(K(x) � ýòî íàèìåíüøåå
îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé ýëåìåíòîâ ìàò-
ðèöû A(x). Ïóñòü Ār(x) � âåäóùàÿ ìàòðèöà
l-îõâàòûâàþùåé ñèñòåìû è ¯̄A0(x) � òðåéëèíãî-
âàÿ ìàòðèöà t-îõâàòûâàþùåé ñèñòåìû äëÿ (6).
Ïîëîæèì

V (x) = denĀ−1r (x−r), W (x) = den ¯̄A−10 (x). (21)

Îäèí èç àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ óíèâåð-
ñàëüíîãî çíàìåíàòåëÿ ñîñòîèò èç äâóõ øà-
ãîâ. Íà ïåðâîì øàãå ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî
Q = {q1(x), . . . , qs(x)}, s > 1, âñåõ òàêèõ
ýëåìåíòîâ èç Irr(K[x]), ÷òî

minNqt(V (x)) = 0, maxNqt(W (x)) > 0,

t = 1, . . . , s. Äëÿ êàæäîãî qt(x) ∈ Q îïðåäåëÿåòñÿ

dt = maxNqt(W (x)).

Ìíîæåñòâî âñåõ p(x), äëÿ êîòîðûõ p(x) = qt(x+
i) ïðè íåêîòîðûõ t, i, 1 6 t 6 s, 0 6 i 6 dt,
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M .
Íà âòîðîì øàãå âû÷èñëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûé

çíàìåíàòåëü ∏
p(x)∈M

pγp(x)(x), (22)

ãäå

γp(x) = min

∑
n∈N

valp(x+n)V (x),

∑
n∈N

valp(x−n)W (x)

 . (23)

Åñëè ó÷èòûâàòü ñîâïàäåíèÿ γp(x) äëÿ ðàçëè÷-
íûõ (èíîãäà ìíîãèõ) p(x), îòëè÷àþùèõñÿ äðóã
îò äðóãà ñäâèãîì íà öåëîå ÷èñëî, òî âû÷èñëåíèÿ
ñóùåñòâåííî óñêîðÿþòñÿ ([4, 5, 17, 8]).
Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîëèíîì

Ũ(x) = lcmr
i=0U(x+ i), (24)

ãäå lcm îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü

µt =
dt

max
i=0

valqt(x+i)U(x), (25)

t = 1, . . . , s, è

ρ = r
s∑
t=1

µt deg qt(x). (26)

Òîãäà ðàâåíñòâî

deg Ũ(x) = degU(x+ j) + ρ (27)

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . , r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðóêòóðà óíèâåðñàëüíîãî
çíàìåíàòåëÿ U(x), ïîëó÷àåìîãî óïîìÿíóòûì àë-
ãîðèòìîì, òàêîâà, ÷òî äëÿ Ũ(x) = lcmr

j=0U(x+j)
èìååì

di+r∑
i=0

valqt(x+i)Ũ(x) =

di∑
i=0

valqt(x+i)U(x) + rµt,

t = 1, . . . , s. Ïîýòîìó

deg Ũ(x) = degU(x) + r
s∑
t=1

µt deg qt(x),

è òàê êàê degU(x) = degU(x + j) äëÿ ëþáîãî j,
òî deg Ũ(x) − degU(x + j) = r

∑s
t=1 µt deg qt(x).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (27) âûïîëíåíî. �

Ïðèìå÷àíèå 2. Âåëè÷èíû µ1, . . . , µs è ρ ìîãóò
áûòü íàéäåíû ïðè ïîñòðîåíèè U(x) áåç äîïîë-

íèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

Êàê â äèôôåðåíöèàëüíîì, òàê è â ðàçíîñòíîì
ñëó÷àÿõ ìû èìååì

deg Ũ(x)− degU(x) = ρ. (28)

4. ÏÎÈÑÊ ×ÈÑËÈÒÅËÅÉ ÄËß
ÈÇÂÅÑÒÍÎÃÎ ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÎÃÎ

ÇÍÀÌÅÍÀÒÅËß

4.1. Ïîëèíîìèàëüíûå ðåøåíèÿ

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì èçâåñòíóþ çàäà÷ó ïîèñêà
ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåì.
Ïîñëå òîãî, êàê ïîñòðîåíà èíäóöèðîâàííàÿ ñè-

ñòåìà è äëÿ íåå, â ñëó÷àå íàäîáíîñòè, íàéäåíà
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t-îõâàòûâàþùàÿ ñèñòåìà, ìû îïðåäåëÿåì âåðõ-
íþþ ãðàíèöó N ñòåïåíåé âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ
ðåøåíèé êàê íàèáîëüøèé öåëûé íåîòðèöàòåëü-
íûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (17). Åñëè òàêèõ êîðíåé
íåò, òî çàêëþ÷àåì, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà íå èìå-
åò ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé. Â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, ïîëó÷à-
åìûõ âìåñòå ñ t-îõâàòûâàþùåé ñèñòåìîé, äàåò
âîçìîæíîñòü óòî÷íèòü ãðàíèöó N ([7, ðàçä. 3]),
ìû çäåñü íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîì. Äëÿ
ôàêòè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ðå-
øåíèé ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ, íî â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñïîëü-
çóåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíîå ïîñòðîåíèå êîýôôè-
öèåíòîâ ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ
ïîëó÷åííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû (ñì., íàïðè-
ìåð, [6]).
Ïåðåïèøåì (15) â âèäå

¯̄Bt(n)v(n+ t) = − ¯̄Bt+1(n)v(n+ t+ 1)− · · ·
· · · − ¯̄Bl−1(n)v(n+ l − 1)− ¯̄Bl(n)v(n+ l). (29)

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî v(n) = 0 ïðè n > N , íàéäåì
ïîñëåäîâàòåëüíî

v(N), v(N − 1), . . . , v(0), v(−1), . . . , v(−l + t).

Äëÿ ýòîãî ïðè ôèêñèðîâàííîì n ìû ðàññìàò-
ðèâàåì (29) êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî v(n + t). Ïðè n =
N − t,N − t− 1, . . . â ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì áó-
äóò âõîäèòü ïîñòîÿííûå, íàáîð êîòîðûõ áóäåò
ìåíÿòüñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó çíà÷åíèþ
n, êîëü ñêîðî ìàòðèöà â ëåâîé ÷àñòè î÷åðåäíîé
ñèñòåìû (29) îêàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, ñèñòåìà äîëæíà áûòü ñîâìåñòíîé, è ýòî
ìîæåò äàâàòü ñîîòíîøåíèÿ (ëèíåéíûå àëãåáðàè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ) äëÿ ðàíåå ââåäåííûõ ïîñòî-
ÿííûõ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçíèêàþò íîâûå ïî-
ñòîÿííûå, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî ðàçíîñòè ÷èñëà
m è ðàíãà ìàòðèöû ëåâîé ÷àñòè. Ê ïîëó÷åííûì
ëèíåéíûì àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì íàäî äî-
áàâèòü óðàâíåíèÿ

v(−1) = 0, v(−2) = 0, . . . , v(−l + t) = 0 (30)

îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ, à òàêæå ëèíåéíûå
îãðàíè÷åíèÿ, â êîòîðûå ïîäñòàâëåíû íóëè
âìåñòî íåèçâåñòíûõ vi(η) ïðè η < 0 è η > N .
Ïîëó÷åííîå â èòîãå ìíîæåñòâî âûðàæåíèé

v(N)xN + v(N − 1)xN−1 + · · · + v(0) ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé
èñõîäíîé ñèñòåìû (ïîñòîÿííûå âõîäÿò ëèíåéíî
â v(N), v(N − 1), . . . , v(0)).

4.2. Çàìåíà íåèçâåñòíûõ è ïîðÿäîê

èíäóöèðîâàííîé ñèñòåìû

Ìû ïðåäïîëàãàåì äàëåå, ÷òî äëÿ èñõîäíîé ñè-
ñòåìû L(y) = 0 óíèâåðñàëüíûé çíàìåíàòåëü
U(x) ïîñòðîåí ïî ôîðìóëàì (18), (22). Ïðåäïîëà-
ãàåì òàêæå, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (19), (20), (24),
(26) íàéäåíû Ũ(x) è ρ. Ïîäñòàíîâêà (4) â èñõîä-
íóþ ñèñòåìó L(y) = 0 è ïîñëåäóþùèé ïåðåõîä
ê ñèñòåìå ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
äîñòèãàåòñÿ ïåðåõîäîì îò îïåðàòîðà L ê îïåðà-
òîðó

L1 = Ũ(x)L
1

U(x)
. (31)

Èíäóöèðîâàííûå ðåêóððåíòíûå îïåðàòîðû äëÿ
L è L1 áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
R è R1. Âåëè÷èíû t è l îïðåäåëÿþòñÿ, èñõîäÿ èç
îïåðàòîðà R (ñì. (12)). Àíàëîãè÷íûå âåëè÷èíû,
ñâÿçàííûå ñ R1, áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç l1, t1.
Âàëþàöèåé ìàòðèöû áóäåì ñ÷èòàòü íàèìåíüøóþ
èç âàëþàöèé åå ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâåííî ñòåïå-
íüþ ìàòðèöû áóäåì ñ÷èòàòü íàèáîëüøóþ èç ñòå-
ïåíåé ýëåìåíòîâ.

Ïðåäëîæåíèå 3. Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

(i) ordR1 − ordR 6 ρ;
(ii) ordR 6 ordL− t è ordR1 6 ordL− t1.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äëÿ ñêà-
ëÿðíûõ îïåðàòîðîâ, ò.å. äëÿm = 1. Â îáùåì ñëó-
÷àå L äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îïåðàòîð-
íîé ìàòðèöû (11), àíàëîãè÷íî äåëî îáñòîèò ñ R.
(i) Ìîæíî ïðîñëåäèòü, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå

îïåðàòîðà L ïðè ïåðåõîäå îò L ê L1 ïðåîáðàçó-
åòñÿ òàê, ÷òî ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâóþùåãî èíäó-
öèðîâàííîãî îïåðàòîðà óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå,
÷åì íà ρ.
(ii) Èìååì ordR = l − t è ordR = l1 − t1, ïðè

ýòîì l, l1 6 ordL. �

4.3. Äîìíîæåíèå íà óíèâåðñàëüíûé

çíàìåíàòåëü

Óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ
êëþ÷åâûì äëÿ îáîñíîâàíèÿ íîâîãî àëãîðèòìà
ïîèñêà ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x) � ïîä÷èíåííàÿ ñèñòå-

ìå L(y) = 0 ôîðìàëüíàÿ ñóììà, v(n) � ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü åå êîýôôèöèåíòîâ è

stp v(n) = −ordL+ t− ρ− degU(x). (32)

Ïóñòü â ïðîèçâåäåíèè U(x)f(x), çàïèñàííîì â

äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå ïî ñòåïåíÿì x, à â

ðàçíîñòíîì � ïî ñòåïåíÿì xn, âñå ñòåïåíè

x ñ ïîêàçàòåëÿìè −1, . . . ,−ordR − ρ èìåþò

íóëåâûå êîýôôèöèåíòû. Òîãäà èñõîäíàÿ ñè-

ñòåìà L(y) = 0 èìååò ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå
1

U(x)bU(x)f(x)c0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî L1(U(x)f(x)) =
Ũ(x)L(f(x)). Òàê êàê ôîðìàëüíàÿ ñóììà f(x)
ïîä÷èíåíà èñõîäíîé ñèñòåìå, òî ïî ïðåäëîæå-
íèþ 1(ii) è ðàâåíñòâó (32) èìååì degL(f(x)) <
−ordL− ρ− degU(x). Ó÷èòûâàÿ (28), ïîëó÷àåì

degL1(U(x)f(x)) = degU(x) + ρ+ L(f(x)) <

< degU(x) + ρ− ordL− ρ− degU(x) =

= −ordL.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3(ii) âûïîëíÿåòñÿ −ordL 6
−t1 − ordR1, è

degL1 (U(x)f(x)) < −t1 − ordR1. (33)

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g(n) êîýôôèöè-
åíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ U(x)f(x) ìû èìååì
stp g(n) = stp v(n) + valx U(x). Ïîêàæåì,
÷òî −ordR1 > stp g(n). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü, ÷òî −ordR1 > stp v(n) + degU(x),
à ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (32) è
ïðåäëîæåíèÿ 3. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1(i) ñëåäóåò,
÷òî

degL1(bU(x)f(x)c−ordR1) < −t1 − ordR1.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1(ii) êîýôôèöèåíòû
ôîðìàëüíîé ñóììû bU(x)f(x)c−ordR1 óäîâëå-
òâîðÿþò ðåêóððåíòíîé ñèñòåìå ñ îïåðàòîðîì
R1. Íî ñàìûå ïîñëåäíèå êîýôôèöèåíòû ýòîé
ôîðìàëüíîé ñóììû â ðàâíîì ordR1 êîëè÷åñòâå
� ýòî íóëè, òàê êàê ñòåïåíè x ñ ïîêàçàòåëÿìè
−1, . . . ,−ordR− ρ èìåþò ïî óñëîâèþ â U(x)f(x)
íóëåâûå êîýôôèöèåíòû. Â ñèëó ïðåäëîæå-
íèÿ 3(i) ordR1 6 ordR+ ρ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
äîïîëíèòü bU(x)f(x)c−ordR1 äî áåñêîíå÷íîãî
ðÿäà ñëàãàåìûìè ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè,

òî âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ
ýòîãî ðÿäà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå ñ
îïåðàòîðîì R1. Îòñþäà bU(x)f(x)c0 ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû L1(y) = 0.

�

Ïðèìå÷àíèå 3. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà âñåõ

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå R(v) = 0 ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé ñ ãðàíèöåé (32) âûïîëíÿåòñÿ

ñ ìåíüøèìè çàòðàòàìè, åñëè òðåéëèíãî-

âàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû íåâûðîæäåíà. Åñëè

â ñëó÷àå åå âûðîæäåííîñòè ïðè ïåðåõîäå ê

t-îõâàòûâàþùåé ñèñòåìå ¯̄R(v) = 0 âîçíèêàåò

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî C ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé,

òî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì â ïðèìå-

÷àíèè 1 èç ýòîãî ìíîæåñòâà óäàëÿþòñÿ

íåêîòîðûå èç åãî ýëåìåíòîâ, ïðè ýòîì (32)

âûñòóïàåò â ðîëè N èç ïðèìå÷àíèÿ 1.

4.4. Çàâåðøåíèå ïîèñêà ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé

Òåîðåìà 1 è ïðèìå÷àíèå 3 ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ
íàõîæäåíèÿ ÷èñëèòåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ óíè-
âåðñàëüíîìó çíàìåíàòåëþ U(x), ìû ìîæåì äåé-
ñòâîâàòü äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà ñõîäíî ñ òåì,
êàê ïðè ïîèñêå ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé, ðàñ-
ñìîòðåííîì â ï. 4.1, íî òåïåðü ñèñòåìà (15) áó-
äåò èíäóöèðîâàííîé ñèñòåìîé äëÿ èñõîäíîé ñè-
ñòåìû: ïîäñòàíîâêà (4) íå ïðèâëåêàåòñÿ. Ñèñòå-
ìà (29) ÿâëÿåòñÿ, êàê è ðàíüøå, t-îõâàòûâàþùåé
ñèñòåìîé äëÿ (15), çàïèñàííîé óäîáíûì äëÿ íà-
øèõ öåëåé îáðàçîì. Ìû ïî-ïðåæíåìó ðàññìàò-
ðèâàåì (29) êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî v(n + t), òåïåðü
òàêèå ñèñòåìû ðåøàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ
n = e∗, e∗−1, . . . ,−ordL+ t−ρ−degU(x). Âíîâü
áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ ïîñòîÿííûå, íàáîð êîòîðûõ áó-
äåò ìåíÿòüñÿ, êîãäà ìàòðèöà â ëåâîé ÷àñòè î÷å-
ðåäíîé ñèñòåìû (29) îêàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé
(âîçíèêàþò ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
äëÿ ðàíåå ââåäåííûõ ïîñòîÿííûõ è âîçíèêàþò
íîâûå ïîñòîÿííûå). Ôîðìàëüíàÿ ñóììà ñ íàé-
äåííûìè êîýôôèöèåíòàìè óìíîæàåòñÿ íà U(x).
Êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ x ñ ïîêàçàòåëÿìè
−1,−2, . . . ,−ordR − ρ èç ïîëó÷åííîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ïðèðàâíèâàþòñÿ íóëþ. Ê ïîëó÷åííûì ëè-
íåéíûì àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äîáàâëÿåì
íå îòáðîøåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèìå÷àíèåì
3 ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ, â êîòîðûå ïîäñòàâëå-
íû íóëè âìåñòî íåèçâåñòíûõ vi(η) ïðè η < 0 è
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η > e∗ + degU(x). Ðåøèâ îáðàçîâàâøóþñÿ ñè-
ñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ìû,
òåì ñàìûì, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì ìíîæåñòâî
ïîñòîÿííûõ, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèç-
âîëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðåîáðàçîâàííûå â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ íàéäåííûìè ðåøåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû
ñëàãàåìûå, â êîòîðûõ ïîêàçàòåëè ñòåïåíè ïðè x
ëåæàò â äèàïàçîíå îò 0 äî e∗ + degU(x), äàþò
íàì èñêîìûå ÷èñëèòåëè ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé.

4.5. Ïðèìåíåíèå ðåêóððåíòíîãî îïåðàòîðà

âìåñòî óìíîæåíèÿ íà ïîëèíîì

Ïðè óìíîæåíèè ðÿäà èëè ôîðìàëüíîé ñóììû
f(x) íà ïîëèíîì U(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êî-
ýôôèöèåíòîâ f(x) ïðåîáðàçóåòñÿ ïðèìåíåíèåì
ðåêóððåíòíîãî îïåðàòîðà SU(x), êîòîðûé ìîæåò
áûòü ïîñòðîåí, èñõîäÿ èç ïîëèíîìà U(x), ñ ïî-
ìîùüþ (9) â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå è (10) �
â ðàçíîñòíîì.
Â ïðåäëîæåííîì â ï. 4.4 ïîäõîäå ê ïîèñ-

êó ÷èñëèòåëåé ìîæíî íåïîñðåäñòâåííîå óìíîæå-
íèå ôîðìàëüíîé ñóììû çàìåíèòü íà ïðèìåíåíèå
ê êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ
ýòîé ñóììû íåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãî ðåêóððåíòíî-
ãî îïåðàòîðà (îïåðàòîð ïðèìåíÿåòñÿ íåçàâèñèìî
êî âñåì êîìïîíåíòàì âåêòîðà). Êàê áóäåò ïîêà-
çàíî â ðàçäåëå 6.1, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿ-
åò óñòàíîâèòü äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ ïðåèìóùå-
ñòâî íîâîãî àëãîðèòìà â ñðàâíåíèè ñî ñòàíäàðò-
íûì.

5. ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÉ È ÍÎÂÛÉ
ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÏÎÈÑÊÀ ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ

ÐÅØÅÍÈÉ

Äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ ñòàíäàðòíîãî è íîâî-
ãî àëãîðèòìîâ, êîòîðîå áóäåò ïðîâåäåíî â ï. 6.1,
ìû íóìåðóåì øàãè íîâîãî àëãîðèòìà öèôðàìè
1, 2, 3, ..., à øàãè ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà � 1◦,
2◦, 3◦, ... Åñëè â îïèñàíèè íåêîòîðîãî øàãà àëãî-
ðèòìà äèôôåðåíöèàëüíûé è ðàçíîñòíûé ñëó÷àè
ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçäåëüíî, òî îíè ïîìå÷àþòñÿ
ïîñðåäñòâîì d/dx è ñîîòâåòñòâåííî E.

5.1. Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì

1◦. (d/dx) Ñ ïîìîùüþ EGδ (ï. 2.1) ïîñòðî-
èòü äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû l-îõâàòûâàþùóþ ñè-
ñòåìó è íàéòè ïîòåíöèàëüíûå îñîáûå �òî÷êè�

(íåïðèâîäèìûå ïîëèíîìû), � ñì. ï. 3.1. Äëÿ
êàæäîé èç ýòèõ �òî÷åê� íàéòè (ñäâèãîì, ïîñòðî-
åíèåì èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû
è èñïîëüçîâàíèåì EGσ) íàèìåíüøèé öåëûé êî-
ðåíü ñîîòâåòñòâóþùåãî åé îïðåäåëÿþùåãî ïîëè-
íîìà. Åñëè ïðè ýòîì ó êàêîãî-òî èç ýòèõ ïîëè-
íîìîâ íåò öåëûõ êîðíåé, òî STOP. Èíà÷å ïóñòü
p1(x), . . . , ps(x) � ïîòåíöèàëüíûå îñîáûå �òî÷êè�,
êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò íàèìåíüøèå öåëûå êîð-
íè e1, . . . , es ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Íàé-
òè óíèâåðñàëüíûé çíàìåíàòåëü, ïîëîæèâ U(x) =
p−e11 (x) . . . p−ess (x).
(E) Ïðèìåíÿÿ ê èñõîäíîé ñèñòåìå EGσ (ï. 2.1),

íàéòè l− è t−îõâàòûâàþùèå ñèñòåìû. Ïîñòðî-
èòü ïîëèíîìû V (x),W (x) è ïî íèì � óíèâåð-
ñàëüíûé çíàìåíàòåëü U(x) ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç
èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ, íàïðèìåð, àëãîðèòìà èç
[5] (ñì. ï. 3.2).

2◦. Âûïîëíèòü ïîäñòàíîâêó (4) â èñõîäíóþ ñè-
ñòåìó L(y) = 0 è èçáàâèòüñÿ îò çíàìåíàòåëåé,
ïåðåõîäÿ ê ñèñòåìå L1(y) = 0 âèäà (31) ñ ïîëè-
íîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

3◦. Ïîñòðîèòü äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû
L1(y) = 0 èíäóöèðîâàííóþ ñèñòåìó R1(v) = 0,
ïðèìåíèòü ê íåé EGσ è ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíóþ
ñèñòåìó R̄1(v) = 0 ñ íåâûðîæäåííîé òðåéëèí-
ãîâîé ìàòðèöåé. (Ïðè ýòîì, âîçìîæíî, áóäåò
äîïîëíèòåëüíî ïîëó÷åíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî C
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé.) Åñëè ó îïðåäåëèòåëÿ
ýòîé ìàòðèöû íåò íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ
êîðíåé, òî STOP. Èíà÷å ïîëàãàåì ē ðàâíûì
íàèáîëüøåìó èç òàêèõ êîðíåé.

4◦. Íàéòè ïîëèíîìèàëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
L1(y) = 0, èñïîëüçóÿ ē êàê âåðõíþþ ãðàíèöó ñòå-
ïåíåé ýòèõ ðåøåíèé (ï. 4.1). Ýòî äàñò ÷èñëèòåëè,
ñîîòâåòñòâóþùèå óíèâåðñàëüíîìó çíàìåíàòåëþ
U(x).

5.2. Íîâûé àëãîðèòì

Ê òåì îòëè÷èÿì íîâîãî àëãîðèòìà îò ñòàí-
äàðòíîãî, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âî ââåäåíèè,
ìû äîáàâëÿåì ïðèâëå÷åíèå íåêîòîðîé ñòðàòå-
ãèè ïðîâåðêè îòñóòñòâèÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøå-
íèé, ïðîèçâîäèìîé íà ðàííèõ ñòàäèÿõ âû÷èñëå-
íèé ([18, 19]). Ýòà ïðîâåðêà íå óâåëè÷èâàåò âû-
÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ No 2 2015



78 ÀÁÐÀÌÎÂ

1. (d/dx) Òå æå ïîñòðîåíèÿ, ÷òî è íà øà-
ãå 1◦(d/dx) ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà, è äîïîëíè-
òåëüíîå âû÷èñëåíèå ρ � ñì. (20).

(E) Ïðèìåíÿÿ ê èñõîäíîé ñèñòåìå EGσ,
íàéòè l- è t-îõâàòûâàþùèå ñèñòåìû. Ïîñòðîèòü
ïîëèíîìû V (x),W (x) è ïî íèì � óíèâåðñàëü-
íûé çíàìåíàòåëü U(x) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà èç
[5] (ñì. ï. 3.2), ïîïóòíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ρ
(ñì. (26)).

2. Äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ïîñòðîèòü èíäóöèðî-
âàííóþ ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó R(v) = 0. Ñ ïî-
ìîùüþ EGσ íàéòè äëÿ íåå t-îõâàòûâàþùóþ ñè-
ñòåìó R̄(v) = 0 ñ íåâûðîæäåííîé òðåéëèíãîâîé
ìàòðèöåé, ïîëó÷àÿ äîïîëíèòåëüíî êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî C ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Íàéòè îïðåäå-
ëÿþùåå óðàâíåíèå. Åñëè îíî íå èìååò öåëûõ êîð-
íåé, òî STOP, èíà÷å âû÷èñëèòü íàèáîëüøèé öå-
ëûé êîðåíü e∗. Åñëè e∗ + degU(x) < 0, òî STOP.

3. Íàéòè ÷èñëèòåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå óíèâåð-
ñàëüíîìó çíàìåíàòåëþ U(x), ñëåäóÿ ïóòè, óêà-
çàííîìó â ï. 4.4 è ï. 4.5.

6. ÊÎÌÁÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ

6.1. Ñðàâíåíèå çàòðàò

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî çíàìåíàòåëÿ
U(x) ñòàíäàðòíûé è íîâûé àëãîðèòìû âûïîëíÿ-
þò îäèíàêîâûå äåéñòâèÿ (øàãè 1◦ è 1).
Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì âûïîëíÿåò ïîäñòàíîâ-

êó (4) â ñèñòåìó L(y) = 0 è èçáàâëÿåòñÿ â ïî-
ëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìå îò çíàìåíàòåëåé (øàã 2◦),
çàòåì ñòðîèò èíäóöèðîâàííóþ ñèñòåìó R1(v) =
0, ïðèìåíÿåò ê íåé EGσ è ïîëó÷àåò ñèñòåìó
R̄1(v) = 0 ñ íåâûðîæäåííîé òðåéëèíãîâîé ìàò-
ðèöåé (øàã 3◦). Ñ ïîìîùüþ ýòîé ñèñòåìû íà
øàãå 4◦ ñòðîÿòñÿ êîýôôèöèåíòû òåõ ñëàãàåìûõ
ôîðìàëüíîé ñóììû, ïîêàçàòåëè ñòåïåíè â êîòî-
ðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

{ē, ē− 1, . . . ,−ord R̄1}. (34)

Íîâûé àëãîðèòì ñòðîèò íà øàãå 2 ðåêóððåíò-
íóþ ñèñòåìó R̄(v) = 0 è ñ åå ïîìîùüþ íà øàãå 3
îïðåäåëÿåò äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû òå ÷ëåíû ñî-
îòâåòñòâóþùåé ôîðìàëüíîé ñóììû, ïîêàçàòåëè
ñòåïåíè â êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

{e∗, e∗ − 1, . . . ,−ordL+ t− ρ− degU(x)}. (35)

Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì èñïîëüçóåò ē â êà÷å-
ñòâå âåðõíåé ãðàíèöû ñòåïåíåé ïîëèíîìîâ, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëèòåëÿìè, ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè óíèâåðñàëüíîìó çíàìåíàòåëþ U(x). Äëÿ íî-
âîãî àëãîðèòìà â ýòîì êà÷åñòâå âûñòóïàåò e∗ +
degU(x). Ðàâåíñòâî

ē = e∗ + degU(x), (36)

èìååò ìåñòî, â ÷àñòíîñòè, åñëè e∗ è ē ÿâëÿþòñÿ
òî÷íûìè âåðõíèìè ãðàíèöàìè ïîêàçàòåëåé ñòå-
ïåíåé x â ðåøåíèÿõ ñèñòåì L(y) = 0 è ñîîò-
âåòñòâåííî L1(y) = 0 â âèäå ðÿäîâ ïî óáûâàþ-
ùèì ñòåïåíÿì x. Ëþáàÿ èç âåëè÷èí e∗ è ē ìîæåò
áûòü áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåé âåðõíåé ãðàíèöû,
è ìû íå ìîæåì çàðàíåå âû÷èñëèòü ðàñõîæäåíèÿ.
Ìíîãîå çàâèñèò îò òîãî, êàê ïðèìåíÿëñÿ àëãî-
ðèòì EGσ ê èíäóöèðîâàííûì ñèñòåìàì (ýòîò àë-
ãîðèòì îñíîâàí íà èñêëþ÷åíèÿõ ïî òèïó èñêëþ-
÷åíèé Ãàóññà, è â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ âîçìîæåí
òîò èëè èíîé âûáîð óðàâíåíèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ â
íåì èñêëþ÷åíèÿ). Ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå î âû-
ïîëíåíèè ðàâåíñòâà (36) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðàçóì-
íûì ïðè ñðàâíåíèè çàòðàò ñòàðîãî è íîâîãî àë-
ãîðèòìîâ (ôàêòè÷åñêè æå âîçìîæíî êàê e∗ > ē,
òàê è e∗ 6 ē). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3, ÷èñëî
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà (34) íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà (35). Îäíàêî ïðè l = ordL
è ordR1 = ordR + ρ ýòè ìíîæåñòâà ñîäåðæàò
îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Ýòè äâà ðàâåíñòâà
÷àñòî îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè.
Ñëåäóÿ íîâîìó àëãîðèòìó, íà øàãå 3 íàäî

óìíîæèòü ïîëó÷åííóþ ôîðìàëüíóþ ñóììó íà
U(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ρ > degU(x). (37)

Êàê ïîêàçàíî â ï. 4.5, óìíîæåíèå ôîðìàëü-
íîé ñóììû íà U(x) ýêâèâàëåíòíî ïðèìåíåíèþ
ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ôîð-
ìàëüíîé ñóììû ðåêóððåíòíîãî îïåðàòîðà, ïîðÿ-
äîê êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ degU(x). Ïðè ýòîì
êàæäîå ñëàãàåìîå ôîðìàëüíîé ñóììû èìååò êî-
ýôôèöèåíò â âèäå âåêòîðà c m êîìïîíåíòàìè èç
ïîëÿ K. Ðåêóððåíòíûé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé óìíîæåíèþ íà U(x), çàïèñûâàåòñÿ êàê ñêà-
ëÿðíûé îïåðàòîð. Çàòðàòû íà ïîñòðîåíèå ðåêóð-
ðåíòíîé ñèñòåìû R1(v) = 0 íå ìåíüøå îáùèõ çà-
òðàò íà ïîñòðîåíèå ñèñòåìû R(v) = 0 è îïåðàòî-
ðà SU(x). Óìíîæåíèå êîýôôèöèåíòà òàêîãî îïå-
ðàòîðà íà âåêòîð èç Km òðåáóåò m óìíîæåíèé â
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ïîëå K, à äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðè÷íîãî êîýôôè-
öèåíòà îïåðàòîðà ïîòðåáóåòñÿm2 òàêèõ óìíîæå-
íèé èm(m−1) ñëîæåíèé. Èñïîëüçóÿ íîâûé àëãî-
ðèòì, ïðè âû÷èñëåíèè êàæäîãî ñëàãàåìîãî ôîð-
ìàëüíîé ñóììû ìû ïîëó÷àåì ýêîíîìèþ ñ àñèìï-
òîòè÷åñêîé îöåíêîé Ω(mu), ãäå u = degU(x).
Íîâûé àëãîðèòì îáõîäèòñÿ áåç ïîäñòàíîâ-

êè (4), èñïîëüçóåìàÿ èì èíäóöèðîâàííàÿ ñèñòå-
ìà â äîñòàòî÷íî îáùåé ñèòóàöèè èìååò ìåíüøèé
ïîðÿäîê. Ïðè ðàâíûõ ïðî÷èõ óñëîâèÿõ â ýòîì
ïðîÿâëÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâî íîâîãî àëãîðèòìà.
Ïðîáëåìà ìîæåò âîçíèêíóòü ñ ÷èñëîì ýëåìåí-
òîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå ïðåäñòîèò
âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû.
Íèæå îïèñûâàåòñÿ êîìáèíàöèÿ ðàññìîòðåííûõ
ñòàíäàðòíîãî è íîâîãî àëãîðèòìîâ.

6.2. Ïðîâåðÿåìîå óñëîâèå

Êàê âèäíî èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé, ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (37) ìîæíî áåç áîëüøî-
ãî ðèñêà ðàññ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî øàã 3 ïî-
òðåáóåò ìåíüøèõ çàòðàò, ÷åì 4◦. Øàã 2 âûãëÿ-
äèò ìåíåå çàòðàòíûì, ÷åì ïîñëåäîâàòåëüíûå øà-
ãè 2◦, 3◦. Ïðåäëàãàåòñÿ îò÷àñòè ýâðèñòè÷åñêèé
âàðèàíò àëãîðèòìà:

1) Øàã 1.
2) Åñëè âûïîëíÿåòñÿ (37), òî øàãè 2, 3.
3) Åñëè íåò, òî øàãè 2◦, 3◦, 4◦.

Ïðè ïîèñêå ÷èñëèòåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàé-
äåííîìó óíèâåðñàëüíîìó çíàìåíàòåëþ, ýòîò
êîìáèíèðîâàííûé âàðèàíò îïèðàåòñÿ íà âûáîð
ìåæäó ñòàíäàðòíûì è íîâûì àëãîðèòìîì.
Îïðåäåëÿþùåå âûáîð óñëîâèå ìîæíî ïûòàòüñÿ
çàìåíèòü êàêèì-òî äðóãèì, ÷òî, âîçìîæíî, äàñò
áîëåå ýôôåêòèâíóþ êîìáèíàöèþ àëãîðèòìîâ.
Àâòîð áëàãîäàðèò À. Ãåôôàð çà ïðîäóêòèâ-

íîå îáñóæäåíèå ïåðâîíà÷àëüíîãî çàìûñëà ñòà-
òüè è Ä. Å. Õìåëüíîâà, âíèìàòåëüíî ïðî÷èòàâ-
øåãî ñòàòüþ è ñäåëàâøåãî ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷à-
íèé.
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