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Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è: äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûìè
ðÿäàìè; âûÿñíèòü, èìååò ëè ýòà ñèñòåìà ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ â òî÷êå 0 è åñëè äà, òî íàéòè èõ. Êàæ-
äûé ñòåïåííîé ðÿä, ÿâëÿþùèéñÿ êîýôôèöèåíòîì èñõîäíîé ñèñòåìû, çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäó-
ðû, âû÷èñëÿþùåé êîýôôèöèåíò ðÿäà ïî èíäåêñó ýòîãî êîýôôèöèåíòà, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ
èçâåñòíûì çàðàíåå, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò ïîëíûé ðàíã, ò.å. óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íåçàâèñèìû.
Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â Maple.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â [9] áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ
âñåõ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé èìåþùåé ïðîèçâîëü-
íûé ïîðÿäîê ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñè-
ñòåìû ïîëíîãî ðàíãà ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè (ñì. òàêæå [1, ðàçä. 7.4]). Â íàñòîÿ-
ùåé ñòàòüå ìû áóäåì îñíîâûâàòüñÿ íà áîëåå îá-
ùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îá èñõîäíîé äèôôåðåíöè-
àëüíîé ñèñòåìå, ñ÷èòàÿ, ÷òî åå êîýôôèöèåíòû
ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûìè ðÿäàìè.
Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå: Q ⊆ K ⊆ C. Äëÿ

êîëüöà ïîëèíîìîâ è ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-
öèé îò x íàä K ìû â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì
îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ K[x] è K(x). Êîëüöî ôîð-
ìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò x íàä K îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç K[[x]], ïîëå ôîðìàëüíûõ ëîðàíîâûõ
ðÿäîâ � ÷åðåç K((x)). Äëÿ íåíóëåâîãî ýëåìåíòà
a(x) =

∑
aix

i èç K((x)) åãî âàëþàöèÿ valx a(x)
îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

valx a(x) = min {i : ai 6= 0}, (1)

ïðè ýòîì valx 0 =∞. Âàëþàöèÿ âåêòîðà èëè ìàò-
ðèöû ñ êîìïîíåíòàìè-ðÿäàìè, ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé
ìèíèìóìó âàëþàöèé êîìïîíåíò.
∗×àñòè÷íàÿ ïîääåðæêà ÐÔÔÈ, ãðàíò 13-01-00182-a.

Åñëè R � íåêîòîðîå êîëüöî (â ÷àñòíîñòè, ïî-
ëå), òî Matm(R) îáîçíà÷àåò êîëüöî êâàäðàò-
íûõ ìàòðèö ïîðÿäêà m ñ ýëåìåíòàìè èç R. ×å-
ðåç Im îáîçíà÷àåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà
m. Îáîçíà÷åíèå MT èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìàòðèöû,
òðàíñïîíèðîâàííîé ê M .
Íàì áóäåò óäîáíî çàïèñûâàòü äèôôåðåíöè-

àëüíûå ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè θ = x d
dx

âìåñòî îáû÷íîé îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
d
dx (ïåðåõîä îò îäíîé ôîðìû çàïèñè ê äðóãîé âû-
ïîëíÿåòñÿ ëåãêî). Áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñèñòå-
ìû âèäà

Ar(x)θry +Ar−1(x)θr−1y + · · ·+A0(x)y = 0, (2)

ãäå y = (y1, y2, . . . , ym)T � âåêòîð íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé îò x. Îòíîñèòåëüíî

A0(x), A1(x), . . . , Ar(x) (3)

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ai(x) ∈ Matm(K[[x]]), i =
0, 1, . . . , r, ïðè ýòîì Ar(x) (âåäóùàÿ ìàòðèöà ñè-
ñòåìû) ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâîé. Ìû áóäåì èìåòü äå-
ëî ñ ñèñòåìàìè, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ íåçàâèñèìû
íàä K((x))[θ], òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ òàê-
æå ñèñòåìàìè ïîëíîãî ðàíãà. Äëÿ ñèñòåì ïîëíîãî
ðàíãà áóäåò ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èõ
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ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé, ò.å. ðåøåíèé âèäà

y(x) = xλw(x), (4)

ãäå λ ∈ K̄, w(x) ∈ K̄((x))m[lnx], K̄ � àëãåáðàè÷å-
ñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ K. Êàæäîå òàêîå ðåøåíèå
çàïèñûâàåòñÿ áîëåå ïîäðîáíî êàê

xλ
k∑
s=0

gs(x) lns x, (5)

ãäå k ∈ N (ò.å. k ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì öå-
ëûì) è gs(x) ∈ K̄((x))m, s = 0, 1, . . . , k. Åñëè
minks=0 valx gs(x) = 0, òî λ íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòå-
ëåì ðåøåíèÿ (4), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � åãî ïîêà-
çàòåëåì ïî ìîäóëþ 1. Åñëè λ ÿâëÿåòñÿ äëÿ ðå-
ãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ y(x) ïîêàçàòåëåì ïî ìîäóëþ
1, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü òàêæå, ÷òî y(x) äîïóñ-
êàåò ìíîæèòåëü xλ èëè ÷òî xλ � äîïóñòèìûé
ìíîæèòåëü ðåøåíèÿ y(x). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè
xλ � äîïóñòèìûé ìíîæèòåëü íåêîòîðîãî íåíóëå-
âîãî ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ, òî xλ

′
áóäåò äîïóñòè-

ìûì ìíîæèòåëåì ýòîãî æå ðåøåíèÿ åñëè è òîëü-
êî åñëè λ−λ′ ∈ Z. Ïðè ïåðåõîäå â (5) îò xλ ê xλ′

ïîìåíÿþòñÿ âàëþàöèè ðÿäîâ gs(x).
Íàáîð

xλ1 , xλ2 , . . . , xλs (6)

íàçîâåì ïîëíûì íàáîðîì äîïóñòèìûõ ìíîæèòå-
ëåé ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû S, åñëè
� ñðåäè ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ýëåìåíòîâ íàáîðà

(6) íåò ðàçëè÷àþùèõñÿ íà öåëîå ÷èñëî,
� êàæäûé ýëåìåíò xλi íàáîðà (6) ÿâëÿåòñÿ äî-

ïóñòèìûì ìíîæèòåëåì äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëå-
âîãî ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû S,
� äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ðåãóëÿðíîãî ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû S ñðåäè (6) íàéäåòñÿ äîïóñòèìûé
äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ìíîæèòåëü.
Âñå ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ çàäàííîé ñèñòåìû,

äîïóñêàþùèå îäèí è òîò æå ìíîæèòåëü, îáðàçó-
þò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C. Íàø àëãîðèòì
ïîçâîëÿåò íàõîäèòü äëÿ äàííîé ñèñòåìû äîïó-
ñòèìûå ìíîæèòåëè (ñ òî÷íîñòüþ äî öåëûõ ñëà-
ãàåìûõ â ïîêàçàòåëÿõ ñòåïåíè) è ñòðîèòü áàçè-
ñû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé. ×òî-
áû óòî÷íèòü çàäà÷ó íàäî óñëîâèòüñÿ, êàê çàäà-
þòñÿ áåñêîíå÷íûå ðÿäû â èñõîäíîé ñèñòåìå è â
êàêîì âèäå ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû
â âûäàâàåìûõ àëãîðèòìîì ðåçóëüòàòàõ. Îòíîñè-
òåëüíî èñõîäíûõ äàííûõ ìû áóäåì îñíîâûâàòü-

ñÿ íà äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíîì ïîäõîäå, ñ÷è-
òàÿ, ÷òî êàæäûé èç ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñèñòåìû, çàäàí àëãîðèò-
ìè÷åñêè: äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a(x) =

∑∞
i=0 aix

i

êàêîé-ëèáî ìàòðèöû èç (3) èçâåñòåí íåêîòîðûé
àëãîðèòì Ξa, âû÷èñëÿþùèé äëÿ i ∈ N çíà÷åíèå

Ξa(i) = ai. (7)

Èç [5, ïðåäë. 2] ñëåäóåò, ÷òî ïðè óêàçàííîì
ïðåäñòàâëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåì àëãîðèò-
ìè÷åñêè íåðàçðåøèìû êàê çàäà÷à ïðîâåðêè
íåçàâèñèìîñòè óðàâíåíèé íàä K[[x]] [θ], òàê
è çàäà÷à ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â
K((x))m \ {0} (ò.å. ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî
ëîðàíîâà ðåøåíèÿ). Ïðè ýòîì ëåãêî âèäåòü,
÷òî ëîðàíîâû ðåøåíèÿ � ýòî ïðîñòåéøèé âèä
ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé. Íî ìû ïðåäïîëàãàåì
èçâåñòíûì çàðàíåå, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò
ïîëíûé ðàíã (ò.å. ÷òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íåçà-
âèñèìû íàä K[[x]][θ]). Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â [4]
ïðèâåäåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ëîðàíîâûõ ðåøå-
íèé. Ýòîò àëãîðèòì áóäåò èãðàòü ñóùåñòâåííóþ
ðîëü â äàëüíåéøåì, î íåì áóäåò ñêàçàíî â
ðàçäåëå 2.
Çäåñü äîáàâèì, ÷òî äëÿ äàëüíåéøåãî íåñóùå-

ñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ëè Ξa â (7) íàñòîÿùèì àëãî-
ðèòìîì ñ äîñòóïíûì äëÿ íàñ îïèñàíèåì, èëè æå
ýòî íåêîòîðàÿ ïðîöåäóðà (�÷åðíûé ÿùèê�), ïðèí-
öèï ðàáîòû êîòîðîé íåÿñåí è ñêðûò îò íàñ. Àë-
ãîðèòìè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþòñÿ íå âñå ìûñëèìûå
ðÿäû, íàø àëãîðèòì ðàáîòàåò è ñ äðóãèìè ðÿäà-
ìè. Íèæå ìû íå ñòàíåì îòâëåêàòüñÿ íà ýòî îá-
ñòîÿòåëüñòâî è áóäåì ãîâîðèòü îá àëãîðèòìè÷å-
ñêîì ïðåäñòàâëåíèè ðÿäîâ, íî ôàêòè÷åñêàÿ ñòî-
ðîíà äåëà òàêîâà, êàê îíà òîëüêî ÷òî áûëà îáðè-
ñîâàíà.
Óòî÷íèì ïðåäñòàâëåíèå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé,

êîòîðûå âûäàåò àëãîðèòì êàê ðåçóëüòàò ñâîåé
ðàáîòû. Íà÷íåì ñ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ, âàæíîãî
äëÿ äàëüíåéøåãî. Ïóñòü l ∈ Z ∪ {−∞} è a(x) ∈
K̄((x)). Îïðåäåëèì l-óñå÷åíèå a〈l〉(x) êàê ðåçóëü-
òàò çàìåíû âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà a(x) ïðè
ñòåïåíÿõ x, áîëüøèõ èëè ðàâíûõ l, íóëÿìè; åñëè
l = −∞, òî a〈l〉(x) = 0. Òàêèì îáðàçîì, a〈l〉(x) �
ýòî âñåãäà ëîðàíîâ ïîëèíîì, ò.å. ýëåìåíò êîëüöà
K̄[x, x−1]. Àíàëîãè÷íî, ìû áóäåì ãîâîðèòü è î
l-óñå÷åíèè ñèñòåìû, ïîëó÷àþùåìñÿ èç èñõîäíîé
ñèñòåìû ïóòåì çàìåíû âñåõ âõîäÿùèõ â åå êî-
ýôôèöèåíòû ðÿäîâ íà èõ l-óñå÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì
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÷åðåç WS(λ) ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé
ñèñòåìû S, äîïóñêàþùèõ ìíîæèòåëü xλ, è ÷åðåç
W
〈l〉
S (λ) � ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç WS(λ)

çàìåíîé êàæäîãî ýëåìåíòà âèäà (5) íà

xλ
k∑
s=0

g〈l〉s (x) lns x

(òàêèì îáðàçîì, WS(λ) ñîâïàäàåò ñ WS(λ + n)
ïðè ëþáîì n ∈ Z, íî ýòî, îäíàêî, íåëüçÿ ãà-
ðàíòèðîâàòü äëÿ W 〈l〉S (λ) è W

〈l〉
S (λ + n)). Ââèäó

êîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà WS(λ) î÷åâèäíî,

÷òî âàëþàöèè ðÿäîâ gs(x) è g
〈l〉
s (x) îãðàíè÷åíû

ñíèçó. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l
âûïîëíåíî dimWS(λ) = dimW

〈l〉
S (λ).

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ðå-
ãóëÿðíûõ ðåøåíèé, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ïðåäëàãà-
åìûì â ñòàòüå àëãîðèòìîì. Ìû íàçîâåì åå çàäà-
÷åé PR. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíû ñèñòåìà S
âèäà (2) ïîëíîãî ðàíãà è d ∈ N.

PR: Íàéòè ïîëíûé íàáîð äîïóñòèìûõ ìíîæèòå-
ëåé íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû S. Îïðå-
äåëèòü òàêîå l0 ∈ Z, ÷òî äëÿ êàæäîãî xλ

èç ýòîãî íàáîðà WS(λ) = dimW
〈l〉
S (λ) ïðè

âñåõ l > l0, è íàéòè áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
W
〈l0+d〉
S (λ).

Èìååò ñìûñë íàïîìíèòü, ÷òî â ñêàëÿðíîì ñëó-
÷àå çàäà÷à ïîèñêà ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ìîæåò
áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ, èçâåñò-
íûõ èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Àëãîðèòì Ã. Ôðîáåíèóñà îñ-
íîâàí íà èññëåäîâàíèè êîðíåé îïðåäåëÿþùåãî
óðàâíåíèÿ ([2, ãë. IV], [16], [19, ãë. V]). Ïðè ýòîì
ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ íå òîëüêî
çíà÷åíèÿ êîðíåé îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ, íî è
êðàòíîñòü êîðíåé, à òàêæå íàëè÷èå êîðíåé, îòëè-
÷àþùèõñÿ íà öåëîå ÷èñëî. Àëãîðèòì Ë. Õåôô-
òåðà ([17, ãë. II, VIII], [19, ãë. V]) ñòðîèò áàçèñ
(âîçìîæíî ïóñòîé) ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé, äîïóñ-
êàþùèõ ìíîæèòåëü xλ, íå âõîäÿ ïðè ýòîì â ðàñ-
ñìîòðåíèå êðàòíîñòè êîðíÿ λ è âîïðîñà î ñóùå-
ñòâîâàíèè äðóãèõ êîðíåé, îòëè÷àþùèõñÿ îò λ íà
öåëîå ÷èñëî. Èìåííî áëàãîäàðÿ ýòîìó àëãîðèòì
Õåôôòåðà îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì äëÿ îáîá-
ùåíèÿ íà ñèñòåìû ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà: àë-
ãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîòîðîå óäàåòñÿ ïîñòðî-
èòü äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû êàê íåêîòî-
ðûé àíàëîã óðàâíåíèÿ, íàçûâàåìîãî â ñêàëÿðíîì

ñëó÷àå îïðåäåëÿþùèì, ìîæåò, íàïðèìåð, ñîäåð-
æàòü ëèøíèå êîðíè, íå íåñóùèå èíôîðìàöèè î
ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ñèñòåìû.
Â [14] àëãîðèòì Õåôôòåðà áûë îáîáùåí íà

ñëó÷àé ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà y′(x) = A(x)y(x).
Îáîáùåíèå àëãîðèòìà Õåôôòåðà äëÿ ñëó÷àÿ ñè-
ñòåì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ïîëèíîìèàëüíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè áûëî ïðåäëîæåíî â [9]. Åñ-
ëè âåäóùàÿ ìàòðèöà èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëü-
íîé ñèñòåìû íåâûðîæäåíà, òî äëÿ ñèñòåì ïðîèç-
âîëüíîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí òàê-
æå àëãîðèòì èç [13], îñíîâàííûé íà äðóãîì ïîä-
õîäå. Ïðè ýòîì â [14], [13] õîòÿ è ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè
ðÿäàìè, íî ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ òàêèõ ðÿäîâ
íå îáñóæäàåòñÿ (â òåõ ïðèìåðàõ, êîòîðûå äàþò-
ñÿ â ýòèõ ïóáëèêàöèÿõ, â êà÷åñòâå êîýôôèöèåí-
òîâ âûñòóïàþò, â îñíîâíîì, ðàöèîíàëüíûå ôóíê-
öèè). Â ýòèõ ðàáîòàõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî
ðÿäà, áóäü òî èçíà÷àëüíî çàäàííûé ðÿä èëè ðÿä,
ïîëó÷èâøèéñÿ âûïîëíåíèåì êàêèõ-òî îïåðàöèé
íàä äðóãèìè ðÿäàìè, ìîæíî ïðîâåðèòü, ðàâåí ëè
îí íóëþ.
Â íàøåé ñòàòüå ìû ñëåäóåì ïîäõîäó Õåôô-

òåðà, îáîáùàÿ åãî íà ñèñòåìû ïðîèçâîëüíîãî
ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè-ðÿäàìè, çàäàííûìè
àëãîðèòìè÷åñêè; â ðàçäåëå 4 ïðåäëàãàåòñÿ àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è PR, î åãî ðåàëèçàöèè â
Maple ([20]) ðàññêàçûâàåòñÿ â ðàçäåëå 5.

2. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ËÎÐÀÍÎÂÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

2.1. Óñå÷åííûå ëîðàíîâû ðåøåíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç VS ïðîñòðàíñòâî ëîðàíîâûõ
ðåøåíèé ñèñòåìû S è ÷åðåç V 〈l〉S , l ∈ Z, ïðîñòðàí-
ñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñóòü l-óñå÷åíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà VS . Àëãîðèòì
èç [4] ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó, êîòîðóþ ìû íà-
çîâåì çàäà÷åé PL. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíû
ñèñòåìà S âèäà (2) ïîëíîãî ðàíãà è d ∈ N.

PL: Îïðåäåëèòü òàêîå l0 ∈ Z, ÷òî dimVS =

dimV
〈l〉
S ïðè âñåõ l > l0, è íàéòè áàçèñ ïðî-

ñòðàíñòâà V 〈l0+d〉
S .

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è PL îñíîâûâàåòñÿ íà
ðàññìîòðåíèè ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû, êîòîðîé
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óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåí-
òîâ ëþáîãî ëîðàíîâà ðåøåíèÿ èñõîäíîé äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ñèñòåìû. Îá ýòèõ ðåêóððåíòíûõ ñè-
ñòåìàõ áóäåò ñêàçàíî â ï. 2.2. Ðåêóððåíòíûå ñè-
ñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê �óäîáíîìó âèäó� ñ ïîìîùüþ
EG-àëãîðèòìà ([3, 6, 7, 1]), òî÷íåå � íåêîòîðî-
ãî ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà ýòîãî àëãîðèòìà ([4]).
Ýòîò âàðèàíò â îáùèõ ÷åðòàõ ìû îáñóäèì â
ï. 2.3.

2.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ
ëîðàíîâà ðåøåíèÿ

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå E äëÿ îïå-
ðàòîðà ñäâèãà, ïðèìåíåíèå ýòîãî îïåðàòîðà ê
êàêîé-ëèáî äâóñòîðîííåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
a(n) äàåò äâóñòîðîííþþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
b(n) = a(n+ 1), n ∈ Z.
Ïðåîáðàçîâàíèå

x→ E−1, x−1 → E, θ → n (8)

îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì

M : Dm → Em (9)

êîëüöà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Dm =
Matm(K((x)))[θ] íà êîëüöî ðåêóððåíòíûõ îïåðà-
òîðîâ Em = Matm(K[n])((E−1)) è ïåðåâîäèò èñ-
õîäíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó S â èíäóöè-
ðîâàííóþ ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó

B0(n)z(n) +B−1(n)E−1z(n) + · · · = 0, (10)

êîòîðóþ òàêæå ìîæíî çàïèñàòü êàê

B0(n)z(n) +B−1(n)z(n− 1) + · · · = 0,

ãäå

• z(n) = (z1(n), . . . , zm(n))T � ñòîëáåö òà-
êèõ íåèçâåñòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ÷òî
zi(n) = 0 ïðè âñåõ îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n,
äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå |n| äîñòàòî÷íî âåëè-
êî, i = 1, 2, . . . ,m,

• B0(n), B−1(n), · · · ∈ Matm(K[n]), êàæäûé
ýëåìåíò ëþáîé èç ýòèõ ìàòðèö åñòü ïîëèíîì
ñòåïåíè íå âûøå r,

• B0(n) � íåíóëåâàÿ ìàòðèöà (âåäóùàÿ ìàò-
ðèöà ñèñòåìû (10)).

Äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå,
äàþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ðàññìàòðè-
âàëîñü ðàíåå â [8], [12], [11], äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåì �
â [4].
Ïîëó÷àåìàÿ ïðèìåíåíèåìM èíäóöèðîâàííàÿ

ñèñòåìà R èìååò ïîëíûé ðàíã (ò.å. óðàâíåíèÿ ñè-
ñòåìû (10) íåçàâèñèìû íàä K(n)[[E−1]]), åñëè è
òîëüêî åñëè èñõîäíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòå-
ìà S èìååò ïîëíûé ðàíã ([4]). Ñèñòåìà S èìååò
ëîðàíîâî ðåøåíèå y(x) = z(ν)xν + z(ν+ 1)xν+1 +
. . . , åñëè è òîëüêî åñëè äâóñòîðîííÿÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

. . . , 0, 0, z(ν), z(ν + 1), . . .

âåêòîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ óäîâëåòâîðÿåò èíäó-
öèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìå R âèäà (10),
ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

B0(ν)z(ν) = 0,
B0(ν + 1)z(ν + 1) +B−1(ν + 1)z(ν) = 0,
B0(ν + 2)z(ν + 2) +B−1(ν + 2)z(ν + 1)+

+B−2(ν + 2)z(ν) = 0,
. . .

Åñëè ìàòðèöà B0(n) íåâûðîæäåíà, òî ìíîæå-
ñòâî êîðíåé åå îïðåäåëèòåëÿ äàñò êîíå÷íîå íàä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âàëþàöèé âñåõ ëîðàíîâûõ
ðåøåíèé ñèñòåìû S. Íî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòà
ìàòðèöà âûðîæäåíà, äàæå êîãäà íåâûðîæäåíà
âåäóùàÿ ìàòðèöà Ar(x) ñèñòåìû S.

2.3. EG-àëãîðèòì

Èçëîæèì îñíîâíóþ èäåþ ïðåäëîæåííîãî
â [4] ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà EG-àëãîðèòìà
(â äàëüíåéøåì îí áóäåò èìåíîâàòüñÿ ïðîñòî
EG-àëãîðèòìîì). Åãî íàçíà÷åíèå � ïåðåõîä
îò ñèñòåìû (10) ê ðåêóððåíòíîé ñèñòåìå ñ
íåâûðîæäåííîé âåäóùåé ìàòðèöåé.
Âìåñòå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ñàìîé èíäóöèðî-

âàííîé ñèñòåìû ìû áóäåì ïîïóòíî èçìåíÿòü
âåêòîð γ = (γ1, γ2, . . . , γm) ñ íåîòðèöàòåëüíû-
ìè öåëûìè êîìïîíåíòàìè. Ïåðâîíà÷àëüíî γ =
(r, r, . . . , r).
Øàã �ðåäóêöèÿ + ñäâèã� ïðåîáðàçîâàíèÿ ðå-

êóððåíòíîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ:

(a) Åñëè ñòðîêè âåäóùåé ìàòðèöû ëèíåéíî çà-
âèñèìû íàä K(n) ñ êîýôôèöèåíòàìè çàâè-
ñèìîñòè

v1(n), v2(n), . . . , vm(n) ∈ K[n], (11)
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òî ïîëîæèòü

µ = max
06j6m
vj(n)6=0

(γj + deg vj(n)).

Âûáðàòü òàêîå i, ÷òî

0 6 i 6 m, vi(n) 6= 0, γi + deg vi(n) = µ,
(12)

è çàìåíèòü i-å óðàâíåíèå èíäóöèðîâàííîé
ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèåé âñåõ åå óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè
v1(n), v2(n), . . . , vm(n). (Â èòîãå i-ÿ ñòðîêà
âåäóùåé ìàòðèöû ñòàíîâèòñÿ íóëåâîé. Ýòîò
ýòàï íàçûâàåòñÿ ðåäóêöèåé.)

(b) Ïðèìåíèòü îïåðàòîð E ê i-ìó óðàâíåíèþ ñè-
ñòåìû, ïîëó÷èâøåéñÿ ïîñëå ðåäóêöèè. (Ýòîò
ýòàï íàçûâàåòñÿ ñäâèãîì.)

(c) Óâåëè÷èòü çíà÷åíèå γi íà deg vi(n), ò.å. âû-
ïîëíèòü γi := µ .

Ïðîöåññ ïîâòîðåíèÿ øàãîâ �ðåäóêöèÿ + ñäâèã�
íèêîãäà íå ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ óðàâíåíèÿ ñ
íóëåâîé ëåâîé ÷àñòüþ, ò.å. ê óðàâíåíèþ 0 =
0, òàê êàê óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïðåäïîëàãàþò-
ñÿ íåçàâèñèìûìè íàä K(n)[[E−1]]. Â [4] äîêà-
çàíà çàâåðøèìîñòü ýòîãî ïðîöåññà: â íåêîòîðûé
ìîìåíò ñòðîêè âåäóùåé ìàòðèöû îêàçûâàþòñÿ
íåçàâèñèìûìè íàä K(n).
Ýòàï ðåäóêöèè ìîæåò ïîðîäèòü ìíîæåñòâî ëè-

íåéíûõ îãðàíè÷åíèé èç-çà óìíîæåíèé ïðåîáðàçó-
åìûõ óðàâíåíèé íà ïîëèíîìû, èìåþùèå öåëûå
êîðíè. Äîïóñòèì, ìû çàìåíÿåì i-å óðàâíåíèå ñè-
ñòåìû ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âñåõ åå óðàâíåíèé
ñ êîýôôèöèåíòàìè v1(n), v2(n), . . . , vm(n), è ïðè
ýòîì n0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì vi(n). Äëÿ ëþáîãî ðå-
øåíèÿ y(x) =

∑∞
n=ν z(n)xn, ν 6 n0, èñõîäíîé ñè-

ñòåìû äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüñÿ ëèíåéíîå îãðà-
íè÷åíèå

[B0(n0)]i,∗ z(n0) + [B−1(n0)]i,∗ z(n0 − 1) + . . .

· · ·+ [B−n0+ν(n0)]i,∗ z(ν) = 0, (13)

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

[M ]i,∗ , 1 6 i 6 m,

äëÿ (1 × m)-ìàòðèöû, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ i-é
ñòðîêîé (m×m)-ìàòðèöû M .

×èñëî n0, âõîäÿùåå â (13), áóäåì íàçûâàòü èí-
äåêñîì ýòîãî ëèíåéíîãî îãðàíè÷åíèÿ.
Êàê è â ñëó÷àå ñèñòåì ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè ([1, ðàçä. 8.1]), àëãîðèòì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòå-
ìû ìîæåò áûòü àäàïòèðîâàí äëÿ ðàáîòû ñ íåîä-
íîðîäíûìè ñèñòåìàìè. Ïóñòü èñõîäíàÿ ñèñòåìà,
äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ïîñòðîåíèå
èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû, èìååò
âèä

Ar(x)θry +Ar−1(x)θr−1y + · · ·+A0(x)y = b(x),

ïðè ýòîì åå ëåâàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷à-
ñòüþ ñèñòåìû (2), à ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè â âèäå ðÿäîâ Ëî-
ðàíà:

b(x) =

∞∑
n=ν

r(n)xn,

ãäå ν � âàëþàöèÿ ïðàâîé ÷àñòè, r(n), n ∈ Z, �
âåêòîðû êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ Ëîðàíà. Òîãäà
ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóþùåé èíäóöèðîâàííîé
ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû áóäåò ðàâíà r(n) (äëÿ
n < ν ïîëàãàåì r(n) = 0). Êîìïîíåíòû ïðà-
âîé ÷àñòè ïðè âûïîëíåíèè øàãîâ �ðåäóêöèÿ +
ñäâèã� íå ïîêèäàþò ñâîèõ ìåñò, íî ó÷àñòâóþò
â ýòàïå ðåäóêöèè è ê íèì ïðèìåíÿåòñÿ îïåðà-
òîð E íà ýòàïå ñäâèãà. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåãó-
ëÿðíûõ ðåøåíèé èìåþùåé ïðîèçâîëüíûé ïîðÿ-
äîê ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ïîë-
íîãî ðàíãà ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè ([9]) âîçíèêàëà íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ èí-
äóöèðîâàííûõ ðåêóððåíòíûõ ñèñòåì, îòëè÷àþ-
ùèõñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü ïðàâîé ÷àñòüþ, è
äëÿ òîãî, ÷òîáû EG-àëãîðèòì ïðèìåíÿëñÿ òîëü-
êî îäèí ðàç äëÿ âñåõ òàêèõ ñèñòåì, ïðè åãî ïðè-
ìåíåíèè èñïîëüçîâàëàñü ïðàâàÿ ÷àñòü îáùåãî âè-
äà, òî åñòü îíà ïðåäñòàâëÿëàñü â âèäå âåêòîðà
r(n) = (r1(n), r2(n), . . . , rm(n))T , êîìïîíåíòû êî-
òîðîãî çàäàâàëèñü â âèäå íåîïðåäåëåííûõ ôóíê-
öèé ri(n), i = 1, 2, . . . ,m. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðàâîé ÷àñòè îáùåãî
âèäà, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ïðåîáðàçîâàííîé ïðà-
âîé ÷àñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáè-
íàöèþ êîìïîíåíò (âîçìîæíî ñäâèíóòûõ) èñõîä-
íîé ïðàâîé ÷àñòè. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíûé ñäâèã
êîìïîíåíò â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó
÷èñëó ñäâèãîâ îäíîãî è òîãî æå óðàâíåíèÿ â õîäå
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ïðèìåíåíèÿ EG-àëãîðèòìà. Îáîçíà÷èâ ýòî ÷èñ-
ëî ÷åðåç ξ, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò
ïðåîáðàçîâàííîé ïðàâîé ÷àñòè

r̃i(n) =
m∑
j=i

ξ∑
k=0

αijk(n)rj(n+ k), (14)

i = 1, 2, . . . ,m, ãäå αijk(n) ∈ K[n] � êîýôôè-
öèåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîâåäåííûì ïðåîáðà-
çîâàíèÿì â õîäå âûïîëíåíèÿ øàãîâ �ðåäóêöèÿ
+ ñäâèã� (ýòè êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü âûðà-
æåíû ÷åðåç êîýôôèöèåíòû (11), ïîëó÷àåìûå íà
âñåõ ýòàïàõ ðåäóêöèè). Òàêèì îáðàçîì ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü îäíó è òó æå ïðåîáðàçîâàííóþ ðå-
êóððåíòíóþ ñèñòåìó äëÿ ðåøåíèÿ âñåõ ñèñòåì
ñ îäíîé è òîé æå ëåâîé ÷àñòüþ, íî ñ ðàçëè÷-
íûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ
ïîäñòàâèòü êîìïîíåíòû èñõîäíîé ïðàâîé ÷àñòè
êîíêðåòíîé ñèñòåìû â ïðåîáðàçîâàííóþ ïðàâóþ
÷àñòü â âèäå êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé rj(n), j =
1, 2, . . . ,m. Òàêàÿ ðàçíîâèäíîñòü EG-àëãîðèòìà
ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è PR. Âîçíèêàþùèå ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ
òàêæå áóäóò íåîäíîðîäíûìè � â (13) ïîÿâëÿåòñÿ
ïðàâàÿ ÷àñòü, èíäåêñîì ýòîãî ëèíåéíîãî îãðàíè-
÷åíèÿ ïî-ïðåæíåìó íàçûâàåòñÿ ÷èñëî n0. Êàê è â
ñëó÷àå ñèñòåì ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ([1, ðàçä. 7.4]), äëÿ ïîèñêà ðåãóëÿðíûõ ðå-
øåíèé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûå îãðà-
íè÷åíèÿ íå òîëüêî ñ öåëûìè çíà÷åíèÿìè èíäåê-
ñà (â ýòîì ñëó÷àå ïðè èñêëþ÷åíèè i-òîé ñòðî-
êè íà øàãå ðåäóêöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèé (13) áåðóòñÿ âñå, à íå òîëüêî öåëûå,
êîðíè êîýôôèöèåíòà vi(n) ëèíåéíîé çàâèñèìî-
ñòè (11)). Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëó÷åííûõ èíäåêñîâ
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç N .

2.4. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è PL

Â îñíîâå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàí-
íîé â ï. 2.1 çàäà÷è PL ëåæèò âûïîëíåíèå îïè-
ñàííûõ â ï. 2.3 øàãîâ �ðåäóêöèÿ + ñäâèã�. Íî
ñèñòåìà (10), êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ïðåîáðàçî-
âàíà, áåñêîíå÷íà. Àëãîðèòì íå ìîæåò ðàáîòàòü
ñðàçó ñî âñåìè ìàòðèöàìè B−t, t = 0, 1, . . . , è
çäåñü âûðó÷àþò ëåíèâûå âû÷èñëåíèÿ ñ õðàíåíè-
åì èíôîðìàöèè îá óæå âûïîëíåííûõ ðåäóêöè-
ÿõ è ñäâèãàõ. Ïðè âîçíèêíîâåíèè íåîáõîäèìîñòè
ýòî ïîçâîëÿåò âîâëåêàòü â âû÷èñëèòåëüíûé ïðî-
öåññ ìàòðèöû B−t ñî âñå áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè t,

íå ïðîäåëûâàÿ çàíîâî âñþ âûïîëíåííóþ ê ýòîìó
ìîìåíòó ðàáîòó íàä ìàòðèöàìè ñ ìåíüøèìè t.
Àíàëèçèðóÿ êîðíè îïðåäåëèòåëÿ ïîñòðîåííîé

íåâûðîæäåííîé âåäóùåé ìàòðèöû è ïðèíèìàÿ
â ðàñ÷åò íàéäåííûå ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ, ìû
ìîæåì ðåøèòü çàäà÷ó PL. Ïóñòü e∗ è e∗ � ìàê-
ñèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé öåëûå êîðíè ýòî-
ãî îïðåäåëèòåëÿ ñîîòâåòñòâåííî (âîçìîæíî, ÷òî
e∗ = e∗). Ïóñòü NZ � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ çíà-
÷åíèé èç N . Òîãäà â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ, êîòîðîå
òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü â çàäà÷å PL, ìîæåò áûòü
âçÿòî

l0 = max (NZ ∪ {e∗}) . (15)

Åñëè

l1 = l0 + d+ ξ − e∗, (16)

òî ðåøåíèå çàäà÷è PL äëÿ èñõîäíîé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû S ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì äëÿ óñå÷åííîé
ñèñòåìû S〈l1〉. Ïîäðîáíîñòè ñì. â [4].

3. ÏÎÈÑÊ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÍÀ
ÎÑÍÎÂÅ ÏÎÄÕÎÄÀ ÕÅÔÔÒÅÐÀ: ÎÁÙÀß

ÑÕÅÌÀ

Äëÿ äàëüíåéøåãî ñèñòåìó (2) óäîáíî ñ÷èòàòü
çàïèñàííîé êàê L(y) = 0, ãäå L � äèôôåðåíöè-
àëüíûé îïåðàòîð

L = Ar(x)θr +Ar−1(x)θr−1 + · · ·+A0(x). (17)

Äëÿ ëþáîãî öåëîãî i > 0 ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
L ê g(x) lni(x)/i! èìååò âèä

Lii(g)
lni x

i!
+ · · ·+ Li1(g)

lnx

1!
+ Li0(g),

ãäå Li0, Li1, . . . , Lii ∈ Matm(K[[x]])[θ] è L00 = L,
Li+j,j = Li0 äëÿ âñåõ i, j > 0 ([17], [18, ðàçä.
3.2.1]). Ïðèìåì îáîçíà÷åíèå Li = Li0(= Li+j,j
äëÿ âñåõ j > 0).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðè âñåõ i > 0 âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

Li =

r∑
k=i

Ak(x)

(
k

i

)
θk−i, (18)

ãäå
(
k
i

)
� áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ôîð-
ìóëû Ëåéáíèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäå-
íèÿ äâóõ ôóíêöèé è ðàâåíñòâà

θk
lni x

i!
=

{
lni−k x
(i−k)! , åñëè k 6 i,

0, åñëè k > i.

�
Êàê ñëåäñòâèå ôîðìóëû (18) ïîëó÷àåì, ÷òî

Li = 0 ïðè âñåõ i > r.
Îáùàÿ ñõåìà ïîèñêà ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ñèñòåì àíàëîãè÷íà ïðåäëîæåííîé
â [9] ñõåìå, èñïîëüçóåìîé â àëãîðèòìå íàõîæ-
äåíèÿ âñåõ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé äëÿ èìåþùåé
ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê ëèíåéíîé äèôôåðåíöè-
àëüíîé ñèñòåìû ïîëíîãî ðàíãà ñ ïîëèíîìèàëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè (ñì. òàêæå [1, ðàçä. 7.4]).
Ñàìà ýòà ñõåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì àëãîðèòìà
Õåôôòåðà ([17]) è îñíîâàíà íà ðàññìîòðåíèè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåì

S0, S1, . . . , (19)

ãäå Sk � ýòî ñèñòåìà

L0(gi) = −
i∑

j=1

Lj(gi−j), i = 0, 1, . . . , k (20)

(ïðè i = 0 â (20) èìååì L0(g0) = 0). Ìû òàêæå
áóäåì ññûëàòüñÿ íà

L0(gi) = −
i∑

j=1

Lj(gi−j)

äëÿ êîíêðåòíîãî i êàê íà ïîäñèñòåìó Ŝi; òàêèì
îáðàçîì, ñèñòåìà Sk, ïðèíàäëåæàùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (19), ñîñòîèò èç ïîäñèñòåì

Ŝ0, Ŝ1, . . . , Ŝk,

è ïîèñê ðåøåíèÿ ñèñòåìû Sk+1 ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó
ðåøåíèþ ïîäñèñòåìû Ŝk+1 ñ ó÷åòîì ðàíåå íàé-
äåííîãî ðåøåíèÿ (g0(x)T , . . . , gk(x)T )T ñèñòåìû
Sk. Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå äî-
êàçàííîìó Õåôôòåðîì äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ:

Òåîðåìà 1. ([10, 9]) Ìíîæåñòâî öåëûõ íåîò-
ðèöàòåëüíûõ k, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà Sk èìååò
ëîðàíîâî ðåøåíèå(

g0(x)T , g1(x)T , . . . , gk(x)T
)T
, g0(x) 6= 0,

êîíå÷íî, è åñëè îíî ïóñòî, òî L(y) = 0 íå
èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé â K((x))m[lnx]. Åñ-
ëè ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî è k̃ � åãî ìàê-
ñèìàëüíûé ýëåìåíò, òî ëþáîå ïðèíàäëåæàùåå
K((x))m[lnx] ðåøåíèå ñèñòåìû L(y) = 0 èìååò
âèä

k̃∑
s=0

gk̃−s(x)
lns x

s!
, (21)

ãäå(
g0(x)T , g1(x)T , . . . , gk̃(x)T

)T
, g0(x) 6= 0, (22)

ÿâëÿåòñÿ ëîðàíîâûì ðåøåíèåì ñèñòåìû Sk̃. Â
òî æå âðåìÿ, ëþáîå ëîðàíîâî ðåøåíèå âèäà (22)
ñèñòåìû Sk̃ ïîðîæäàåò ðåøåíèå (21) ñèñòåìû
L(y) = 0.

Â [10, 9] ýòà òåîðåìà äîêàçûâàëàñü ïðè
ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ ñèñòåì ñ ïîëèíîìèàëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè, íî â äîêàçàòåëüñòâå
âèä êîýôôèöèåíòîâ íå èñïîëüçîâàëñÿ; òî æå
ñàìîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò äëÿ ñëó÷àÿ
êîýôôèöèåíòîâ-ðÿäîâ.
Åñëè çíà÷åíèå λ èçâåñòíî, òî ïîäñòàíîâêà (4)

ñâîäèò ïîèñê ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ ê ïîèñêó ðå-
øåíèÿ w(x) ∈ K((x))m[lnx].
Â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ êàíäèäàòîâ íà ðîëü λ

èñïîëüçóþòñÿ êîðíè îïðåäåëèòåëÿ íåâûðîæäåí-
íîé âåäóùåé ìàòðèöû èíäóöèðîâàííîé ñèñòåìû
(ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïèñàííîãî â ï. 2.3, åñ-
ëè èçíà÷àëüíî âåäóùàÿ ìàòðèöà èíäóöèðîâàí-
íîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû áûëà âûðîæäåííîé).
Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñõåìó:

1. Äëÿ äàííîé ñèñòåìû S âèäà (2) ñ îïåðàòî-
ðîì (17) ïîñòðîèòü èíäóöèðîâàííóþ ðåêóð-
ðåíòíóþ ñèñòåìó è ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî â
ï. 2.3 EG-àëãîðèòìà ïðåîáðàçîâàòü åå â ýê-
âèâàëåíòíóþ ñèñòåìó ñ íåâûðîæäåííîé âå-
äóùåé ìàòðèöåé B̃0(n). Âû÷èñëèòü âñå êîð-
íè óðàâíåíèÿ det B̃0(n) = 0. Ñ÷èòàÿ äâà êîð-
íÿ λ, λ′ ýêâèâàëåíòíûìè ïðè λ − λ′ ∈ Z,
ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî Λ, ñîäåðæàùåå ïî îä-
íîìó ïðåäñòàâèòåëþ îò êàæäîãî êëàññà ýê-
âèâàëåíòíîñòè.

2. Äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ, íàéòè ðåãóëÿðíûå ðå-
øåíèÿ, äîïóñêàþùèå ìíîæèòåëü xλ:

(a) Ïîñòðîèòü ñèñòåìó S(λ) ñ ïîìîùüþ
ïîäñòàíîâêè (4) è ïîñëåäóþùåãî
óìíîæåíèÿ íà x−λ.
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(b) Ïîñòðîèòü ëîðàíîâû ðåøåíèÿ äëÿ
ñèñòåì, âõîäÿùèõ â (19) (äî ïåðâîé
íå èìåþùåé ëîðàíîâûõ ðåøåíèé ñè-
ñòåìû). Ýòî äàåò ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ
y(x) â âèäå (21) äëÿ ñèñòåìû S(λ).

4. ÓÒÎ×ÍÅÍÈß ÑÕÅÌÛ ÕÅÔÔÒÅÐÀ

Ïðè ôèêñèðîâàííîì λ ñõåìà èç ðàçäåëà 3 ñâî-
äèò, ôàêòè÷åñêè, çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðåãóëÿð-
íûõ ðåøåíèé ê çàäà÷å ïîèñêà ëîðàíîâûõ ðåøå-
íèé, àëãîðèòì ðåøåíèÿ êîòîðîé èçâåñòåí. Öåëü
ýòîãî ðàçäåëà � ïðîðàáîòêà äåòàëåé è èññëåäîâà-
íèå âîçìîæíîñòè ñîãëàñîâàííîãî ðàññìîòðåíèÿ
âñåõ çíà÷åíèé λ, ïðèíàäëåæàùèõ Λ. Ýòà ñîãëàñî-
âàííîñòü ïîâûøàåò ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà.

4.1. Âûïîëíÿåìûå ïîäñòàíîâêè

Ëåâûå ÷àñòè íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì, ðåøàåìûõ
íà øàãå 2(b) ñõåìû, ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è
ðàâíû ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû S(λ), ïîëó÷àåìîé íà
øàãå 2(a) èç èñõîäíîé ñèñòåìû S ñ ïîìîùüþ ïîä-
ñòàíîâêè (4) è ïîñëåäóþùåãî óìíîæåíèÿ íà x−λ.
Ïóñòü ïðåîáðàçîâàííàÿ EG-àëãîðèòìîì èç ï. 2.3
èíäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà R äëÿ èñõîäíîé ñèñòå-
ìû S èìååò âèä

B̃0(n)z(n) + B̃1(n)z(n− 1) + · · · = r̃(n). (23)

è N � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ n0 âîçíèêàþùèõ ëè-
íåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî
èíäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà R(λ) äëÿ ñèñòåìû S(λ)
òåìè æå ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïåðåâîäèòñÿ â ðåêóð-
ðåíòíóþ ñèñòåìó

B̃0(n+λ)z(n)+ B̃1(n+λ)z(n−1)+ · · · = r̃(n+λ).
(24)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ è ìíî-
æåñòâî èíäåêñîâ N(λ) äëÿ (24) ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû ðàññìîòðåíèåì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé,
âîçíèêøèõ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ñèñòåìû R.
Ïóñòü Λ � ìíîæåñòâî, îïðåäåëåííîå íà øàãå 1

ñõåìû èç ðàçäåëà 3. Äëÿ ëþáîãî λ ∈ Λ ìàêñè-
ìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé öåëûå êîðíè óðàâíå-
íèÿ

det B̃0(n+ λ) = 0 (25)

îáîçíà÷èì ÷åðåç e∗(λ) è e∗(λ) ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè ýòî óðàâíåíèå íå èìååò öåëûõ êîðíåé, òî
èñõîäíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà íå èìååò

ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé, äîïóñêàþùèõ ìíîæèòåëü
xλ ïðè ðàññìàòðèâàåìîì çíà÷åíèè λ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ìíîæåñòâî Λ êîððåêòèðóåòñÿ óäàëåíèåì èç
íåãî ýòîãî çíà÷åíèÿ (äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè ëþ-
áîì λ ∈ Λ ó óðàâíåíèÿ (25) èìåþòñÿ öåëûå êîð-
íè). Äëÿ λ ∈ Λ ïîëîæèì

l0(λ) = max (NZ(λ) ∪ {e∗(λ)}) ,

ãäå NZ(λ) ñîäåðæèò âñå öåëûå èíäåêñû èç N(λ).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü Λ � ìíîæåñòâî,
îïðåäåëåííîå íà øàãå 1 ñõåìû Õåôôòåðà.
Ïóñòü ïðè ýòîì Λ 6= ∅ è äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ
óðàâíåíèå (25) èìååò öåëûå êîðíè. Òîãäà â êà÷å-
ñòâå çíà÷åíèÿ, êîòîðîå òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
â çàäà÷å PR, ìîæåò áûòü âçÿòî

l0 = max
λ∈Λ

l0(λ). (26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (15), ïðè ôèêñèðî-
âàííîì λ äëÿ ñèñòåìû S(λ) çíà÷åíèå l0(λ) ìî-
æåò áûòü âçÿòî â êà÷åñòâå l0, ïðèñóòñòâóþùåãî
â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è PL. Ïðè ýòîì âñå ïîäñè-
ñòåìû Ŝi(λ) èìåþò ëåâûå ÷àñòè, ñîâïàäàþùèå ñ
ëåâîé ÷àñòüþ ñèñòåìû S(λ). �

4.2. Íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû

Ðåøåíèå g0(x) ïîäñèñòåìû Ŝ0, ò.å. ïîäñèñòåìû
L0(g0) = 0, ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ìû èñïîëüçóåì g0(z) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé
÷àñòè ïîäñèñòåìû Ŝ1, ò.å. ïîäñèñòåìû L0(g1) =
−L1(g0), óïîìÿíóòûå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå
âõîäÿò â ýòó ïðàâóþ ÷àñòü ëèíåéíî. Ïðèìåíÿÿ
òó æå òåõíèêó, ÷òî è â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ ïàðàìåòðèçîâàííîé ïðàâîé ÷àñòüþ (ñì.,
íàïðèìåð, [8]), íàõîäèì âìåñòå ñ g1(x) ëèíåéíûå
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîñòîÿííûõ, âõîäÿùèõ â g0(x)
è g1(x). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû íà êàæ-
äîì øàãå äëÿ î÷åðåäíîé ïîäñèñòåìû Ŝi ïîëó÷àåì
g0(x), . . . , gi−1(x), â êîòîðûå âõîäÿò íåèçâåñòíûå
ïîñòîÿííûå, è ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó äëÿ ýòèõ ïîñòîÿííûõ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåî-
ðåìîé 1 óñëîâèå g0(x) 6= 0 ãàðàíòèðóåò çàâåðøè-
ìîñòü ýòîãî ïðîöåññà.

Âñå ýòè ïîäñèñòåìû äëÿ äàííîãî λ èìåþò îä-
íó è òó æå ëåâóþ ÷àñòü. Ïîýòîìó è èõ èíäóöè-
ðîâàííûå ðåêóððåíòíûå ñèñòåìû èìåþò îäíó è

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ No 2 2014



ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß ËÈÍÅÉÍÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 83

òó æå ëåâóþ ÷àñòü, íî èõ ïðàâûå ÷àñòè ðàçëè÷-
íû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿòü ïðåîáðàçîâàíèÿ
èíäóöèðîâàííîé ñèñòåìû òîëüêî îäèí ðàç, ýòè
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ê èíäóöèðîâàííîé
ñèñòåìå ñ ïðàâîé ÷àñòüþ îáùåãî âèäà, êàê îïè-
ñàíî â ï. 2.3.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ξ � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
ñäâèãîâ îäíîãî è òîãî æå óðàâíåíèÿ â õîäå ïðè-
ìåíåíèÿ EG-àëãîðèòìà ê èíäóöèðîâàííîé ðå-
êóððåíòíîé ñèñòåìå, d ∈ N, è ïóñòü l0, e∗(λ)
îïðåäåëåíû òàê æå, êàê â ïðåäëîæåíèè 2. Òîãäà
äëÿ íàõîæäåíèÿ (l0+d)-óñå÷åíèÿ ëîðàíîâà ðåøå-
íèÿ ïîäñèñòåìû Ŝk âñå ðåøåíèÿ gj(x) ïðåäûäó-
ùèõ ïîäñèñòåì Ŝj, j = 0, . . . , k− 1, äîñòàòî÷íî
âû÷èñëèòü â âèäå tkj-óñå÷åíèé c

tkj = l0 + d+ (k − j)ξ. (27)

Ïðè ýòîì ëåâàÿ ÷àñòü ïîäñèñòåìû Ŝk(λ) ìî-
æåò áûòü âçÿòà â âèäå l1-óñå÷åíèÿ c

l1 = max
λ∈Λ

(l0 + d+ ξ − e∗(λ)), (28)

à ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäûäóùèõ ïîäñèñòåì Ŝj, j =
0, . . . , k − 1, � â âèäå l1kj-óñå÷åíèÿ ñ

l1kj = l1 + (k − j)ξ. (29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (16), åñëè l1(λ) =
l0(λ)+d+ξ−e∗(λ), òî ðåøåíèå çàäà÷è PL äëÿ èñ-
õîäíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû S(λ) ñîâïàäàåò ñ ðå-
øåíèåì äëÿ óñå÷åííîé ñèñòåìû S(λ)〈l1(λ)〉. Òðå-
áóåìîå (l0 + d)-óñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ëî-
ðàíîâà ðåøåíèÿ ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðà-
çîâàííîé èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòå-
ìû, è äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ åå óðàâíåíèÿ äëÿ
çíà÷åíèé n îò e∗(λ) äî l0 + d. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, â ñëó÷àå ïîäñèñòåìû Ŝk(λ) äëÿ ïîñòðîåíèÿ
(l0 +d)-óñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ëîðàíîâà ðå-
øåíèÿ íåîáõîäèìû êîýôôèöèåíòû ïðàâîé ÷àñòè
ïðåîáðàçîâàííîé èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé
ñèñòåìû äî ñòåïåíè l0 + d. Êîìïîíåíòû ïðàâîé
÷àñòè ìîãóò ñîäåðæàòü äî ξ ðåçóëüòàòîâ ñäâèãîâ
êîìïîíåíò ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîé ñèñòåìû. Ñî-
îòâåòñòâåííî, óñå÷åííóþ ïðàâóþ ÷àñòü èñõîäíîé
ïîäñèñòåìû äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äî ñòåïåíè
l0 + d + ξ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå gk−1(x)
ïðåäûäóùåé ïîäñèñòåìû Ŝk−1(λ) äîñòàòî÷íî âû-
÷èñëèòü äî ñòåïåíè l0 + d + ξ. Óâåëè÷èâ d íà

ξ è ïîâòîðèâ íàøè ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî
ðåøåíèå gk−2(x) ïîäñèñòåìû Ŝk−2(λ) äîñòàòî÷-
íî âû÷èñëèòü äî ñòåïåíè l0 + d + 2ξ. Ïðîäîë-
æàÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèå gj(x) ïîäñèñòåìû
Ŝj(λ) äîñòàòî÷íî íàéòè â âèäå tkj-óñå÷åíèÿ, ãäå
tkj = l0 + d+ (k− j)ξ. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî çíà-
÷åíèÿ λ ∈ Λ ïðè ïîèñêå (l0 + d)-óñå÷åíèÿ ðåøå-
íèÿ Ŝk(λ) ìîæíî èñïîëüçîâàòü l1-óñå÷åíèå Ŝk(λ)
ñ l1 = maxλ∈Λ l1(λ), è ñîîòâåòñòâåííî ïðè ïî-
èñêå íåîáõîäèìûõ äëÿ ýòîãî tkj-óñå÷åíèé ðåøå-
íèé ïðåäûäóùèõ ïîäñèñòåì Ŝj , j = 0, . . . , k − 1,
ìîæíî èñïîëüçîâàòü l1kj-óñå÷åíèå Ŝj(λ) c l1kj =
l1 + (k − j)ξ. �

4.3. Àëãîðèòì

Íàõîæäåíèå ñ ïîìîùüþ EG-àëãîðèòìà ìíîæå-
ñòâà Λ è âû÷èñëåíèå äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ çíà÷å-
íèé e∗(λ), e∗(λ), l0(λ) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü l0 ïî
ôîðìóëå (26). Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Λ
ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, è
ïðåäïîëàãàåòñÿ òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ êîð-
íåé (â Maple � ñ ïîìîùüþ RoofOf). Â ïðîöåññå
ïðèìåíåíèÿ EG-àëãîðèòìà âû÷èñëÿåòñÿ òàêæå
çíà÷åíèå ξ: äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé ïîäñ÷è-
òûâàåòñÿ ÷èñëî åãî ñäâèãîâ, çàòåì áåðåòñÿ ìàê-
ñèìóì èç ýòèõ ÷èñåë. Ýòè âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò øàãó 1 ñõåìû Õåôôòåðà. Îñîáî îòìåòèì,
÷òî íà ýòîì øàãå EG-àëãîðèòì ïðèìåíÿåòñÿ ê
èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìå ñ ïðàâîé
÷àñòüþ îáùåãî âèäà, î ÷åì ãîâîðèëîñü â ï. 2.3.
Äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå ýòîé ñõåìû (øà-

ãè 2(a), 2(b)) îñíîâûâàåòñÿ íà ïîèñêå óñå÷åííûõ
ëîðàíîâûõ ðåøåíèé äëÿ óñå÷åííûõ ñèñòåì
ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàííûõ íåîäíîðîäíûõ
èíäóöèðîâàííûõ ðåêóððåíòíûõ ñèñòåì (àíàëîã
àëãîðèòìà èç [4]). Ôîðìóëà (24) ïîçâîëÿåò íå
âûïîëíÿòü âñå øàãè EG-àëãîðèòìà ïîâòîðíî
äëÿ êàæäîé ñèñòåìû. Íà øàãå 2(b) ðåøåíèå
î÷åðåäíîé ñèñòåìû Sk ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó (l0 +d)-
óñå÷åíèÿ ëîðàíîâà ðåøåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé
ïîäcèñòåìû Ŝk, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü òðåáóåò
âû÷èñëåíèÿ tkj-óñå÷åíèé ëîðàíîâûõ ðåøåíèé
ïðåäûäóùèõ ïîäñèñòåì Ŝj , j = 1, . . . , k − 1.
Ðàíåå íàéäåííûå tk−1,j-óñå÷åíèÿ äîëæíû áûòü
�óäëèíåíû�, ïîñêîëüêó tk−1,j < tkj . Ýòî â
ñâîþ î÷åðåäü òðåáóåò óäëèíåíèÿ è óñå÷åíèé
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñèñòåì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
êîýôôèöèåíòû óñå÷åííûõ ñèñòåì ñîäåðæàëè
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íóæíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, äîñòàòî÷íî ñëåäîâàòü
ôîðìóëàì (27), (28), (29).

5. ÐÅÀËÈÇÀÖÈß

Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû Maple â ðàìêàõ ïàêåòà EG ([1]). Ðåàëèçà-
öèÿ ÷àñòè÷íî îñíîâàíà íà ðåàëèçàöèè àëãîðèò-
ìà ïîèñêà ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ëèíåéíîé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ïîëíîãî ðàíãà ñ ïîëè-
íîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ([9]) è íà ðåàëè-
çàöèè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è PL ([4]).
Äëÿ çàäàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

ïîëíîãî ðàíãà, èìåþùåé êîýôôèöèåíòû â âèäå
ðÿäîâ Ëîðàíà, ïðîöåäóðà RegularSolution

íàõîäèò ðåøåíèÿ çàäà÷è PR.
Ñèñòåìà L(y) = 0 çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì L,

ïðåäñòàâëåííûì ìàòðèöåé L11 . . . L1m

. . . . . . . . .
Lm1 . . . Lmm

 , (30)

îïåðàòîðû Lij ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ñòåïåííûå ðÿäû ïî x ñ êîýôôèöèåíòàìè â K[θ].
Ïîðÿäîê êàæäîãî òàêîãî êîýôôèöèåíòà íå ïðå-
âîñõîäèò ïîðÿäêà ñèñòåìû L(y) = 0. Ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ èíäåêñàõ i, j îïåðàòîð Lij çàäàåòñÿ
ôóíêöèåé öåëîãî àðãóìåíòà, íàïðèìåð, k, êîòî-
ðàÿ âû÷èñëÿåò êîýôôèöèåíò (êàê ïîëèíîì îò
θ) ïðè xk â ýòîì îïåðàòîðå. Ýòè ôóíêöèè äëÿ
âñåõ ïàð èíäåêñîâ i, j ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû
ïðîöåäóðàìè. Â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþòñÿ
ôóíêöèè if èëè piecewise (ñì. íèæå ïðèìåð 1).
Ïîìèìî ñèñòåìû, çàäàííîé îïèñàííûì îáðàçîì,
ïðîöåäóðà èìååò òðè äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåò-
ðà: θ � èìÿ îïåðàòîðà x d

dx , x � èìÿ ïåðåìåííîé
è d � çíà÷åíèå, óêàçàííîå â çàäà÷å PR. Ðåçóëü-
òàòîì ÿâëÿþòñÿ (l0 +d)-óñå÷åíèÿ ðåãóëÿðíûõ ðå-
øåíèé ñèñòåìû.

Ïðèìåð 1. Ïóñòüm = 3 è ìàòðèöà (30) çàäàíà
ñóììîé äâóõ ìàòðèö:−x+(1+θ−θ2)x3 θ3−2θ−θ2x3 −1−x−x2−x3

−x3 θ3−2θ −1−x3
−2x3 θ3−2θ + θ2x θ−2−x3

+

+



∞∑
k=2

(θ2−1)xk
∞∑
k=1

(θ2−1)xk 0

0
∞∑
k=1

(θ2−1)xk 0

0
∞∑
k=2

(θ2−1)xk
∞∑
k=1

(θ2−1)xk

 .

Â Maple ýòà ñóììà ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñ ïî-
ìîùüþ piecewise:
> L:=Matrix([ [k->piecewise(k=0,0,k=1,-1,k=3,

theta, theta^2-1),

k->piecewise(k=0,theta^3-2*theta,k=3,-1,

theta^2-1),

k->piecewise(k=0,-1,k=1,-1,k=2,-1,k=3,-1,0)],

[k->piecewise(k=3,-1,0), k->piecewise(k=0,

theta^3-2*theta, theta^2-1),

k->piecewise(k=0,-1,k=3,-1,0)],

[k->piecewise(k=3,-2,0), k->piecewise(k=0,

theta^3-2*theta,k=1,theta^2, theta^2-1),

k->piecewise(k=0,theta-2,k=3,theta^2-2,

theta^2-1)]]):

Íàéäåì ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ñèñòåìû äëÿ d = 0 (äëÿ íàãëÿäíîñòè
ïðåîáðàçóåì àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ê ðàäèêàëàì):
> convert(RegularSolution(L,theta,x,0),radical);

[x
√
2(

1

2
x
√

2c3 +O(x2)) + ln(x)(xc1 + 2x2c1 +O(x3))

+xc2 +O(x2),

x
√
2((

1

14

√
2c3 −

2

7
c3)x+ c3 +O(x2))

+ ln(x)(xc1 −
1

4
x2c1 +O(x3)) + c1 + xc2 +O(x2),

x
√
2(−1

2
x
√

2c3 +O(x2)) + ln(x)(−xc1 − x2c1 +O(x3))

−xc2 +O(x2)]

Â äàííîì ñëó÷àå l0 = 1, Λ = {0,
√

2}.
Ýòà æå ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà, íà-

ïðèìåð, äëÿ d = 2:
> convert(RegularSolution(L,theta,x,2),radical);

x
√
2(

1

2
x
√

2c3 + (
1

7

√
2c3 +

3

7
c3)x2

+(
97

112

√
2c3 +

625

56
c3)x3 +O(x4))

+ ln(x)(xc1 + 2x2c1 +
51

8
x3c1 +

3743

63
x4c1 +O(x5))

+xc2 + x2(−c1 + 2c2) + x3(
31

8
c1 +

51

8
c2) +O(x4),

x
√
2(c3 + (

1

14

√
2c3 −

2

7
c3)x+ (−37

28

√
2c3 +

107

56
c3)x2

+(
143

48

√
2c3 −

239

56
c3)x3 +O(x4))

+ ln(x)(xc1 −
1

4
x2c1 +

19

168
x3c1 −

1609

28224
x4c1 +O(x5))

+c1+xc2+x2(
9

8
c1−

1

4
c2)+x3(−1525

3528
c1+

19

168
c2)+O(x4),
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x
√
2(−1

2
x
√

2c3 + x2(
19

14

√
2c3 −

3

7
c3)

+x3(
25

16

√
2c3 −

47

8
c3) +O(x4))

+ ln(x)(−xc1 − x2c1 +
13

8
x3c1 −

1531

504
x4c1 +O(x5))

−xc2 + x2(3c1 − c2) + x3(−23

8
c1 +

13

8
c2) +O(x4)
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