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Ж.-А. Вейлем доказана невозможность алгоритма, который бы для произ-
вольного дифференциального уравнения вида

∑m
i=0 ri(x, t1, . . . , tn) y(i)(x) = 0,

где x — независимая переменная, t1, . . . , tn — параметры, r0(x, t1, . . . , tn), . . . ,
rm(x, t1, . . . , tn) — рациональные функции с целочисленными коэффициентами,
отвечал на вопрос, существуют ли числовые значения параметров t1, . . . , tn, при
которых уравнение имеет решение в виде ненулевой рациональной функции от
x. Доказательство Ж.-А. Вейля, опирающееся на известную теорему Ю.В. Ма-
тиясевича ([1]), приведено в статье Д. Буше [2] (самЖ.-А. Вейль свой результат
не публиковал). Это доказательство легко модифицируется для полиномиаль-
ных решений. Однако оно не переносится непосредственно на случай разност-
ных уравнений. Предлагается доказательство следующей теоремы.

Теорема. Невозможен алгоритм, который бы для произвольного уравне-
ния вида

∑m
i=0 ri(x, t1, . . . , tn)y(x + i) = 0, где x — независимая переменная,

t1, . . . , tn — параметры, r0(x, t1, . . . , tn), . . . , rm(x, t1, . . . , tn) — рациональные
функции с целочисленными коэффициентами, отвечал на вопрос, существуют
ли числовые значения параметров t1, . . . , tn, при которых уравнение имеет ре-
шение в виде ненулевой рациональной функции от x. Утверждение остается
справедливым и для полиномиальных решений.

Идея доказательства. Пусть P (t1, . . . , tn) — произвольный полином ука-
занных переменных с целочисленными коэффициентами. Разностное уравнение
первого порядка

xn+1y(x + 1)−
(

x +
1

1 + P 2(t1, . . . , tn)

)
(x + t1)(x + t2) . . . (x + tn) y(x) = 0

имеет при некоторых числовых значениях параметров решение в виде ненуле-
вой рациональной функции (полинома) если и только если значения t1, . . . , tn
суть целые (неотрицательные целые) и P (t1, . . . , tn) = 0 для этих значений.
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