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Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ

Ïåðåðàáîòàííûé âàðèàíò

Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè

Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé áåñêîíå÷íûå äâóñòîðîííèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàä ïîëåì íóëåâîé õà-

ðàêòåðèñòèêè. Îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî ýòè îïåðàòîðû ëèøåíû ðÿäà ñâîéñòâ, åñòåñòâåí-

íûõ, íàïðèìåð, äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íàä äèôôåðåíöèàëüíûìè ïîëÿ-

ìè. Äîïîëíèòåëüíî ïîêàçûâàåòñÿ íåðàçðåøèìîñòü ðÿäà çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ñâÿçè

ñ àëãîðèòìè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Áèáë. 10.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû, áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè â ðîëè êîýôôèöèåíòîâ, àííóëèðóþùèå îïåðàòîðû, ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé, äåëè-

ìîñòü, îáùèå êðàòíûå îïåðàòîðîâ, íåðàçðåøèìûå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû.

1. Ââåäåíèå

Íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè â
âèäå ïîñëåäîâàòåëüíåîñòåé (èëè êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) âîçíèêà-
åò, â ÷àñòíîñòè, â ñâÿçè ñ óíèâåðñàëüíûìè ðàñøèðåíèÿìè Ïèêàðà-Âåññèî ðàçíîñòíûõ ïî-
ëåé ([8, 5]). Òî, ÷òî â êà÷åñòâå ðàñøèðåíèé ðàçíîñòíûõ ïîëåé ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü
êîëüöà, áûëî îòìå÷åíî â [4].

Â [5, ïðèë. A] óæå óïîìèíàëîñü, ÷òî íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ íàä äèôåðåíöèàëüíûìè ïîëÿìè ([9]) íå ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ ðàçíîñòíûõ
îïåðàòîðîâ íàä êîëüöàìè, â ÷àñòíîñòè, íàä êîëüöàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ìû ðàñøèðÿ-
åì ñïèñîê òàêèõ ñâîéñòâ.

Ñòàòüÿ âûñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçä. 2 ñîäåðæèò ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.
Â ðàçä. 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ, äëÿ ëþáûõ ëèm ïîñëåäîâàòåëüíîñòåém ≥ 0 ñóùåñòâóåò
îïåðàòîð ïîðÿäêà íå âûøå m ñ ïðîñòðàíñòâðîì ðåøåíèé, ïîðîæäåííûì ýòèìè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî ëþáîé îïåðà-
òîð, àííóëèðóþùèé ëþáóþ èç íèõ, èìååò áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé. Â òîì
æå ðàçäåëå ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî îïåðàòî-
ðîâ L1, L2 ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîìåðíûì ïðè òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé èñõîäíûõ

1) Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, êîä ïðîåêòà 19-01-00032-a.
2) Supported in part by the Ministry of Education, Science and Sport of Slovenia research programme P1-02.
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îïåðàòîðîâ L1 è L2 êîíå÷íîìåðíû. Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçä. 4 îáñóæäàåòñÿ ðÿä âîïðî-
ñîâ ðàçðåøèìîñòè, ñâÿçàííûõ ñ àëãîðèòìè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé: ïðîâåðêà îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà, äåëèìîñòè îäíîãî îïåðàòîðà íà äðóãîé,
ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ëåâîãî îáùåãî êðàòíîãî äâóõ äàííûõ îïåðàòîðîâ.

Ïðåäâàðèòåëüíûé âàðèàíò ýòîé ðàáîòû áûë ïðåäñòàâëåí â [2].

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Íèæå R îáîçíà÷àåò êîëüöî äâóñòîðîííèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ýëåìåíòàìè - ðàöèî-
íàëüíûìè ÷èñëàìè, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ïîýëåìåíò-
íî; σ � àâòîìîðôèçì íà R: σc = d îçíà÷àåò, ÷òî d(k) = c(k + 1), k = 0,±1,±2, . . . .

Îáîçíà÷åíèå 1 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 1.
Åñëè m � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, òî δm ("äåëüòà Êðîíåêåðà") áóäåò îáîçíà÷àòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü

δm(n) =

{
1, åñëè n = m,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ìû áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ωm ∈ R:

ωm(n) =

{
1, åñëè n ≡ m (mod m+ 1),

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Êîëüöî R[σ] � ýòî êîëüöî ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè â R.
Ïîðÿäîê ordL îïåðàòîðà L ∈ R[σ] � ýòî íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå, ðàâíîå ïîðÿäêó (êîñîãî)
ïîëèíîìà L îò σ (î êîñûõ ïîëèíîìàõ, èëè, èíà÷å, � î íåêîììóòàòèâíûõ ïîëèíîìàõ Îðå,
ñì. â [7, 3]); ïðèíèìàåòñÿ ñîãëàøåíèå, ÷òî ord 0 = −∞. Äëÿ L ∈ R[σ] ÷åðåç VL îáîçíà÷àåòñÿ
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q âñåõ f ∈ R, äëÿ êîòîðûõ L(f) = 0. Â ýòîì ñìûñëå VL = kerL.

3. Î ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé

3.1. Ïîëåçíàÿ ëåììà

Ëåììà 1. Ïóñòü m � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå, L ∈ R[σ]. Ïóñòü ordL ≤ m è ïðè ýòîì
L(ωm) = 0. Òîãäà dimVL =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L èìååò âèä

L = am(n)σ
m + · · ·+ a1(n)σ + a0(n) ∈ R[σ],

Åñëè L(ωm) = 0, òî äëÿ âñåõ n ∈ Z

0 =
m∑
i=0

ai(n)ωm(n+ i) =
m∑
i=0

ai(n)

{
1, åñëè n+ i ≡ m (mod m+ 1)

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

=
m∑
i=0

{
ai(n), åñëè n ≡ m− i (mod m+ 1)

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
= ain(n), (1)

ãäå in � ýòî åäèíñòâåííîå i ∈ {0, 1, . . . ,m} òàêîå, ÷òî n ≡ m − i (mod m + 1). Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ âñåõ n ∈ Z è i ∈ {0, 1, . . . ,m} ìû èìååì

n ≡ m− i (mod m+ 1) =⇒ ai(n) = 0.
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Ïóñòü òåïåðü c(n) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç R. Ïóñòü g(n) ∈ R � ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé

g(n) =

{
c(n), åñëè n ≡ m (mod m+ 1),

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ìíîæåñòâî (ïàðàìåòðèçîâàííîå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ c(n) ∈ R) âñåõ òàêèõ g(n) ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì Q-ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà R. Ñîãëàñíî (1),

m∑
i=0

ai(n)g(n+ i) =
∑

0≤i≤m
n+i≡m (mod m+1)

ai(n)g(n+ i) = ain(n)g(n+ in) = 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî L(g) = 0 äëÿ âñåõ òàêèõ g îçíà÷àåò, ÷òî dimkerL =∞. 2

Ïðèìåð 1. Ïóñòü m = 2. Òîãäà ω2(3k) = ω2(3k+1) = 0, ω2(3k+2) = 1 äëÿ âñåõ k ∈ Z.
Åñëè L = a2(n)σ

2 + a1(n)σ + a0(n) àííóëèðóåò ω2(n), òî

a0(3k + 2) = a1(3k + 1) = a2(3k) = 0.

Îïåðàòîð L àííóëèðóåò, íàïðèìåð, è ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gs(n) òàêóþ, ÷òî
gs(3k) = gs(3k + 1) = 0, gs(3k + 2) = ks. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè gs(n), s = 0,±1,±2, . . .
ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q.

3.2. Àííóëèðóþùèå îïåðàòîðû

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî m ñóùåñòâóþò òàêèå
f1, . . . , fm ∈ R, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî L ∈ R[σ], ordL ≤ m, âûïîëíåíî

L(fi) = 0, i = 1, . . . ,m,

òî dimVL =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñëåäñòâèå ëåììû 1 ëþáûå f1, . . . , fm ∈ R ñ f1 = ωm îáëàäàþò óêàçàí-
íûì ñâîéñòâîì. 2

Â ñâÿçè ñ ýòèì íàïîìíèì, ÷òî â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå ìîæíî âñåãäà íàéòè òàêîé
îïåðàòîð L, ordL ≤ m, àííóëèðóþùèé çàäàííûå f1, . . . , fm, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
åãî ðåøåíèé ðàâíà ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíåòîâ ñðåäè f1, . . . , fm.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ïðåäëîæåíèå 1 è ïîêàçûâàåò ñóùåñòâàíèå äðóãèõ
(íî ñõîæèõ) ïóòåé íàõîæäåíèÿ f1, . . . , fm.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f1, f2, ãäå

f1(4k) = 0, f1(4k + 1) = f1(4k + 2) = f1(4k + 3) = 1,

f2(4k + 1) = 0, f2(4k) = f2(4k + 2) = f2(4k + 3) = 1, k = 0,±1,±2, . . .

Åñëè L = a σ2 + b σ + c àííóëèðóåò f1 è f2, òî

b(4k) = c(4k) = −a(4k),

b(4k + 1) = −a(4k + 1), c(4k + 1) = 0,

a(4k + 2) = 0, c(4k + 2) = −b(4k + 2),
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b(4k + 3) = −c(4k + 3) = a(4k + 3).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî L(y) = 0 äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

y(4k + 1) = y(2)− y(4k),

y(4k + 2) = y(4k + 3) = y(2),

y(2), y(4k) èãðàþò ðîëü ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.

Çàìåòèì, ÷òî ëåììà 1 ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà â áîëåå ñèëüíîé ôîðìå.

Ëåììà 1∗ Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî åñëè îïåðàòîð L (íà åãî
ïîðÿäîê íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé) àííóëèðóåò õîòÿ áû îäíó èç íèõ, òî
dimVL =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c òàêîâà, ÷òî c(n) = 1, åñëè
n = k2 äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k, è c(n) = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Èñïîëüççîâàíèå òîé æå
ñàìîé èäåè, ÷òî è â äîêàçàòåëüñüòâå ëåììû 1, ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè L(c) = 0 è
ïðè ýòîì ordL = m, òî L àííóëèðóåò, íàïðèìåð, ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d, äëÿ êîòîðîé
íåðàâåíñòâî d(n) 6= 0 âëå÷åò n = k2, k >

√
m.

(Îáùåå ñîîáðàæåíèå òàêîâî: ïóñòü ν ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîëîæèòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë ν(0), ν(1), . . . , äëÿ êîòîðîé ν(k+1)−ν(k)→∞ ïðè k →∞: íàïðèìåð, ν(k) =
k2 èëè ν(k) = 2k. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c òàê: c(n) = 1, åñëè ∃k≥1 (|n| = ν(k)), è
c(n) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêîãî ðîäà ñîñòîèò èç åäèíèö
è íóëåé, è ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè åäèíèöàìè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà ωm ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò.) 2

Ñîîòâåòñòâåííî è ïðåäëîæåíèå 1 ìîæåò áûòü óñèëåíî îòêàçîì îò îãðàíè÷åíèÿ ordL ≤
m.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü r � ïðîèçâîëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cν
èç åäèíèö è íóëåé, îïðåäåëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ν òàê, êàê ýòî îïèñàíî
âûøå, àííóëèðóåòñÿ, íàïðèìåð, ëþáûì îïåðàòîðîì ïîðÿäêà r âèäà:

σr(a)σr + br−1σ
r−1(a)σr−1 + · · ·+ b1σ(a)σ + b0a,

ãäå a = 1 − cν è b0, . . . , br−1 ∈ R. (Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò îïåðàòîðà � íåíóëåâàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü.) Òàêîãî âèäà îïåðàòîð àííóëèðóåò ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà gcν ,
g ∈ R.

Íàïîìíèì, ÷òî â äèôôåðåíöèàëíîì ñëó÷àå ìû âñåãäà ìîæåì íàéòè òàêîé îïåðàòîð
ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûé àííóëèðóåò äàííûé ýëåìåíò c èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
ïîëÿ è ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé êîòîðîãî îäíîìåðíî.

3.3. Íàèìåíüøåå ëåâîå îáùåå êðàòíîå

Îïðåäåëåíèå 1. Îïðåäåëèì äëÿ îïåðàòîðîâ L1, L2 ∈ R[σ] èõ íàèìåíüøåå ëåâîå îáùåå
êðàòíîå lclm (L1, L2) êàê ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îïåðàòîðîâ L ∈ R[σ], ÷òî

� L íå åñòü íóëåâîé îïåðàòîð,

� L ÿâëÿåòñÿ îáùèì ëåâûì êðàòíûì äëÿ L1 è L2,
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� íå ñóùåñòâóåò òàêîãî íåíóëåâîãî îïåðàòîðà M , ÿâëÿþùåãîñÿ îáùèì ëåâûì êðàòíûì
äëÿ L1 è L2, äëÿ êîòîðîãî ordM < ordL.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ íåêîòîðûõ L ∈ R[σ] èìååì L /∈ lclm (L,L). Íàïðèìåð, ïóñòü L =
aσ+1, where a = ω1. Åñëè f = σ(a), òî fa = 0 è, òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð fL = faσ+f = f
ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êðàòíûì äëÿ L. Òàê êàê ord f = 0 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì
ïîðÿäêîì íåíóëåâîãî îïåðàòîðà, òî f ∈ lclm (L,L), íî L /∈ lclm (L,L) òàê êàê ordL = 1.

Ëåãêî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé îïåðàòîð L îáðàòèì â R[σ] è L−1 =
−aσ + 1 â ñèëó òîãî, ÷òî σ(a)a = aσ(a) = 0. Îòñþäà 1 ∈ lclm (L,L).

Âîçìîæíî òàêæå, ÷òî äëÿ äâóõ çàäàííûõ îïåðàòîðîâ L1, L2 ∈ R[σ] èõ åäèíñòâåííûì
îáùèì ëåâûì êðàòíûì ñëóæèò 0.

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì äâà îïåðàòîðà íóëåâîãî ïîðÿäêà: L1 � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
c(2k) = 0, c(2k + 1) = 1, à L2 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d(2k) = 1, d(2k + 1) = 0, k =
0,±1,±2, . . . .

Åäèíñòâåííûì ëåâûì îáùèì êðàòíûì áóäåò íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â ñàìîì äå-
ëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî M1L1 = M2L2, ãäå i-å ñëàãàåìîå îïåðàòîðà M1 èìååò âèä aiσ

i, à i-å
ñëàãàåìîå îïåðàòîðà M2 â ñâîþ î÷åðåäü � âèä biσ

i, ïðè ýòîì ai è bi ñóòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Òîãäà i-å ñëàãàåìîå ïðîèçâåäåíèÿ M1L1 =M1c èìååò âèä ai(σ

ic)σi = ai(n)c(n+ i)σi, â
òî æå âðåìÿ i-å ñëàãàåìîå ïðîèçâåäåíèÿ M2L2 =M2d èìååò âèä bi(σ

id)σi = bi(n)d(n+ i)σ
i
n.

Â òî÷íîñòè îäíà èç äâóõ âåëè÷èí c(n + i), d(n + i) ðàâíà íóëþ äëÿ ëþáûõ i è n. Åñëè
M1L1 = M2L2, òî ai(n)c(n + i) = bi(n)d(n + i) = 0 äëÿ âñåõ i è n, îòñþäà ai(σ

ic) = bi(σ
id)

äëÿ âñåõ i. Ñëåäîâàòåëüíî, M1L1 =M2L2 = 0.

Ïðåäëîæåíèå 2. Íàéäóòñÿ òàêèå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà L1, L2, ÷òî
(i) dimVL1 = dimVL2 = 1,
(ii) ñóùåñòâóåò ëåâîå îáùåå êðàòíîå L äëÿ L1, L2, èìåþùåå ïîðÿäîê 2,
(iii) äëÿ ëþáîãî òàêîãî ëåâîãî îáùåãî êðàòíîãî A äëÿ L1, L2, ÷òî ordA ≤ 2, âûïîëíåíî

dimVA =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i),(iii): Ïîëîæèì

L1 = σ − b(n), L2 = σ − 1, (2)

ãäå b(3k) = 1, b(3k + 1) = b(3k + 2) = −1, k = 0,±1,±2, . . . . Òîãäà ïðîñòðàíñòâà VL1 , VL2

îäíîìåðíû: VL1 ïîðîæäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ s(n), äëÿ êîòîðîé s(3k) = s(3k + 1) =
−1, s(3k + 2) = 1, â òî æå âðåìÿ VL2 ïîðîæäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ t(n), äëÿ êîòîðîé
t(n) = 1 ïðè âñåõ n ∈ Z. Åñëè VL1 , VL2 ⊆ VA äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà A, òî VA ñîäåðæèò
f(n) = (s(n) + t(n))/2. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(n) èìååì f(3k) = f(3k + 1) = 0, f(3k +
2) = 1. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ordA ≤ 2, òî dimVA =∞. Èòàê, (i), (iii) äîêàçàíû.

(ii): Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

((1− b(n))σ − 1 + b(n+ 1))L1 = ((1− b(n))σ + b(n)b(n+ 1)− b(n))L2. (3)

Î÷åâèäíî, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâà (3) ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè îáùèìè êðàòíû-
ìè äëÿ L1, L2. 2

Êàê ñëåäñòâèå, îïåðàòîðû L1, L2 ∈ R[σ] ìîãóò áûòü òàêèìè, ÷òî ïðîñòðàíñòâà VL1 , VL2

êîíå÷íîìåðíû, íî dimVL =∞ äëÿ L ∈ lclm (L1, L2).

Çàìå÷àíèå 2. Ðàâåíñòâî
VL = VL1 + VL2 (4)

5



â îáùåì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ. Ìîæíî ïðè ýòîì âñïîìíèòü, ÷òî â äèôôåðåíöèàëüíîì
ñëó÷àå, êîãäà L1, L2 ñóòü îïåðàòîðû íàä äèôôåðåíöèàëüíûì ïîëåì K, ðàâåíñòâî (4) âû-
ïîëíåíî ïðè ðàññìàòðåíèè ðåøåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ ðàñøèðåíèþ Ïèêàðà-Âåññèî ïîëÿ K.
Ýòî âåðíî òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, � ñì. [1]. Ðàâåíñòâî (4) èìååò
ìåñòî è â ñêàëÿðíîì ðàçíîñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû ïðèíàäëåæàò ðàçíîñòíî-
ìó ïîëþ, îáëàäàþùåìó íåêîòîðûìè ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè ([6]). Ïðåäëîæåíèå 2 è,
ðàâíûì îáðàçîì, åãî ñëåäñòâèå î òîì, ÷òî ðàâåíñòâî (4) â îáùåì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ,
ñîõðàíÿþò ñâîþ ñèëó, åñëè ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ýëåìåíòàìè,
ïðèíàäëåæàùèìè íåêîòîðîìó ðàñøèðåíèþ ïîëÿ Q. Â ñàìîì äåëå, âåäóùèé è òðåéëèíãî-
âûé êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ (2) íå îáðàùàþòñÿ â íóëü è ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îïåðà-
òîðîâ L1 è L2 îäíîìåðíû. Â òî æå âðåìÿ, ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îïåðàòîðà lclm (L1, L2)
ñîäåðæäèò îáñóæäàâøååñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.

4. Î íåêîòîðûõ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûõ çàäà÷àõ

4.1. Ñëåäñòâèå îäíîãî èç êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ Òüþðèíãà

Íèæå ìû äîêàçûâàåì íåðàçðåøèìîñòü íåêîòîðûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ
ñ îïåðàòîðàìè, èìåþùèìè êîýôôèöèåíòû â R. Äîêàçàòåëüñòâà, ãëàâíûì îáðàçîì, îñíî-
âàíû íà ïðåäñòàâëåííîì íèæå ñëåäñòâèè îäíîãî èç êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ Òüþðèíãà î
íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ïðîâåðêè çàâåðøèìîñòè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà [10]:

Ïóñòü M � ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà ýëåìåíòà, íàïðè-
ìåð, 0 è 1. Â ýòîé ñèòóàöèè íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà îòâåòà íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè
çàäàííàÿ àëãîðèòìè÷åñêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ýëåìåíòàìè, ïðèíàäëåæàùèìè M (îä-
íîñòîðîííÿÿ c(0), c(1), . . . èëè äâóñòîðîííÿÿ . . . , c(−1), c(0), c(1), . . . ), òàêîé, ÷òî êàæ-
äûé åå ýëåìåíò ðàâåí äàííîìó v ∈ M ; òî æå ñàìîå � äëÿ ñëó÷àÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
íå èìåþùåé íè îäíîãî ðàâíîãî v ýëåìåíòà.

4.2. Ïðîâåðêà îáðàòèìîñòè è äåëèìîñòè â R[σ]

Ïðîáëåìà ïðåäñòàâëåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âàæíà äëÿ êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû. Îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå âñåãäà èçâåñòíà è, âîç-
ìîæíî, ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò. Îäíèì èç åñòåñòâåííûõ ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
àëãîðèòìè÷åñêèé ñïîñîá, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà àëãîðèòìîì âû÷èñëåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ ïî èõ èíäåêñàì. Ìû íàçûâàåì ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷èñëèìûìè.

Ëåììà 2. Ïðîâåðêà äëÿ ïðîèçâîëüíîé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c ∈ R è íåîò-
ðèöàòåëüíîãî öåëîãî r èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ

P(c, r) = ∃
(k∈Z, k≥0)∀n∈Z ( c(n)c(n+ r)c(n+ 2r) . . . c(n+ kr) = 0 ) ,

ÿâëÿåòñÿ íåðàçðåøèìîé àëãîðèòìè÷åñêîé çàäà÷åé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a: äëÿ n ≥ 0 ïîëîæèì

a(n) =


c(0), åñëè n = 0,

0, åñëè n > 0 è c(n) = 0,

a(n− 1), â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

(5)
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Äëÿ n < 0 ïîëîæèì a(n) = 0. Âû÷èñëèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c âëå÷åò âû÷èñëèìîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a òàêîâà, ÷òî îòñóòñòâèå íóëåâûõ ýëåìåíòîâ
ñðåäè

c(0), c(1), . . . (6)

èìååò ñëåäñòâèåì ∀
k∈Z, n≥kr−1 (a(n)a(n + r) . . . a(n + kr) 6= 0). Åñëè c(m) = 0, m ≥ 0, òî

k ≥ dm
r
e. Ìû èìååì

∀
k≥dm

r
e, n∈Z (a(n)a(n+ r) . . . a(n+ kr) = 0),

òàê êàê ïðîèçâåäåíèå a(n)a(n+ kr) ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
Òàêèì îáðàçîì, P(a, r) èñòèííî åñëè è òîëüêî åñëè èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íóëåâîé

ýëåìåíò â (6).
Åñëè íåêîòîðûé àëãîðèòì A ïîçâîëÿë áû ïðîâåðÿòü èñòèííîñòü P äëÿ ïðîèçâîëüíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç R è ïðîèçâîëüíîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî r, òî ñ ïîìîùüþ ýòîãî
àëãîðèòìà ìû ìîãëè áû ïðîâåðÿòü íàëè÷èå íóëåâîãî ýëåìåíòà â äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè âèäà (6), ïðèìåíèâ A ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

c̃(n) =

{
c(n) åñëè n ≥ 0,

0, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6) èìååò íóëåâîé ýëåìåíò åñëè è òîëüêî åñëè èñòèííî P(c̃, r) (â êà-
÷åñòâå r ìîæåò áûòü âçÿòî ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå). Íî àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîâåðêà
ñóùåñòâîâàíèÿ íóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ïðîèçâîëüíîé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåâîç-
ìîæíà (ðàçä. 4.1). Ïîýòîìó A íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü. 2

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü r � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå. Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà
ïðîâåðêè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî L ∈ R[σ], ordL = r, ÿâëÿåòñÿ ëè L îáðàèìûì â R[σ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè r = 0, òî L � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç R. Ýòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü îáðàòèìà, åñëè è òîëüêî åñëè â íåé íåò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà
ïðîâåðêè ýòîãî ñâîéñòâà.

Ïóñòü r > 0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ âèäà

1− c(n)σr, (7)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c ∈ R òàêîâà, ÷òî c(0) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, c � íåíóëåâàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîðÿäîê êàæäîãî èç L âèäà (7) ðàâåí r. Åñëè îáðàòíûé L−1 äëÿ L
ñóùåñòâóåò, òî ñóùåñòâóåò è òàêîå k ≥ 1, ÷òî L−1 èìååò âèä

1 + c(n)σr + c(n)c(n+ r)σ2r + · · ·+ c(n)c(n+ r)c(n+ 2r) . . . c(n+ (k − 1)r)σ(k−1)r, (8)

ïðè
∀
n∈Z( c(n)c(n+ r)c(n+ 2r) . . . c(n+ kr) = 0 ). (9)

Òàêèì îáðàçîì, L âèäà (7) îáðàòèì åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî (9). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
ó íàñ åñòü àëãîðèòì ïðîâåðêè îáðàòèìîñòè, òî ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ èì äëÿ ïðîâåðêè
èñòèííîñòè (9). Íî ïîñëåäíåå, ñîãëàñíî ëåììå 2 ÿâëÿåòñÿ íåðàçðåøèìîé àëãîðèòìè÷åñêîé
çàäà÷åé. 2

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü r � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòèìûé îïåðàòîð

ïîðÿäêà r â R[σ]. Â ñàìîì äåëå, åñëè r = 0, òî 1 · 1 = 1. Èíà÷å, ïóñòü c(n) = δ0(n). Èìååì
(1− c(n)σr)(1+ c(n)σr) = 1.
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Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü r, s � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå. Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà
ïðîâåðêè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ L1, L2 ∈ R[σ], ordL1 = r, ordL2 = s, âåðíî ëè, ÷òî L1 äåëèòñÿ
ñïðàâà íà L2 â R[σ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áû óïîìÿíóòûé àëãîðèòì ñóùåñòâîâàë, òî ìû ìîãëè áû èñïîëü-
çîâàòü åãî äëÿ ïðîâåðêè îáðàòèìîñòè äàííîãî îïåðàòîðà L ∈ R[σ] ïîðÿäêà s. Â ñàìîì
äåëå, âîçüìåì ëþáîé îïåðàòîð M ïîðÿäêà r, íàïðèìåð, ïîëîæèì M = σr. Î÷åâèäíî, ÷òî
L îáðàòèì åñëè è òîëüêî åñëè M è M + 1 îáà äåëÿòñÿ íà L. Òàêèì îáðàçîì, åñëè åñëè
ìû ìîæåì ïðîâåðÿòü äåëèìîñòü, òî ìû ìîæåì ïðîâåðÿòü è îáðàòèìîñòü. Íî, ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 3, ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà. 2

4.3. Î ïðîâåðêå ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ëåâîãî îáùåãî êðàòíîãî

Îáñóäèì çàäà÷ó ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ëåâîãî îáùåãî êðàòíîãî äëÿ äàí-
íûõ L1, L2 ∈ R.

Îòìåòèì, ÷òî îòñóòñòâèå îáùåãî àëãîðèòìà ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ëåâîãî
îáùåãî êðàòíîãî ìîæåò áûòü äîêàçàíî ïðîñòî ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ îïåðàòîðîâ íóëåâîãî
ïîðÿäêà, ò.å. ñëó÷àÿ ïîñëåäîâàòåëüííîñòåé.

Ïðåäëîæåíèå 5. Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî
ëåâîãî îáùåãî êðàòíîãî äëÿ äàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a, b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà ïðîâåðêè èñòèííî-
ñòè óòâåðæäåíèÿ

∀n (a(n)b(n) = 0) (10)

äëÿ äàííûõ âû÷èñëèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a, b. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû ìû èìåëè òàêîé
àëãîðèòì, òî îí ïîçâîëèë áû íàì àëãîðèòìè÷åñêè ïðîâåðÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü a òîæäåñòâåííî íóëåâîé. (Òàêàÿ ïðîâåðêà íåâîçìîæíà.) Ìû ìîæåì âçÿòü
b = 1, òîãäà (10) èñòèííî åñëè è òîëüêî åñëè a òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ.

Ìû ìîæåì òåïåðü äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ëåâîãî
îáùåãî êðàòíîãî íåðàçðåøèìà àëãîðèòìè÷åñêè óæå â ñëó÷àå îïåðàòîðîâ íóëåâîãî ïîðÿä-
êà, ò.å. êîãäà îïåðàòîðû L1, L2 ñóòü íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a è b. Âèäíî, ÷òî a è
b èìåþò íåíóëåâîå îáùåå êðàòíîå åñëè èòîëüêî åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ (10). Ôàêòè÷åñêè,
äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ íåíóëåâîãî ëåâîãî îáùåãî êðàòíîãî ïðè âûïîëíåíèè (10) àíà-
ëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó èç ïðèìåðà 4. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî n ïðîèçâåäåíèå a(n)b(n) íå
ðàâíî íóëþ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ab ÿâëäÿåòñÿ íåíóëåâûì ëåâûì îáùèì êðàòíûì. 2

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòì ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ëåâîãî îáùåãî êðàò-
íîãî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äàííûõ îïåðàòîðîâ L1, L2 íåâîçìîæåí. Ìû äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå
óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü r, s � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò àëãî-
ðèòìà äëÿ ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ëåâîãî îáùåãî êðàòíîãî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
äàííûõ îïåðàòîðîâ L1, L2 ∈ R[σ], ordL1 = r, ordL2 = s.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 3. Ïóñòü a, b � íåíóëåâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è r, s � íåîòðèöàòåëüíûå
öåëûå, r ≥ s. Òîãäà aσr, bσs îáëàäàþò íåíóëåâûì îáùèì êðàòíûì åñëè è òîëüêî åñëè
(⇐⇒) íàéäåòñÿ òàêîå öåëîå m, ÷òî

a(m) 6= 0, b(m+ r − s) 6= 0. (11)
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3:
=⇒ : Ïóñòü Uaσr = Wbσs, ãäå ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè îïåðàòîðàìè.

Ïóñòü u = ordU , w = ordW . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

u+ r = w + s (12)

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåêîòîðûå èç ñòàðøèõ ñëàãàåìûõ îïåðàòîðîâ U,W ìîãëè áû áûòü
óäàëåíû èç îïåðàòîðîâ). Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè, ïóñòü cσu è dσw ñëóæàò ñòàðøèìè ñëà-
ãàåìûìè îïåðàòîðîâ U è W . Íåíóëåâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c(n)a(n + u) è d(n)b(n + w)
îäèíàêîâû. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî

c(n− u)a(n) = d(n− u)b(n+ w − u)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ n. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (12), ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî
êàê

c(n− u)a(n) = d(n− u)b(n+ r − s).

Ïîñêîëüêó ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñóòü íåíóëåâûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå m, ÷òî

c(m− u)a(m) = d(m− u)b(m+ s− t) 6= 0.

Îòñþäà a(m) 6= 0, b(m+ s− t) 6= 0.
⇐= : Åñëè m ñóùåñòâóåò, òî ïîëîæèì U = 1

a(m)
δm(n), W = 1

b(m+r−s)δm(n)σ
r−s Ïîëó÷àåì

Uaσr = Wbσs = δm(n)σ
r.

2

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 6:

Ïðåæäå âñåãî, äîêàæåì ñëåäóþùåå. Ïóñòü t � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå. Íåâîçìîæåí
àëãîðèòì At ïðîâåðêè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b ∈ R ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî m ∈ Z, ÷òî
a(m)b(m+ t) 6= 0. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè áû òàêîé àëãîðèòì At ñóùåñòâîâàë, òî ìû ìîãëè áû
ñ åãî ïîìîùüþ ïðîâåðÿòü, ñîäåðæèò ëè ïðîèçâîëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

c = c(0), c(1), . . . (13)

õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò. Íî ïîñëåäíÿÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà íåðàçðåøèìà
(ñì. ðàçä. 4.1), ÷òî áóäåò îçíà÷àòü íåâîçìîæíîñòü At.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c òàêàÿ æå, êàê â (13). Îïðåäåëèì äâóñòîðîííèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè a è b:

a(n) =

{
c(n), n ≥ 0,

0, n < 0,
, b(n) =

{
c(n− t), n ≥ t,

0, n < t.

Òîãäà

b(n+ t) =

{
c(n), n ≥ 0,

0, n < 0,
, a(n)b(n+ t) =

{
c(n)2, n ≥ 0,

0, n < 0.

Êàê ñëåäñòâèå, äâóñòîðîííÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a(n)b(n+t) ñîäåðæèò íåíóëåâîé ýëåìåíò,
åñëè è òîëüêî åñëè îäíîñòîðîííÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c2 ñîäåðæèò íåíóëåâîé ýëåìåíò. Â
ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëåäíåå ñïðàâåäëèâî, åñëè è òîëüêî åñëè îäíîñòîðîííÿÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü c ñîäåðæèò íåíóëåâîé ýëåìåíò.
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Íåíóëåâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a, b âû÷èñëèìû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî m ∈ Z òàêîå, ÷òî
a(m)b(m + t) 6= 0 ñóùåñòâóåò åñëè è òîëüêî åñëè c(m − 2) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû
àëãîðèòì At ñóùåñòâîâàë, òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c ìîæíî áûëî áû ïðîâåðèòü
àëãîðèòìè÷åñêè ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî ýëåìåíòà â c. Íî ýòà ïðîáëåìà àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìà, êàê ýòî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ ðàçä. 4.1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòì At
íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü äëÿ êàæäîãî íåîòðèöàòåëüíîãî t. Ïî ëåììå 3 ýòî âëå÷åò ñïðàâåä-
ëèâîñòü ïðåäëîæåíèÿ 4 2

5. Çàêëþ÷åíèå

Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òåì ôóíäàìåíòîì, íà êîòîðîì ñòðîÿòñÿ ñîâðåìåííûå
÷èñëåííûå ìåòîäû. Ïðåäñòàâëåííûå â ñòàòüå ðåçóëüòàòû ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ðàçíîñòíûå
óðàâíåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè îáúåêòà-
ìè, òðåáóþùèìè âåñüìà îñòîðîæíîãî îáðàùåíèÿ ñ íèìè.
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