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Рассматриваются линейные обыкновенные дифференциальные уравнения с бесконечными (формальны-
ми) степенными рядами в роли коэффициентов. Эти ряды задаются в усеченном виде. Предлагаются
компьютерно-алгебраические процедуры (они реализованы в среде Maple) построения решений двух видов.
Исходя из заданных усеченных рядов-коэффициентов уравнения, процедуры находят максимально возмож-
ное число членов рядов, входящих в решения.

1. ВВЕДЕНИЕ

В [1], [2] были предложены алгоритмы поиска так на-
зываемых лорановых и регулярных решений (опре-
деления даются в разд. 2.2) линейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений с бесконечными
формальными степенными рядами в роли коэффи-
циентов. Вопрос представления бесконечных рядов
очень существен для компьютерной алгебры. В дан-
ном случае ряды задаются в усеченном виде, что
означает, что мы не располагаем полной информа-
цией об уравнении. Исходя из этой неполной ин-
формации, алгоритмы дают максимально возмож-
ное число членов рядов, входящих в решения. В [1],
[2] сообщалось о предварительных (пробных) вари-
антах реализующих эти алгоритмы процедур и экс-
периментах с ними. К настоящему времени проце-
дуры усовершенствованы, интерфейс и представле-
ние данных выбраны для них единообразно. Усо-
вершенствованные процедуры обсуждаются ниже в
статье. Эти процедуры доступны на веб-станице
http://www.ccas.ru/ca/TruncatedSeries .

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

2.1. Уравнения, операторы, усеченные ряды

Пусть K — алгебраически замкнутое числовое по-
ле. Для кольца полиномов от x над K мы в дальней-
шем используем обычные обозначение K[x]. Коль-
цо формальных степенных рядов от x над K обо-
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значается через K[[x]], поле формальных лорано-
вых рядов — через K((x)). Для ненулевого элемен-
та a(x) =

∑
aix

i, принадлежащего K((x)), его ва-
люация val x a(x) определена равенством val x a(x) =
min {i | ai 6= 0}, при этом val x 0 = ∞. Пусть t ∈
Z ∪ {−∞}, t-усечение a〈t〉(x) получается отбрасыва-
нием всех членов a(x) степени большей, чем t; если
t = −∞, то a〈t〉(x) = 0. Число t называется степенью
усечения.

В настоящей статье дифференциальные уравне-
ния будет удобно записывать с помощью операции
θ = x d

dx вместо обычной операции дифференцирова-
ния d

dx (переход от одной формы записи к другой вы-
полняется легко). Мы рассматриваем уравнения вида

ar(x)θ
ry + ar−1(x)θ

r−1y + · · ·+ a0(x)y = 0, (1)

где y — неизвестная функция от x. Относитель-
но a0(x), a1(x), . . . , ar(x) (будем называть их коэффи-
циентами уравнения) предполагается, что ai(x) ∈
K[[x]], i = 0, 1, . . . , r, при этом ведущий коэффи-
циент ar(x) не равен нулю. Также предполагается,
что валюация хотя бы одного из коэффициентов
a0(x), a1(x), . . . , ar(x) равна нулю.

Уравнение (1) может быть записано как L(y) = 0,
где оператор L имеет вид

r∑
i=0

ai(x)θ
i ∈ K[[x]][θ], (2)

число r является порядком оператора L.
Далее считаем, что задан дифференциальный опе-
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ратор L с полиномиальными коэффициентами:

r∑
i=0

ai(x)θ
i ∈ K[x][θ] (3)

и заданы неотрицательные целые t0, t1, . . . , tr такие,
что ti > deg ai(x), i = 0, 1, . . . , r. Предполагается при
этом, что ar(x) 6= 0 и что валюация по крайней ме-
ре одного из полиномов a0(x), a1(x), . . . , ar(x) равна
нулю:

∃i : val ai(x) = 0. (4)

Определение 1 Продолжением оператора L будем
называть любой оператор

L̃ =

r∑
i=0

ãi(x)θ
i ∈ K[[x]][θ],

для которого ãi(x)−ai(x) = O(xti+1), т.е. val (ãi(x)−
ai(x)) > ti, i = 0, 1, . . . , r.
Усеченному дифференциальному уравнению

r∑
i=0

(
ai(x) +O(xtr+1)

)
θ iy = 0, (5)

ti > deg ai(x), i = 0, 1, . . . , r, мы сопоставляем опе-
ратор (3), а также набор чисел t0, t1, . . . , tr. Продол-
жение оператора (3) будет в этом случае называться
также продолжением уравнения (5).

Если L (или L) — некоторый дифференциальный
оператор, то под решениями оператора L (или L)
мы понимаем решения уравнения L(y) = 0 (соответ-
ственно, L(y) = 0).

В случае, когда L — усеченный вариант оператора
L, будем называть L и L(y) = 0 усечениями операто-
ра L и соответственно уравнения L(y) = 0.

2.2. Лорановы и регулярные решения уравнений

Решение дифференциального уравнения, являющее-
ся формальным лорановым рядом, называется лора-
новым.
Регулярное решение имеет вид

y(x) = xλw(x), (6)

где λ ∈ K, w(x) ∈ K((x))[lnx]. Каждое такое решение
записывается как

xλ
k∑
s=0

gk−s(x)
lns x

s!
, (7)

где k ∈ Z>0 и gs(x) ∈ K((x)), s = 0, 1, . . . , k. Мы в
этом случае говорим, что xλ — степенной множи-
тель решения y(x). Набор

xλ1 , xλ2 , . . . , xλρ (8)

называется полным набором степенных множителей
регулярных решений уравнения L(y) = 0, если

– среди показателей степени элементов набора (8)
нет различающихся на целое число,

– каждый элемент xλi набора (8) является степен-
ным множителем для некоторого ненулевого регу-
лярного решения уравнения L(y) = 0,

– для каждого ненулевого регулярного решения
уравнения L(y) = 0 среди (8) найдется степенной
множитель для этого решения.

Примечание 1 Согласно принятому в компьютер-
ной алгебре определению (см., например, [3]) любая
линейная комбинация над K решений вида (6) также
называется регулярным решением.

3. АЛГОРИТМЫ ПОСТРОЕНИЯ РЕШЕНИЙ

3.1. Лорановы решения

Пусть дифференциальное уравнение L(y) = 0
имеет ненулевые лорановы решения и y(x) =∑∞
n=v cnx

n — общее лораново решение, его коэф-
фициенты cn содержат произвольные постоянные.
Алгоритм, предложенный в [4, Sect.6], позволяет
для L(y) = 0 построить усечение общего лораново-
го решения любой заданной степени m: y〈m〉(x) =∑m
n=v cnx

n.
В [1] показано, что для уравнения (5) с усеченными

коэффициентами можно найти усечения максималь-
но высоких степеней для лорановых решений, обес-
печивая при этом инвариантность эти усечений от-
носительно всевозможных продолжений уравнения.
Был предложен алгоритм, входом которого являют-
ся оператор L ∈ K[x][θ] и неотрицательные целые
t0, t1, . . . , tr, имеющие тот же смысл, что и в (3). Ал-
горитм строит конечное множество W выражений
вида

y〈m〉(x,C1, . . . , Cr) +O(xm+1), (9)

где y(x,C1, . . . , Cr) ∈ K[C1, . . . , Cr]((x)), обладающее
свойствами (под решениями понимаются решения,
принадлежащие K((x))):

• если (9) является элементом множества W , то
для любого продолжения L̃ оператора L найдет-
ся его решение ỹ(x), для которого существуют
C̃1, . . . , C̃r ∈ K такие, что

ỹ(x) = y〈m〉(x, C̃1, . . . , C̃r) +O(xm+1),

val ỹ(x) = val y(x,C1, . . . , Cr);

• если ỹ(x) — решение некоторого продолжения L̃
оператора L, и существует элемент (9) множе-
ства W такой, что выполняется

val ỹ(x) = val y(x,C1, . . . , Cr), (10)
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то найдутся C̃1, . . . , C̃r ∈ K такие, что

ỹ(x) = y〈m〉(x, C̃1, . . . , C̃r) +O(xm+1);

• значения m являются наибольшими из возмож-
ных значений, указанным образом связанных с
каждым элементом множества W .

В множествоW включаются все выражения вида (9),
обладающие этими свойствами.

3.2. Регулярные решения

Пусть дифференциальное уравнение L(y) = 0 име-
ет ненулевые решения вида (7). Алгоритмы постро-
ения таких решений обсуждаются в [5]–[13]. С по-
мощью этих алгоритмов можно построить усечение
общего регулярного решения любой заданной степе-
ни усечения m. Т.е. для всех рядов, входящих в ре-
шение, вычисляются коэффициенты до степени m,
вычисленные коэффициенты могут содержать про-
извольные постоянные.

Для уравнения (5) с усеченными коэффициента-
ми алгоритм, предложенный в [2], строит регуляр-
ные решения с максимально большими усечениями,
водящих в них рядов, такими, что решения явля-
ются инвариантными относительно различных воз-
можных продолжений уравнения. Входом алгорит-
ма снова являются оператор L ∈ K[x][θ] и неотрица-
тельные целые t0, t1, . . . , tr. В результате применения
алгоритма становится известным полный набор (8)
степенных множителей регулярных решений, одина-
ковый для всех возможных продолжений оператора
L. Для каждого допустимого множителя xλ строится
W (λ) — конечное множество выражений вида

xλ
k∑
s=0

lns x

s!

(
g
〈ms〉
k−s (x,C1, . . . , Cr) +O(xms+1)

)
, (11)

где gs(x,C1, . . . , Cr) ∈ K[C1, . . . , Cr]((x)) для s =
0, 1, . . . , k, обладающее свойствами:

• если (11) является элементом множества W (λ),
то для любого продолжения L̃ оператора L най-
дется его решение ỹ(x) = xλ

∑k
s=0 g̃k−s(x)

lns x
s! ,

для которого существуют C̃1, . . . , C̃r ∈ K такие,
что

g̃s(x) = g
〈ms〉
s (x, C̃1, . . . , C̃r) +O(xms+1),

val g̃s(x) = val gs(x,C1, . . . , Cr)

для s = 0, 1, . . . , k;

• если ỹ(x) = xλ
∑k
s=0 g̃k−s(x)

lns x
s! — решение

некоторого продолжения L̃ оператора L, и суще-
ствует элемент (11) множества W (λ) такой, что
выполняется

val g̃s(x) = val gs(x,C1, . . . , Cr), (12)

для s = 0, 1, . . . , k, то найдутся C̃1, . . . , C̃r ∈ K
такие, что

g̃s(x) = g〈ms〉s (x, C̃1, . . . , C̃r) +O(xms+1),

для s = 0, 1, . . . , k;

• для каждого элемента множестваW (λ) значения
m0,m1, . . . ,mk являются наибольшими из воз-
можных, указанным образом связанных с L.

В множествоW (λ) включаются все выражения ви-
да (11), обладающие этими свойствами, т.е. W (λ) со-
держит полный список формул вида (11), инвариант-
ных относительно продолжений оператора L.

4. ЛИТЕРАЛЫ

Пусть задан оператор с полиномиальными коэф-
фициентами L вида (3), набор чисел t0, t1, . . . , tr и
пусть коэффициенты L имеют вид

ai(x) =

ti∑
j=0

aijx
j , i = 0, 1, . . . , r

(если ti > di = deg ai(x), то aij = 0 для j = di+1, di+
2, . . . , ti). Будем говорить, что коэффициенты ai,j —
незаданы, если j > ti, для i = 0, 1, . . . , r.

Помимо построения усечения решений (лорано-
вых и регулярных), инвариантных относительно всех
продолжений уравнения L(y) = 0, алгоритм позво-
ляет прояснить влияние незаданных коэффициентов
на последующие члены рядов, входящих в решения.
Для незаданных коэффициентов алгоритм использу-
ет символьные обозначения, будем называть их ли-
тералами.

При рассмотрении продолжения L̃ оператора L,
может оказаться, что L̃ имеет такое лораново реше-
ние ỹ(x), что W не содержит выражения (9), для ко-
торого выполняется равенство валюаций (10). Алго-
ритм может определить, какие условия на незадан-
ные коэффициенты должны быть выполнены, чтобы
такое выражение появилось.

При рассмотрении продолжения L̃ оператора L,
может оказаться, что L̃ имеет такое решение ỹ(x) =
xλ
∑k
s=0 g̃k−s(x)

lns x
s! , что W (λ) не содержит выраже-

ния (11), для которого выполняется равенство валю-
аций (12). Алгоритм может определить, какие усло-
вия на незаданные коэффициенты должны быть вы-
полнены, чтобы такое выражение появилось.

Для усеченного уравнения при условии, что сво-
бодные члены всех коэффициентов известны и хо-
тя бы один не равен нулю, полный набор степенных
множителей одинаков для всех продолжений данного
уравнения. Но максимальные значения k в (7) могут
быть различными для разных продолжений. Алго-
ритм может определить, какие условия на незадан-
ные коэффициенты должны быть выполнены, чтобы
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максимальные значения k стали инвариантными от-
носительно возможных продолжений уравнения.

5. ПРОЦЕДУРЫ ПОСТРОЕНИЯ РЕШЕНИЙ

Алгоритмы построения рассматриваемых решений
реализованы в системе компьютерной алгебры Maple
([14]) в виде процедур пакета TruncatedSeries1. Па-
кет предоставляет две основных процедуры:

• LaurentSolution— построение лорановых реше-
ний;

• RegularSolution — построение регулярных ре-
шений

Предварительные реализации этих процедур были
представлены в работах [1, 2]. За основу реализации
частично взята реализация алгоритмов из пакета EG
[13].

5.1. Аргументы и результат работы процедур

Обе процедуры имеют одинаковые аргументы. Ос-
новные аргументы:

• Первый аргумент – дифференциальное уравне-
ние вида (5), где ti > deg ai(x), i = 0, 1, . . . , r.
Применение θk к неизвестной функции y(x) за-
писывается как theta(y(x),x,k). Вместо опе-
ратора θ можно использовать и обычное диф-
ференцирование (оператор D = d

dx ); приме-
нение оператора Dk к неизвестной функции
y(x) задается в стандартном для Maple ви-
де diff(y(x),x$k). Усеченные коэффициенты
уравнения задаются в виде выражений ai(x) +
O(xti+1), где ai(x) — полином степени не выше
ti над полем алгебраических чисел, то есть ана-
логично математической записи. Нерациональ-
ные алгебраические числа в Maple представля-
ются в виде выражения RootOf(p(_Z), index =
k), где p(_Z)— неприводимый полином, k-м кор-
нем которого и является данное алгебраическое
число. Например, RootOf(_Z2 − 2, index = 2) =
−
√
2.

• Второй аргумент — неизвестная функция, на-
пример, y(x).

Результат работы процедуры LaurentSolution —
список усеченных лорановых решений, из множества
W , описанного в разд. 3.1. Каждый элемент списка
имеет вид

cvjx
vj + cvj+1x

vj+1 + · · ·+ cmjx
mj +O(xmj+1), (13)

1Пакет и сессия Maple с примерами использо-
вания описываемых процедур доступны по адресу
http://www.ccas.ru/ca/TruncatedSeries

где vj — валюация, для которой гарантировано суще-
ствование лоранова решения при любом продолже-
нии заданного уравнения; mj имеет прежний смысл
(см. разд. 3.1), cn — вычисленные коэффициенты
лоранова решения, которые являются линейными
комбинациями произвольных постоянных вида _c0,
_c1, . . .

Результат работы процедуры RegularSolution —
список усеченных регулярных решений, инвариант-
ных относительно продолжений коэффициентов за-
данного уравнения. Усечения содержат произволь-
ные постоянные вида _c0, _c1, . . .

Могут быть также указаны опциональные пара-
метры:

• ’output’=’literal’ — обеспечивает получения
ответа не в виде списка инвариантных усечений,
а в виде одного усечения с литералами. Все усе-
ченные ряды в ответе имеют вид:

cvx
v + cv+1x

v+1 + · · ·+ cmx
m +O(xm+1), (14)

где v = min vj , m = 1 + maxmj , коэффициенты
cn будут содержать литералы. Литералы пред-
ставляются в виде U[i,j] — такой литерал соот-
ветствует незаданному коэффициенту при xj в
коэффициенте исходного уравнения при θi.

• ’degree’=n, где n — целое число, — обеспечивает
получение усечений решений заданной степени.
В этом случае коэффициенты усечений возмож-
но будут выражены через литералы. Степени по-
строенных усечений могут быть больше заданно-
го n, — должно быть вычислено по крайней мере
столько коэффициентов, сколько требуется для
определения всех возможных валюаций лорано-
вых рядов, входящих в решение.

5.2. Примеры построения лорановых решений

1. Каждое из уравнений

sinx θy(x)− x cosx y(x) = 0, (15)

(ex − 1)θy(x)− xex y(x) = 0 (16)

можно представить в виде

(x+O(x2))θy(x) + (−x+O(x2))y(x) = 0. (17)

Применим процедуру к (17).
> eq1 := (x+O(x^2))*(theta(y(x),x,1))+

(-x+O(x^2))*y(x);

eq1 :=
(
x+O(x2)

)
θ(y(x), x, 1) +

(
−x+O(x2)

)
y(x)

> LaurentSolution(eq1, y(x));[
x_c1 +O(x2)

]
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Итак, имеется только одно инвариантное усечение
решения с валюацией v = 1 и степенью усечения m =
1.

2. Применим процедуру к (17) еще раз, задав жела-
емую степень усечения, равную 2, с помощью опции
’degree’=2:
> LaurentSolution(eq1, y(x), ’degree’=2);[

x_c1 + x2(−_c1U[0,2] −_c1U[1,2]) +O(x3)
]

Итак, коэффициент решения при степени 2 зависит
от литералов, то есть различные продолжения урав-
нения eq1 могут иметь разные коэффициенты реше-
ния при этой степени и найденное ранее инвариант-
ное решение является максимально возможным.

3. Добавим к коэффициентам уравнения eq1 неко-
торые члены, соответствующие коэффициентам (15).
Получим усечение решения до степени x2, которое
соответствует разложению в степенной ряд функции
sinx, являющейся решением (15):
> eq2 := (x+O(x^3))*(theta(y(x),x,1))+

(-x+x^3/2+O(x^4))*y(x);

eq2 :=
(
x+O(x3)

)
θ(y(x), x, 1)

+

(
−x+

x3

2
+O(x4)

)
y(x)

> LaurentSolution(eq2, y(x));[
x_c1 +O(x3)

]
Снова v = 1, но m = 2. Легко проверить, что най-
денное усечение решения является продолжением ин-
вариантного усечения решения уравнения eq1. При
этом видно, что если подставить значения U[0,2] = 0,
U[1,2] = 0, которые соответствуют добавленным ко-
эффициентам, в найденное выше усечение решения
уравнения eq1 до степени m = 2, то будет получено
усечение решения уравнения eq2.

4. Теперь добавим к коэффициентам уравнения
eq1 несколько членов, соответствующих коэффици-
ентам (16). Получим усечение решения до степени
x2, которое соответствует разложению в степенной
ряд функции ex − 1, являющейся решением (16).
> eq3 := (x+x^2/2+O(x^3))*theta(y(x),x,1)+

(-x-x^2-x^3/2+O(x^4))*y(x);

eq3 :=

(
x+

x2

2
+O(x3)

)
θ(y(x), x, 1)

+

(
−x− x2 − x3

2
+O(x4)

)
y(x)

> LaurentSolution(eq3, y(x));[
x_c1 +

x2_c1
2

+O(x3)

]

Итак, v = 1, m = 2. Вновь легко проверить, что
найденное усечение решения является продолжени-
ем усечения решения уравнения eq1. При этом видно,
что если подставить значения U[0,2] = −1, U[1,2] =

1
2 ,

которые соответствуют добавленным коэффициен-
там, в усечение решения уравнения eq1 до степени 2,
то будет получено усечение решения уравнения eq3.

Таким образом, различные продолжения eq2 и eq3
уравнения eq1 дали различные инвариантные усече-
ния решений. При этом, как и ожидалось, не возник-
ло новых решений, инвариантные усечения решений
eq2 и eq3 являются продолжениями инвариантного
усечения решения eq1 и соответствуют его продол-
жению до степени 2, зависящего от литералов, с под-
становкой вместо литералов соответствующих коэф-
фициентов из уравнений eq2 и eq3.

5. Для каждого из уравнений eq1, eq2 и eq3 суще-
ствует только одно значение валюации, для которого
лорановы решения существуют при любом продол-
жении уравнения. Рассмотрим применение процеду-
ры к следующему уравнению:
> eq4 := (-1+x+O(x^2))*theta(y(x),x,2)+

(-2+O(x^2))*theta(y(x),x,1)+
(x+O(x^2))*y(x);

eq4 :=
(
−1 + x+O(x2)

)
θ(y(x), x, 2)

+
(
−2 +O(x2)

)
θ(y(x), x, 1)

+(x+O(x2))y(x)

> LaurentSolution(eq4, y(x));[
_c1 +

x_c1
3

+O(x2)
]

Полученный ответ означает, что существует толь-
ко одно инвариантное усечение решения, оно имеет
валюацию v = 0 и степень усечения m = 1.

6. Применим процедуру к eq4 еще раз, задав сте-
пень усечения решения, равную 3, с помощью опции
’degree’=3:
> LaurentSolution(eq4, y(x), ’degree’=3);[

_c1 +
x_c1
3

+ x2
(

1

12
_c1 +

1

8
_c1U[0,2]

)

+x3
(

1

45
_c1U[2,2] +

1

36
_c1 +

23

360
_c1U[0,2]

+
1

45
_c1U[1,2] +

1

15
U[0,3]_c1

)
+O(x4)

]
7. Добавим к коэффициентам уравнения eq4

несколько коэффициентов.Применим процедуру.
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> eq5 := (-1+x+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,2)+
(-2+O(x^3))*theta(y(x),x,1)+
(x+6*x^2+O(x^4))*y(x);

eq5 :=
(
−1 + x+ x2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 2)

+
(
−2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 1)

+(x+ 6x2 +O(x4))y(x)

> LaurentSolution(eq5, y(x));[
_c1
x2
− 5_c1

x
+_c2 +O(x),

_c1 +
x_c1
3

+
5x2_c1

6
+

13x3_c1
30

+O(x4)

]
Полученный ответ означает, существует два инва-

риантных усечения решений: с валюацией v1 = 0 и
степенью усечения m1 = 3, являющееся продолже-
нием ранее найденного усечения решения для урав-
нения eq4, и второе с валюацией v2 = −2 и степенью
усечения m2 = 0, которое является новым.

8. Добавим к коэффициентам уравнения eq4
несколько коэффициентов иначе.Применим процеду-
ру.
> eq6 := (-1+x+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,2)+

(-2+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,1)+
(x+6*x^2+O(x^4))*y(x);

eq6 :=
(
−1 + x+ x2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 2)

+
(
−2 + x2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 1)

+(x+ 6x2 +O(x4))y(x)

> LaurentSolution(eq6, y(x));[
_c1 +

x_c1
3

+
5x2_c1

6
+

41x3_c1
90

+O(x4)

]
Полученный ответ означает, что вновь существует

только одно инвариантное усечение решения с валю-
ацией v = 0 и степенью усечения m = 3, являющееся
продолжением ранее найденного усечения решения
для eq4.

Видно, что различные продолжения eq5 и eq6 урав-
нения eq4 дали различные инвариантные усечения.
При этом у уравнения eq5 возникло новое решение
с другой валюацией, при этом второе инвариантное
усечение решения eq5 и инвариантное усечение ре-
шения eq6 являются продолжениями инвариантного
усечения решения eq4 и соответствуют его продол-
жению до степени 3 в литералах с подстановкой вме-
сто литералов соответствующих коэффициентов из
уравнений eq5 и eq6.

9. Проверим, имеет ли смысл рассматривать слу-
чай различных t0, t1, . . . , tr, входящих в (5), или же

достаточно ограничиться случаем равенства этих чи-
сел. Иными словами, проверим может ли замена в (5)
каждого ti на t = minri=0 ti привести к снижению точ-
ности результата работы алгоритма.

Для следующего уравнения получаем пять началь-
ных членов решения:
> eq7 := (1+O(x))*(theta(y(x),x,1))+

(x^4+O(x^5))*y(x);

eq7 := (1 +O(x)) θ(y(x), x, 1) +
(
x4 +O(x5)

)
y(x)

> LaurentSolution(eq7, y(x));[
_c1 −

_c1 x4

4
+O(x5)

]
Если же взять t0 = t1 = 0, то получим только один

начальный член решения:
> eq8 := (1+O(x))*(theta(y(x),x,1))+

O(x)*y(x);

eq8 := (1 +O(x)) θ(y(x), x, 1) +O(x) y(x)

> LaurentSolution(eq8, y(x));

[_c1 +O(x)]

Это показывает, что при замене каждого ti на
t = minri=0 ti произошло снижение точности работы
алгоритма. Тем самым, связанные с отказом от апри-
орного предположения о равенстве всех ti затраты
времени могут быть не напрасными.

10. Существуют уравнения, которые не имеют
нетривиальных лорановых решений ни при каких
продолжениях:
> eq9 := (2+O(x))*(theta(y(x),x,1))+

(1+O(x))*y(x);

eq9 := (2 +O(x)) θ(y(x), x, 1) + (1 +O(x)) y(x)

> LaurentSolution(eq9, y(x));

[ ]

Ответ — пустой список — означает отсутствие ре-
шений для всех продолжений уравнения eq9.

11. Процедуру можно применять к уравнениям, за-
данным через оператор дифференцирования d

dx .
> eq10 := (-x+x^2+x^3+O(x^4))*

(diff(y(x),x,x))+
(-3+x+O(x^2))*(diff(y(x),x))+
O(x^3)*y(x);

eq10 :=
(
−x+ x2 + x3 +O(x4)

) ( d2

dx2
y(x)

)

+
(
−3 + x+O(x2)

) ( d

dx
y(x)

)
+O(x3) y(x)
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> LaurentSolution(eq10, y(x));[
_c1 +O(x4)

]
В случае, если не выполнено условие (4), инвари-

антных усечений лорановых решений не существует.
В этом случае процедура возвращает FAIL. Следу-
ющее уравнение задано через d

dx , процедура строит
эквивалентное ему уравнение через θ и определяет,
что условие (4) не выполнено, следовательно, инва-
риантных усеченных решений не существует:
> eq11 := (x^2+O(x^3))*diff(y(x),x,x)+

O(x)*diff(y(x),x)+(1+O(x))*y(x);

eq11 :=
(
x2 +O(x3)

) ( d2

dx2
y(x)

)
+O(x)

(
d

dx
y(x)

)
+ (1 +O(x)) y(x)

> LaurentSolution(eq11, y(x));

FAIL

5.3. Примеры построения регулярных решений

1. Применим процедуру поиска регулярных реше-
ний:
> eq12 := (-1+x+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,2)+

(-2+O(x^2))*theta(y(x),x,1)+
(O(x^4))*y(x);

eq12 :=
(
−1 + x+ x2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 2)

+
(
−2 +O(x2)

)
θ(y(x), x, 1) +O(x4)y(x)

> RegularSolution(eq12, y(x));[
_c1 +O(x4)

]
2. Добавим один дополнительный коэффициент

U[1,2] = 1 к уравнению eq12 и применим процедуру
еще раз:
> eq13 := (-1+x+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,2)+

(-2+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,1)+
O(x^4)*y(x);

eq13 :=
(
−1 + x+ x2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 2)

+
(
−2 + x2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 1) +O(x4)y(x)

> RegularSolution(eq13, y(x));[
−_c1
x2

+
4_c1
x

+_c2 +O(x) + ln(x)
(
_c1 +O(x4)

)
,

_c2 +O(x4)

]

Видим, что в этом случае возникает второе усече-
ние регулярного решения, содержащее логарифм.

3. Применим процедуру к этому же уравнению с
опцией представления результата в литералах:
> RegularSolution(eq13, y(x),

’output’=’literal’);

ln(x)

(
_c1 +

1

24
x4_c1U[0,4] +O(x5)

)
− _c1

x2

+
4_c1
x

+_c2 + x

(
2

3
_c1U[1,3] −

4

3
_c1U[2,3]

)
+x2

(
1

4
_c1U[1,4] −

5

12
_c1U[1,3] +

1

3
_c1U[2,3]

−1

2
_c1U[2,4] −

1

8
_c1U[0,4] +

1

8
_c1

)
+x3

(
2

15
_c1U[2,4] −

1

5
_c1U[1,4] +

2

45
_c1U[1,3]

− 4

45
_c1U[2,3] +

2

15
_c1U[1,5] +

7

30
_c1U[0,4]

+
1

30
_c1 −

4

15
_c1U[2,5] −

1

15
_c1U[0,5]

)
+x4

(
1

24
U[0,4]_c2 −

3

40
_c1U[2,4] +

7

240
_c1U[1,4]

− 7

80
_c1U[1,3] +

1

20
_c1U[2,3] −

7

60
_c1U[1,5]

+
7

180
_c1U[0,4] +

7

160
_c1 +

1

15
_c1U[2,5] +

17

120
_c1U[0,5]

+
1

36
_c1U2

[1,3] −
1

36
U[1,3]_c1U[2,3] −

1

18
_c1U2

[2,3]

− 1

24
_c1U[0,6] +

1

12
_c1U[1,6] −

1

6
_c1U[2,6]

)
+O(x5)

4. Применим процедуру к этому же уравнению од-
новременно с опцией задания степени усечения:
> RegularSolution(eq13, y(x), ’degree’=2);[
−_c1
x2

+
4_c1
x

+_c2 + x

(
2

3
_c1U[1,3] −

4

3
_c1U[2,3]

)

+x2
(
1

4
_c1U[1,4] −

5

12
_c1U[1,3]

+
1

3
_c1U[2,3] −

1

8
_c1U[0,4] −

1

2
_c1U[2,4] +

1

8
_c1

)

+O(x3) + ln(x)
(
_c1 +O(x3)

)
,_c2 +O(x3)

]
Ответ показывает, что для получения 2-усечения

как продолжения инвариантного усечения необходи-
мо задать U[0,4], U[1,3], U[1,4], U[2,3], U[2,4], т.е. коэффи-
циенты уравнения при x4, x3θ, x4θ, x3θ2, x4θ2, соот-
ветственно.
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5. Применим процедуру к этому же уравнению од-
новременно с опцией представления результата в ли-
тералах и опцией задания степени усечения, опции
могут использоваться совместно:
> RegularSolution(eq13, y(x),

’output’=’literal’, ’degree’=2);

ln(x)
(
_c1 +O(x3)

)
− _c1

x2

+
4_c1
x

+_c2 + x

(
2

3
_c1U[1,3] −

4

3
_c1U[2,3]

)
+x2

(
1

4
_c1U[1,4] −

5

12
_c1U[1,3] +

1

3
_c1U[2,3]

−1

2
_c1U[2,4] −

1

8
_c1U[0,4] +

1

8
_c1

)
+O(x3)

6. Добавим к уравнению eq12 один коэффициент
иначе: U[1,2] = 0.
> eq14 := (-1+x+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,2)+

(-2+O(x^3))*theta(y(x),x,1)+
O(x^4)*y(x);

eq14 :=
(
−1 + x+ x2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 2)

+
(
−2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 1) +O(x4)y(x)

> RegularSolution(eq14, y(x));[
_c1
x2
− 4_c1

x
+_c2 +O(x),_c2 +O(x4)

]
Видим, что в этом случае возникает новое инва-

риантное регулярное решение — лораново решение с
валюацией v2 = −2.

7. Применим процедуру к следующему уравнению
> eq15 := (1+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,3)+

(4-x+(1/2)*x^2+O(x^3))*
theta(y(x),x,2)+
(4-2*x+x^2+O(x^3))*
theta(y(x),x,1)+
O(x^3)*y(x);

eq15 :=
(
1 + x2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 3)

+

(
4− x+

1

2
x2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 2)

+
(
4− 2x+ x2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 1) +O(x3)y(x)

> RegularSolution(eq15, y(x));[
21_c1
16 +

_c2
2

x2
+

_c1
x

+_c3 +O(x)

+ ln(x)

(
1

2

_c1
x2

+_c2 +O(x)

+ ln(x)2
(
1

2
_c1 +O(x3)

)
,

1

2

_c2
x2

+_c3+O(x)+ln(x)
(
_c2 +O(x3)

)
,_c3+O(x3)

]
В данном случае существует три различных ин-

вариантных усечения регулярных решений, содержа-
щиеся в них ряды усечены до разных степеней, лога-
рифм входит до степени k = 2.

8. Уравнение
> eq16 := (-1+x+O(x^3))*theta(y(x),x,2)+

(-1-x-(3/2)*x^2+O(x^3))*
theta(y(x),x,1)+(3/4+(1/4)*x+
(3/4)*x^2+O(x^3))*y(x);

eq16 :=
(
−1 + x+O(x3)

)
θ(y(x), x, 2)

+

(
−1− x− 3

2
x2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 1)

+

(
3

4
+

1

4
x+

3

4
x2 +O(x3)

)
y(x)

> RegularSolution(eq16, y(x));[
√
x

(
−2_c1

x2
+

8_c1
x

+_c2 +O(x)

+ ln(x)
(
_c1 +O(x3)

))
,

√
x

(
_c2 +O(x3)

)]
В данном случае получено регулярное решение с

нецелым λ в множителе xλ.

9. Еще одно уравнение:
> eq17 := (1+O(x^2))*theta(y(x),x,3)+

(1+2*x+O(x^2))*theta(y(x),x,2)+
(2+x+O(x^2))*theta(y(x),x,1)+
(2-x+O(x^2))*y(x);

eq17 :=
(
1 +O(x2)

)
θ(y(x), x, 3)

+
(
1 + 2x+O(x2)

)
θ(y(x), x, 2)

+
(
2 + x+O(x2)

)
θ(y(x), x, 1)

+
(
2− x+O(x2)

)
y(x)

> RegularSolution(eq17, y(x));[
_c1
x

+O(x) + xRootOf(_Z2+2,index=1)

(
_c2

− 1

54
x(20 + 23RootOf(_Z2 + 2, index = 1))_c2
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+O(x2)

)
+ xRootOf(_Z2+2,index=2)

(
_c3

− 1

54
x(20 + 23RootOf(_Z2 + 2, index = 2))_c3

+O(x2)

)]
В данном случае все продолжения уравнения име-

ют три неэквивалентных степенных множителя, с по-
казателями −1,

√
−2, −

√
−2, где

√
−2, −

√
−2 пред-

ставлены конструкциями RootOf(_Z2 + 2, index = 1)
и RootOf(_Z2 + 2, index = 2).

10. Уравнение, заданное через оператор дифферен-
цирования d

dx :
> eq18 := (-x+x^2+x^3+O(x^4))*

(diff(y(x), x, x))+
(-3+x+2*x^2+O(x^3))*
(diff(y(x), x))+
O(x^3)*y(x)

eq18 :=
(
−x+ x2 + x3 +O(x4)

) ( d2

dx2
y(x)

)

+
(
−3 + x+ 2x2 +O(x3)

) ( d

dx
y(x)

)
+O(x3) y(x)

> RegularSolution(eq18, y(x));[
−_c1
x2

+
4_c1
x

+_c2 +O(x) + ln(x)
(
_c1 +O(x4)

)
,

_c2 +O(x4)

]
В результате перехода к уравнению, записанному с
помощью θ, процедура получает уравнение eq13. По-
этому совпадают результаты вычислений.
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