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1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ

min
x∈X

f(x), X = {x ∈ En : g(x) = 0}; (1)

çäåñü x ∈ En, Ei åñòü i-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè
f(x), g(x) îñóùåñòâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî îòîáðàæåíèÿ f : En → E1, g : En → Em.

Âñþäó íèæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóþò âåêòîð p∗ ∈ Em è ðåøåíèå çàäà÷è (1) x∗
òàêèå, ÷òî (x∗, p∗) îáðàçóþò òî÷êó Êóíà�Òàêêåðà, ò.å.

fx(x∗) + gx(x∗)p∗ = 0, x∗ ∈ X. (2)

Ââåäåì ôóíêöèþ äâóõ ñêàëÿðíûõ àðãóìåíòîâ ϕ(gi, pi) è âåêòîð ϕ(g, p) = [ϕ(g1, p1), . . . ,
. . . , ϕ(gm, pm)]. Ñèìâîëû ϕg, ϕp, ϕgg, ϕpp, ϕgp îáîçíà÷àþò ìàòðèöû ïåðâûõ è âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ ðàçìåðàìè ñîîòâåòñòâåííî m × 1, m × 1, m2, m2, m2. Ìàòðèöû âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ äèàãîíàëüíûå. Êîíêðåòíûé ýëåìåíò ìàòðèö ïîëó÷àåòñÿ, åñëè óêàçûâàþòñÿ
åãî ñêàëÿðíûå àðãóìåíòû, íàïðèìåð, ϕg(g

i, pi). Ñîñòàâèì îáîáùåííóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

H(x, p) = f(x) +
m∑

i=1

ϕ(gi(x), pi). (3)

Íà ôóíêöèþ ϕ íàëîæèì ñëåäóþùåå òðåáîâàíèå:

A1. Ôóíêöèÿ ϕ(gi, pi) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ pi

èìååò ìåñòî ϕg(0, p
i) = pi, è åñëè gi 6= 0, òî ϕg(g

i, pi) 6= pi.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè

H(x(p), p) = min
x∈En

H(x, p) (4)

èìååò ðåøåíèå x = x(p), ïåðåéäåì ê çàäà÷å îá îòûñêàíèè êîðíåé ñèñòåìû

Φ(p) = ϕg(g(x(p)), p)− p = 0. (5)

Åñëè p∗ � ðåøåíèå (5), x∗ = x(p∗), âûïîëíåíî óñëîâèå A1, òîãäà (x∗, p∗) åñòü òî÷êà Êóíà�
Òàêêåðà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü øèðîêèé êëàññ ìåòîäîâ îòûñêàíèÿ
êîðíåé ñèñòåì óðàâíåíèé äëÿ ðåøåíèÿ (5) è òåì ñàìûì ðåøàòü çàäà÷ó (1). Ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî Φ(p) äèôôåðåíöèðóåìà, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ åå ïðîèçâîäíîé:

Φp(p) = [I − ϕgg(g(x(p)), p)M(x(p), p)]ϕgp(g(x(p)), p)− I;
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çäåñü

M(x, p) = g>x (x)H−1
xx (x, p)gx(x),

Hxx(x, p) = L(x, p) + gx(x)ϕgg(g(x), p)g>x (x),

L(x, p) = fxx(x) +
m∑

i=1

gi
xx(x)ϕg(g

i(x), pi).

I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà m2, èíäåêñ > îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö. Îáîçíà÷èì
xs = x(ps). Ïðèâåäåì òðè ìåòîäà ðåøåíèÿ (1):

ps+1 = ϕg(g(xs), ps); (6)
ps+1 = ps − Φ−1

p (ps)[ϕg(g(xs), ps)− ps]; (7)
ps+1 = ϕg(g(xs), ps) + Q(xs, ps)g(xs), Q(x, p) = M−1(x, p)− ϕgg(g(x), p); (8)

çäåñü (6) � ïî ñóùåñòâó, ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè, (7) � àíàëîã ìåòîäà Íüþòîíà.
Óêàæåì ïðèìåðû ïðîñòåéøèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ A1:

ϕ1(gi, pi) = gipi + (gi)2/2, ϕ2(gi, pi) = gi(pi − 1) + exp (gi),

ϕ3(gi, pi) = gipi +
1

2π

[
2giarctg gi − ln[1 + (gi)2]

]
exp (−(pi)2).

Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ öåëåñîîáðàçíî áðàòü â êà÷åñòâå ϕ(gi, pi) ôóíêöèè ϕk(τgi, pi)/τ ,
ãäå k = 1, 2, 3, τ � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Âçÿâ, íàïðèìåð, ïåðâóþ èç íèõ, ïîëó÷èì,
÷òî (7), (8) ñîâïàäàþò, (6) è (7) ïðèâîäÿò ê ñõåìàì

ps+1 = ps + τg(xs), ps+1 = ps + M−1(xs, ps)g(xs).

Ïåðâûé ìåòîä õîðîøî èçâåñòåí (ñì., íàïðèìåð, [1]).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò âåêòîð p∗, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì (5). Ââåäåì óðàâíåíèå

|Φp(p∗) + I − λI| = 0. (9)

Ñõîäèìîñòü (6) è (7) ñëåäóåò èç îáùåèçâåñòíûõ òåîðåì î ñõîäèìîñòè. Ïåðåôîðìóëèðóåì
èõ ïðèìåíèòåëüíî ê (5). ×åðåç G îáîçíà÷èì íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü p∗.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè x(p) è Φ(p),
âñå λ ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû; òîãäà (6) ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ê p∗.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü H(x, p) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè Êóíà�Òàêêåðà (x∗, p∗), ìàòðèöà Hxx(x∗, p∗) íåâûðîæäåííà, íà G ñóùåñòâóåò íå-
ïðåðûâíîå ðåøåíèå x(p) çàäà÷è (4). Åñëè Φp(p∗) íåâûðîæäåííà è íà G ìàòðèöà Φp(p)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî (7) ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ê p∗ ñ êâàäðàòè÷íîé ñêî-
ðîñòüþ. Åñëè M(x∗, p∗) íåâûðîæäåííà, ìàòðèöà Q(x(p), p) óäîâëåòâîðÿåò íà G óñëîâèþ
Ëèïøèöà, òî (8) ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ê p∗ ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ.

Â [2] äàíà äðóãàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Íüþòîíà, ïðèãîäíàÿ äëÿ ðåøåíèÿ (1) è (10), íå
òðåáóþùàÿ âñïîìîãàòåëüíîé ìèíèìèçàöèè H ïî x. Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè
ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð, àíàëîãîì ìåòîäà Çåéäåëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ

pi
s = ϕg(g

i(x(p̄si)), p
i
s−1), p̄si = [p1

s, . . . , p
i−1
s , pi

s−1, p
i+1
s−1, . . . , p

m
s−1], i ∈ [1, . . . ,m].
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2. Ìåòîä (6) ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ñëó÷àå çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ:

min
x∈X

f(x), X = {x ∈ En : g(x) ≤ 0}. (10)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çäåñü òàêæå ñóùåñòâóåò òî÷êà Êóíà�Òàêêåðà (x∗, p∗), ò.å. â íåé èìååò
ìåñòî (2) è pi

∗ ≥ 0, pi
∗g

i(x∗) = 0 äëÿ i ∈ [1, . . . ,m]. Ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñòðîèì â âèäå (3).
×åðåç P (gi) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ pi = ϕg(g

i, pi).
Íà ôóíêöèþ ϕ âìåñòî A1 íàëîæèì ñëåäóþùåå óñëîâèå:

A2. P (gi) = ∅ ïðè gi > 0; P (gi) = 0 ïðè gi < 0; åñëè a ≥ 0, òî a ∈ P (0); ϕg(g
i, pi) ≥ 0

äëÿ ëþáûõ gi, pi ≥ 0.

Äëÿ êàæäîãî p èç (4) íàõîäèì x = x(p), îïðåäåëèâ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìó p =
= ϕg(g(x(p)), p). Åñëè p∗ � åå ðåøåíèå, x∗ = x(p∗), p∗ ≥ 0, òî ñîãëàñíî A2 (x∗, p∗) îáðàçóåò
òî÷êó Êóíà�Òàêêåðà. Èñïîëüçóåì äëÿ ðåøåíèÿ (10) ñõåìó (6), âçÿâ p0 ≥ 0, òîãäà âñå
ps ≥ 0, ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x(ps), ps) îáðàçóþò òî÷êó Êóíà�Òàêêåðà.

Óñëîâèþ A2 óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, ôóíêöèè

ϕ4(gi, pi) = ψ(gi
+) + piegi

,

ϕ5(gi, pi) = ψ(gi
+) + pi





1 + hgi +
h(h + 1)

2!
(gi)2 +

h(h + 1)(h + 2)

3!
(gi)3, if gi ≥ 0,

1

(1− gi)h
, if gi ≤ 0;

çäåñü 0 < h, gi
+ = max[0, gi], ψ(z) � íåêîòîðàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

ψ(0) = ψ′(0) = 0, ïðè z > 0 ψ(z) > 0, ψ′(z) > 0, ψ′′(z) > 0 (íàïðèìåð, ψ(z) = z4).

3. Êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ èíäåêñíîìó ìíîæåñòâó B = {j : gj(x∗) =
= 0, 1 ≤ j ≤ m}, îáîçíà÷èì ÷åðåç q. Ââåäåì ìàòðèöû ϕ̄gg, ϕ̄pg, ḡx, êîòîðûå ñîâïàäàþò
ñîîòâåòñòâåííî ñ ϕgg, ϕpg, gx â çàäà÷å (1). Â ñëó÷àå (10) â ôîðìóëàõ äëÿ ϕ̄gg, ϕ̄pg, ḡx

ñîõðàíåíû òîëüêî òå gj è èõ ïðîèçâîäíûå, ó êîòîðûõ j ∈ B, ò.å. äëÿ çàäà÷è (10) ðàçìåðû
ϕ̄gg, ϕ̄pg, ḡx ñóòü ñîîòâåòñòâåííî q2, q2, n× q.

Ïðèâåäåì äâà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ:

A3. Ôóíêöèÿ ϕ òàêîâà, ÷òî ϕ̄gg(g(x∗), p∗) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ìàòðèöà
ϕ̄pg(g(x∗), p∗) � åäèíè÷íàÿ, â ñëó÷àå (10) äëÿ âñåõ j /∈ B âûïîëíåíû óñëîâèÿ
ϕ̄gg(g

j(x∗), pi
∗) = 0, 0 < ϕpg(g

j(x∗), pj
∗) < 1.

A4. Ôóíêöèÿ H(x, p) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè
Êóíà�Òàêêåðà (x∗, p∗), ñòîëáöû ìàòðèöû ḡx(x∗) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, x>L(x∗, p∗)x > 0
äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî x òàêîãî, ÷òî x>ḡx(x∗) = 0.

Ïóñòü µ îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü êîðíåé óðàâíåíèÿ

|ϕ̄gg(g(x∗), p∗)ḡ>x (x∗)L−1(x∗, p∗)ḡx(x∗)− µI| = 0.

Çäåñü â ñëó÷àå çàäà÷è (10) åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà I èìååò ðàçìåð q2. Ïðè âûïîëíåíèè
A3 êîðíè ïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ âåùåñòâåííû, è åñëè îíè íå âñå ïîëîæèòåëüíû, òî α
îáîçíà÷àåò íàèáîëüøèé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà Êóíà�Òàêêåðà, â êîòîðîé ìàòðèöà L íåâû-
ðîæäåííà, èìåþò ìåñòî A3, A4, â ñëó÷àå çàäà÷è (1) âûïîëíåíî óñëîâèå A1, â ñëó÷àå (10)
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� A2; â êà÷åñòâå ϕ(g, p) âçÿòà ôóíêöèÿ ϕ(τg, p)/τ . Òîãäà äëÿ ëþáîãî τ > τ̄ âûïîëíåíû
óñëîâèÿ òåîðåìû 1, ïðè÷åì åñëè âñå µ > 0, òî τ̄ = 0, è τ̄ = −2/α â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

4. Â ñëó÷àå, åñëè (1) è (10) � çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âìåñòî (4) ìîæíî
ââåñòè èíóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

min
x∈En

Γ(g(x), p, µ, f(x)), (11)

ãäå
Γ(g(x), p, µ, f(x)) = γ(f(x)− µ) +

m∑

i=1

ϕ(gi(x), pi)

âûïóêëà ïî x, γ(q) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

A5. Äëÿ âñåõ q 6= 0, γ(q) > 0, γ′(q) 6= 0 è γ(0) = γ′(0) = 0.

Ïóñòü íà s-ì øàãå èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà èçâåñòíû ps, µs, èç (11) íàéäåíî xs = x(ps, µs).
Ïîñòðîèì ìåòîä, â êîòîðîì

ps+1 = ϕg(g(xs), ps)
γ′(f̄ − µ̄)

γ′(f(xs)− µs)
; (12)

çäåñü â êà÷åñòâå f̄ è µ̄ ìîæíî âçÿòü ëþáûå ÷èñëà èç èíòåðâàëîâ

µs ≤ µ̄ < f̄ ≤ f(xs) +
m∑

i=1

pi
sg

i(xs) = Fs.

Óêàæåì íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ âàðèàíòîâ âûáîðà f̄ , µ̄, µs+1:

f̄ = Fs, µ̄ = µs, µs+1 = µs;
f̄ = Fs, µ̄ = f(xs), µs+1 = f(xs);
f̄ = f(xs), µ̄ = µs, µs+1 = µs.

Äëÿ ïðèâåäåííûõ àëãîðèòìîâ âàæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Γ(g(x∗), ps, µs, f(x)) >
> 0. Åñëè íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ µ0, p0 âûáðàíû óäîâëåòâîðÿþùèìè ýòèì óñëîâèÿì, òî
â ñëó÷àå çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (f(x) âûïóêëàÿ, â (1) g(x) ëèíåéíàÿ, â
(10) âûïóêëàÿ) ýòî ñâîéñòâî àâòîìàòè÷åñêè ñîõðàíÿåòñÿ è íà ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ.
Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ p0, µ0 ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ìåòîä âíåøíèõ øòðàôíûõ
ôóíêöèé. Ïðè ýòîì äîëæíî áûòü µ0 < f(x∗). Ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè
ïîëîæèòü µ0 ∈ [f(x0), F0], ãäå x0 � òî÷êà ìèíèìóìà âíåøíåé øòðàôíîé ôóíêöèè.

Åñëè äëÿ ðåøåíèÿ (1) â (11) ïîëîæèòü

Γ(g(x), p, µ, f(x)) = (f(x)− µ)2 +
m∑

i=1

ϕ1(τgi(x), pi)/τ, (13)

òî ìåòîä (12) ïåðåõîäèò â ñëåäóþùèé:

ps+1 = (ps + τg(xs))
f̄ − µ̄

f(xs)− µs

. (14)

Â ôîðìóëàõ (13), (14) ìîæíî ïîëîæèòü p = 0, ps ≡ 0 ñîîòâåòñòâåííî; çíà÷åíèå µs+1 áðàòü
ëþáûì èç îòðåçêà [f(xs), Fs]. Â ÷àñòíîñòè, åñëè µs+1 = f(xs), òî ïðèõîäèì ê ìåòîäó
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[3], åñëè µs+1 = µs + (Γ(g(xs), 0, µs, f(xs)))
1/2 = Rs, òî ïîëó÷àåì ìåòîä [4]. Ñõîäèìîñòü

áóäåò áûñòðåå, åñëè áðàòü µs+1 = Fs, òàê êàê Fs ≥ Rs. Â ñëó÷àå çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîñëåäíèé àëãîðèòì (â êîòîðîì µs+1 = Fs) ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ.

5. Îïûò ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåòîäàìè (6), òèïà Çåéäåëÿ, àëãîðèòìàìè èç ï. 4
ñâèäåòåëüñòâóåò î èõ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè. Àëãîðèòìû ï. 4, èñïîëüçóþùèå
íà êàæäîé èòåðàöèè çíà÷åíèÿ îáû÷íîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà (íàïðèìåð, f̄ = Fs, ëèáî
µs+1 = Rs), òðåáóþò áîëüøåé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (11), ÷åì ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (4) â ìåòîäàõ ï.ï. 1,2. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà
êàæäîì s-ì øàãå ðåøåíèå (4) ìîæíî ïðåêðàùàòü êàê òîëüêî íàéäåíà òî÷êà xs òàêàÿ, ÷òî
‖Hx(xs, ps)‖ ≤ es, ãäå es → 0 ïðè s →∞.
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