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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ.
Ââîäÿòñÿ ñîïðÿæåííûå è àëüòåðíàòèâíûå ñèñòåìû ê èñõîäíîé. Ðàçìåðíîñòü
ïåðåìåííûõ â ýòèõ çàäà÷àõ ðàâíà ÷èñëó îãðàíè÷åíèé â èñõîäíîé çàäà÷å.
Ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íîðìû íåâÿçêè (ñâåðòêè ðàâåíñòâ
è íåðàâåíñòâ) èñõîäíîé èëè àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû. Åñëè ìèíèìàëüíàÿ
íåâÿçêà ðàâíà íóëþ, òî ïîëó÷åíî îäíî èç ðåøåíèé ñèñòåìû, íåâÿçêó êîòîðîé
ìèíèìèçèðîâàëè, è óñòàíîâëåíà íåñîâìåñòíîñòü îñòàâøåéñÿ ñèñòåìû. Åñëè
ìèíèìàëüíàÿ íåâÿçêà íå ðàâíà íóëþ, òî äàííàÿ ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, è ïî
ïðîñòûì ôîðìóëàì íàõîäèòñÿ íîðìàëüíîå ðåøåíèå îñòàâøåéñÿ ñîâìåñòíîé
ñèñòåìû. Ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû ôîðìóëèðóåòñÿ âçàèìíî äâîéñò-
âåííàÿ çàäà÷à ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íîðìû íåâÿçîê. Äâîéñò-
âåííîñòü ïîçâîëÿåò äàòü ïðîñòåéøåå êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì îá
àëüòåðíàòèâàõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ðàññìàòðèâàþòñÿ
íåòðàäèöèîííûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ôîð-
ìóëèðóåòñÿ íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâíîé ê ñèñ-
òåìå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè. Â ðåçóëüòàòå
îäíîêðàòíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ãëàäêîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ôóíê-
öèè, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé íà åäèíèöó áîëüøå ðàçìåðíîñòè ïåðåìåííûõ ïðÿ-
ìîé çàäà÷è, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðîñòûì ôîðìóëàì íîðìàëüíûå ðåøåíèÿ ïðÿìîé
è îïòèìàëüíûå íîðìàëüíûå íåâÿçêè äâîéñòâåííîé çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ.

Ðåøåíèþ ñèñòåì ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Ïðè èçó÷å-
íèè âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì ñèñòåì, âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò ñëó÷àé, êîãäà ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò. È.È. Åðåìèí òàêèå çàäà÷è íàçûâàåò íåñîáñòâåí-
íûìè, îíè âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷, ïðåäëîæåíû, â
÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [1]�[4]. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ñèñòåì ðà-
âåíñòâ è íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ èõ ñâåäåíèå ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íåâÿçîê
èñõîäíîé ñèñòåìû. Ê ýòèì ðàáîòàì òåñíî ïðèìûêàþò èññëåäîâàíèÿ ïî àëüòåðíàòèâíûì
ñèñòåìàì [5]�[9]. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñ êàæäîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðà-
âåíñòâ ñâÿçàíà àëüòåðíàòèâíàÿ ñèñòåìà òàêàÿ, ÷òî îáå ñèñòåìû íå ìîãóò èìåòü ðåøåíèÿ
îäíîâðåìåííî è ðàçðåøèìà òîëüêî îäíà èç íèõ. Àïðèîðè íåèçâåñòíî, èìååò ëè äàííàÿ
ñèñòåìà ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, âûÿñíèòü ðàçðåøèìà ëè çàäàííàÿ ñèñòåìà
è, âî-âòîðûõ, åñëè îíà ðàçðåøèìà, íàéòè åå ðåøåíèå.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ëèíåéíûå ñèñòåìû ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ. Îáîñíîâàíèå
ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ïðîâîäèòñÿ íà áàçå ðàññóæäåíèé, áëèçêèõ ê òåîðèè äâîéñòâåííîñòè
â íåëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè. Ââîäÿòñÿ ñèñòåìû, ñîïðÿæåííûå è àëüòåðíàòèâíûå ê
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èñõîäíîé ñèñòåìå. Ðàçìåðíîñòü ïåðåìåííûõ â ýòèõ çàäà÷àõ ðàâíà ÷èñëó îãðàíè÷åíèé â
èñõîäíîé çàäà÷å. Ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íîðìû íåâÿçêè (ñâåðòêè
ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ) èñõîäíîé èëè àëüòåðíàòèâíîé ê íåé ñèñòåìû.

Åñëè äàíû äâå àëüòåðíàòèâíûå ñèñòåìû, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ðàçðåøèìîé
çàäà÷è äîñòàòî÷íî ìèíèìèçèðîâàòü íåâÿçêó êàêîé-ëèáî îäíîé èç äâóõ àëüòåðíàòèâíûõ
ñèñòåì. Òàêàÿ çàäà÷à äàåò áîëåå áîãàòóþ èíôîðìàöèþ, ÷åì ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû.
Åñëè â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè äëÿ âûáðàííîé ñèñòåìû ïîëó÷åíà íóëåâàÿ íåâÿçêà, òî
ðåøåíèå çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì âûáðàííîé ñèñòåìû. Ïðè
ýòîì ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âòîðàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèÿ. Åñëè ìèíèìàëüíàÿ íåâÿçêà
âûáðàííîé ñèñòåìû íå ðàâíà íóëþ, òî ýòà ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèÿ, à âòîðàÿ ñèñòåìà
ðàçðåøèìà, è ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííîé ìèíèìèçàöèè ïî ïðîñòûì ôîðìóëàì âû÷èñëÿ-
åòñÿ ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé (íîðìàëüíîå ðåøåíèå).

Àíàëîãè÷íî [4] c ïîìîùüþ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû ôîðìóëèðóåòñÿ âçàèìíî äâîéñòâåííàÿ
çàäà÷à ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íîðìû íåâÿçîê. Äâîéñòâåííîñòü ïîçâîëÿåò äàòü
ïðîñòåéøåå êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì îá àëüòåðíàòèâàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ðàññìàòðèâàþòñÿ íåòðàäèöèîííûå óñëîâèÿ
îïòèìàëüíîñòè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ôîðìóëèðóåòñÿ íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâíîé ê ñèñòåìå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëü-
íîñòè. Â ðåçóëüòàòå îäíîêðàòíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ãëàäêîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷-
íîé ôóíêöèè, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé íà åäèíèöó áîëüøå ðàçìåðíîñòè ïåðåìåííûõ ïðÿìîé
çàäà÷è, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðîñòûì ôîðìóëàì íîðìàëüíûå ðåøåíèÿ ïðÿìîé è îïòèìàëüíûå
íåâÿçêè ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé äâîéñòâåííîé çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî áëàãîäàðÿ ðàçëè÷èþ ðàçìåðíîñòåé ïåðåìåííûõ àëüòåðíàòèâíûõ ñèñ-
òåì äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäàííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ìîæåò
îêàçàòüñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïåðåõîä îò èñõîäíîé ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ê ìèíèìèçàöèè íåâÿç-
êè àëüòåðíàòèâíîé íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû. Òàêàÿ ðåäóêöèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê çàäà÷å áåçóñ-
ëîâíîé ìèíèìèçàöèè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè è äàòü âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü íîðìàëüíîå
ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû.

Ïóñòü A � ìàòðèöà m× n � çàäàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
.

Çäåñü ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû A11, A12, A21, A22 èìåþò ðàçìåðíîñòè m1 × n1, m1 × n2,
m2 × n1, m2 × n2 ñîòâåòñòâåííî. Ïóñòü âåêòîðû x ∈ Rn, u ∈ Rm, b ∈ Rm èìåþò ðàçáèåíèå
x> = [x>1 , x>2 ], u> = [u>1 , u>2 ], b> = [b>1 , b>2 ], ãäå x1 ∈ Rn1 , x2 ∈ Rn2 , n = n1 + n2, u1 ∈ Rm1 ,
u2 ∈ Rm2 , b1 ∈ Rm1 è b2 ∈ Rm2 , m = m1 + m2. Ââåäåì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ìíîæåñòâà

Πx = {[x1, x2] : x1 ∈ Rn1
+ , x2 ∈ Rn2}, Πu = {[u1, u2] : u1 ∈ Rm1

+ , u2 ∈ Rm2}.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ

A11x1 + A12x2 ≥ b1, A21x1 + A22x2 = b2, x1 ≥ 0n1 . (I)

Îïðåäåëèì ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó ê (I)

A>
11z1 + A>

21z2 ≤ 0n1 , A>
12z1 + A>

22z2 = 0n2 , z1 ≥ 0m1 . (I′)

Ââåäåì àëüòåðíàòèâíóþ ê (I) ñèñòåìó

A>
11u1 + A>

21u2 ≤ 0n1 , A>
12u1 + A>

22u2 = 0n2 , b>1 u1 + b>2 u2 = ρ, u1 ≥ 0m1 . (II)
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Çäåñü ρ > 0 � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îòìåòèì, ÷òî òðåáîâà-
íèå ïîëîæèòåëüíîñòè ρ àâòîìàòè÷åñêè ïðåäïîëàãàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ‖b‖ 6= 0.

Ââåäåì âåêòîð w ∈ Rn+1, ïðåäñòàâèìûé â âèäå w> = [w>
1 , w>

2 , w3], ãäå w1 ∈ Rn1 , w2 ∈
Rn2 , w3 ∈ ∈ R1, è âñïîìîãàòåëüíîå ìíîæåñòâî Πw = {[w1, w2, w3] : w1 ∈ Rn1

+ , w2 ∈ Rn2 , w3 ∈
∈ R1}.

Äëÿ ñèñòåìû (II) ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

A11w1 + A12w2 − b1w3 ≥ 0m1 , A21w1 + A22w2 − b2w3 = 0m2 , w1 ≥ 0n1 . (II′)

Ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (I), ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (I′), àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû
(II) è ñèñòåìû (II′) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç X, Z, U è W . Â îòëè÷èå îò (I) è (II)
ñèñòåìû (I′) è (II′) âñåãäà èìåþò ðåøåíèÿ, òàê êàê 0m ∈ Z è 0n+1 ∈ W .

Ñèñòåìû (I) è (II) íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ðàçðåøèìû, ò.å. ìíîæåñòâà X è U íå
ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî íåïóñòûìè. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ñóùåñòâóþò x∗ �
ðåøåíèå ñèñòåìû (I) è u∗ � ðåøåíèå ñèñòåìû (II). Ïîäñòàâèì â (I) ðåøåíèå x∗ è ñêàëÿðíî
óìíîæèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (I) íà u∗1, âòîðîå ðàâåíñòâî � íà u∗2. Ïîñëå ñëîæåíèÿ
ðåçóëüòàòîâ è ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

x∗1
>(A>

11u
∗
1 + A>

21u
∗
2) + x∗2

>(A>
12u

∗
1 + A>

22u
∗
2) ≥ b>1 u∗1 + b>2 u∗2.

Ñîãëàñíî (II) ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà íåïîëîæèòåëüíà, à ïðàâàÿ ÷àñòü â ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíà, òàê êàê A>

11u
∗
1+A>

21u
∗
2 ≤ 0n1 è b>1 u∗1+b>2 u∗2 = ρ > 0. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìû (I), (II) íå ìîãóò îäíîâðåìåííî èìåòü ðåøåíèÿ. Íèæå èç òåîðåì 2
è 4 áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî âñåãäà èìååò ðåøåíèå îäíà è òîëüêî îäíà èç ñèñòåì: ëèáî (I),
ëèáî (II). Ïîýòîìó ýòè ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ àëüòåðíàòèâíûìè.

Àëüòåðíàòèâíàÿ ê àëüòåðíàòèâíîé çàäà÷å (II) ñâîäèòñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å (I). Äåéñòâè-
òåëüíî, ñèñòåìà, àëüòåðíàòèâíàÿ ê (II), èìååò âèä

A11w1 + A12w2 − b1w3 ≥ 0m1 , A21w1 + A22w2 − b2w3 = 0m2 , ρw3 = ρ′, w1 ≥ 0n1 , (1)

ãäå ρ′ > 0 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó w3 = ρ′/ρ > 0. Ñäåëàâ â (1)
çàìåíó x1 = w1/w3, x2 = w2/w3, ïðèõîäèì ê èñõîäíîé ñèñòåìå (I).

Ïðîåêöèåé òî÷êè x̄ íà íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî X íàçîâåì òî÷êó x∗ ∈ X, áëèæàé-
øóþ ê òî÷êå x̄, ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è

min
x∈X

‖x̄− x‖2

2
=
‖x̄− x∗‖2

2
.

Áóäåì ïèñàòü x∗ = pr (x̄, X), ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x̄ äî ìíîæåñòâà X îáîçíà÷èì dist (x̄, X) =
= ‖x∗ − x̄‖.

×åðåç pen (w, W ) îáîçíà÷èì êâàäðàòè÷íûé øòðàô â òî÷êå w çà íàðóøåíèå óñëîâèÿ
w ∈ W . Íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâ X, U è äëÿ ëþáûõ x ∈ Πx è u ∈ Πu ñîîòâåòñòâåííî
èìååì

pen(x,X) = [‖(b1 − A11x1 − A12x2)+‖2 + ‖b2 − A21x1 − A22x2‖2]1/2, (2)
pen(u, U) = [‖(A>

11u1 + A>
21u2)+‖2 + ‖A>

12u1 + A>
22u2‖2 + (ρ− b>1 u1 − b>2 u2)

2]1/2. (3)

Çäåñü è íèæå äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà; a+ åñòü íåîò-
ðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü âåêòîðà a, ò.å. i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà a+ ñîâïàäàåò ñ i-é êîìïîíåíòîé
âåêòîðà a, åñëè îíà íåîòðèöàòåëüíà, è ðàâíà íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè x ∈ Πx, òî pen (x,X) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ X. Àíàëîãè÷íî, åñëè
u ∈ Πu, òî pen (u, U) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u ∈ U .
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Äëÿ ïðîâåðêè ðàçðåøèìîñòè òîé èëè èíîé ñèñòåìû è íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðåøåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîäû áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, ïðèìåíåííûå ê ëþáîé èç
ñëåäóþùèõ çàäà÷:

I1 = min
x∈Πx

‖(b1 − A11x1 − A12x2)+‖2 + ‖b2 − A21x1 − A22x2‖2

2
,

I2 = min
u∈Πu

‖(A>
11u1 + A>

21u2)+‖2 + ‖A>
12u1 + A>

22u2‖2 + (ρ− b>1 u1 − b>2 u2)
2

2
.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé (2) � (3) ýòè çàäà÷è ìîæíî ïåðåïèñàòü ñîîòâåòñòâåííî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I1 = min
x∈Πx

[pen (x,X)]2

2
, (4)

I2 = min
u∈Πu

[pen (u, U)]2

2
. (5)

Ñòðîãî ãîâîðÿ, (4) è (5) íå ñóòü çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, òàê êàê â íèõ
ïðèñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ íà çíàêè âåêòîðîâ x1 è u1, îäíàêî ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî
ìåòîäîâ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøèõ ìîäèôèêàöèé ìîæåò ó÷èòûâàòü
íàëè÷èå îãðàíè÷åíèé íà çíàê ïåðåìåííûõ, òî ñîõðàíèì çà (4) è (5) ýòîò òåðìèí.

Ââåäåì ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

Id
1 = max

z∈Z

{
b>z − ‖z‖2

2

}
, (6)

Id
2 = max

w∈W

{
ρw3 − ‖w‖2

2

}
. (7)

Ìíîæåñòâà Z è W âñåãäà íåïóñòû, òàê êàê ñîäåðæàò íóëåâûå âåêòîðû. Â îòëè÷èå îò
ñèñòåì (I), (II), êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçðåøèìû èëè íåðàçðåøèìû, çàäà÷è (4) � (7) âñåãäà
èìåþò ðåøåíèÿ, ïðè÷åì çàäà÷è (6) è (7) èìåþò åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ. Çàäà÷è (6) è (7)
ìîæíî íàçâàòü âçàèìíî äâîéñòâåííûìè ê (4) è (5) ñîîòâåòñòâåííî. Ôîðìàëüíî çàäà÷è
áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (4) è (5) íå èìåþò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
íèõ íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîñòðîèòü äâîéñòâåííûå çàäà÷è. Òåì íå ìåíåå ñ ïîìîùüþ
ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîñòðîèòü èñêóññòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ è
ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíûå çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû
äâîéñòâåííûå çàäà÷è. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó âçàèìíî äâîéñò-
âåííûìè çàäà÷àìè (4) è (6).

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå ðåøåíèå x∗ çàäà÷è (4) îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z∗ çàäà÷è
(6) ïî ôîðìóëàì

z∗1 = (b1 − A11x
∗
1 − A12x

∗
2)+, z∗2 = b2 − A21x

∗
1 − A22x

∗
2 (8)

è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

‖z∗‖2 = b>z∗, z∗ = pr (b, Z), ‖z∗‖ = pen (x∗, X),

‖b− z∗‖ = dist (b, Z), [pen (x∗, X)]2 + [dist (b, Z)]2 = ‖b‖2.
(9)

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ‖z∗‖ ≤ ‖b‖, b>z∗ ≥ 0. Âåêòîð z∗ ëåæèò â ïîëóñôåðå ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì, ðàâíûì ‖b‖, ïðè÷åì z∗ íàõîäèòñÿ â òîé ïîëîâèíå ñôåðû,
ãäå âåêòîð z∗ îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ âåêòîðîì b.
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Ñîîòíîøåíèå (9) âûðàæàåò ðàâåíñòâî îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé öåëåâûõ ôóíêöèé âçàèì-
íî äâîéñòâåííûõ çàäà÷ (4) è (6). Ýòî ðàâåíñòâî â ñèëó (8) âûðàæåíî òîëüêî ÷åðåç ðåøåíèå
z∗ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (6).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âîçìîæíûõ ôîðìóëèðîâîê òåîðåì îá àëüòåðíà-
òèâàõ ñèñòåì (I) è (II). Ïðè ýòîì çà îñíîâó áåðåòñÿ áåçóñëîâíàÿ ìèíèìèçàöèÿ íåâÿçîê
ñèñòåìû (I).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü x∗> = [x∗1
>, x∗2

>] � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4), z∗> = [z∗1
>, z∗2

>]
� ðåøåíèå çàäà÷è (6), îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëàì (8); òîãäà

1. Åñëè ‖z∗‖ = 0, òî I1 = Id
1 = 0, dist (b, Z) = ‖b‖ è ñèñòåìà (I) ðàçðåøèìà, îäíèì èç

åå ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ x∗; ñèñòåìà (II) íåðàçðåøèìà;

2. Åñëè ‖z∗‖ 6= 0, òî I1 = Id
1 > 0, dist (b, Z) < ‖b‖ è ñèñòåìà (I) íåðàçðåøèìà; ñèñòåìà

(II) ðàçðåøèìà è âåêòîð u∗ = ρz∗/‖z∗‖2 � åå ðåøåíèå ñ ìèíèìàëüíîé åâêëèäîâîé
íîðìîé (íîðìàëüíîå ðåøåíèå).

Ïóñòü âåêòîð r ∈ Rn+1 çàäàí â âèäå r> = [0>n , ρ]. Cëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò
ñâÿçü ìåæäó âçàèìíî äâîéñòâåííûìè çàäà÷àìè (5) è (7).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü u∗> = [u∗1
>, u∗2

>] � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (5). Òîãäà ðåøåíèå
çàäà÷è (7) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå çàäà÷è (5) ïî ôîðìóëàì

w∗
1 = (A>

11u
∗
1 + A>

21u
∗
2)+, w∗

2 = A>
12u

∗
1 + A>

22u
∗
2, w∗

3 = ρ− b>1 u∗1 − b>2 u∗2, (10)

ïðè÷åì âåêòîð w∗ = pr (r,W ) è èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

‖w∗‖2 = ρw∗
3, ‖w∗‖ = pen (u∗, U), ‖r − w∗‖ = dist (r,W ),

‖w∗‖ ≤ ρ, 0 ≤ w∗
3 ≤ ρ, ‖w∗

1‖2 + ‖w∗
2‖2 < ρ/4.

(11)

Â òåîðåìå 3 ñîîòíîøåíèå (11) â ñèëó (10) âûðàæàåò ÷åðåç ðåøåíèå w∗ çàäà÷è (7) ðà-
âåíñòâî îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé öåëåâûõ ôóíêöèé âçàèìíî äâîéñòâåííûõ çàäà÷ (5) è (7).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá àëüòåðíàòèâàõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç òåîðåìû 2, åñëè ïðèìå-
íèòü áåçóñëîâíóþ ìèíèìèçàöèþ ê ñèñòåìå (II).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü u∗> = [u∗1
>, u∗2

>] � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (5), w∗> = [w∗
1
>,

w∗
2
>, w∗

3] � ðåøåíèå çàäà÷è (7), îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëàì (10); òîãäà

1. Åñëè ‖w∗‖ = 0, òî I2 = Id
2 = 0, ñèñòåìà (II) ðàçðåøèìà, îäíèì èç åå ðåøåíèé

ÿâëÿåòñÿ u∗. Ñèñòåìà (I) íåðàçðåøèìà, òàê êàê ñèñòåìû (I) è (II) íå ìîãóò îäíî-
âðåìåííî èìåòü ðåøåíèÿ.

2. Åñëè ‖w∗‖ 6= 0, òî w∗
3 > 0, I1 = Id

1 > 0, ñèñòåìà (II) íåðàçðåøèìà; ñèñòåìà
(I) ðàçðåøèìà è âåêòîð x∗1 = w∗

1/w
∗
3, x∗2 = w∗

2/w
∗
3 � åå ðåøåíèå ñ ìèíèìàëüíîé

åâêëèäîâîé íîðìîé (íîðìàëüíîå ðåøåíèå).

Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïðåäñòàâëåíèÿ àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû (II). Êàê ñëå-
äóåò èç ïðèâåäåííûõ òåîðåì, ñèñòåìà, àëüòåðíàòèâíàÿ ê (I), ïîëó÷àåòñÿ èç ñîïðÿæåííîé
ñèñòåìû (I′) ïóòåì äîáàâëåíèÿ óñëîâèÿ, èñêëþ÷àþùåãî âîçìîæíîñòü òðèâèàëüíîãî ðå-
øåíèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîòðåáîâàòü äëÿ ðåøåíèé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (I′) âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ b>u > 0 (êàê â ëåììå Ôàðêàøà), ëèáî óñëîâèÿ b>u = 1 (êàê â òåîðåìå Ãåéëà),

5



ëèáî íàëîæèòü íåëèíåéíîå óñëîâèå ‖u‖2 = ρ, ãäå ρ > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ
âåëè÷èíà, è ò.ä.

Ïðèìåíèì ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(ËÏ). Ïóñòü ïðÿìàÿ çàäà÷à ËÏ çàäàíà â êàíîíè÷åñêîì âèäå

min
x∈X

c>x, X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0n}. (P)

Çäåñü è íèæå A � ìàòðèöà m × n ðàíãà m, m < n; äåôåêò ìàòðèöû A, ðàâíûé n − m,
îáîçíà÷èì ÷åðåç ν; âåêòîðû c, x ∈ Rn, b ∈ Rm.

Íèæå âìåñòî òðàäèöèîííûõ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè (4)
äëÿ çàäà÷ ËÏ âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè èç [10]. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ìàòðèöó K ðàçìåðà ν×n.
Â êà÷åñòâå K ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ ìàòðèöó, ν ñòðîê êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ íóëü-
ïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû A. Òàêèì îáðàçîì, im K> ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì
ê ïðîñòðàíñòâó im A>. Ïîýòîìó

im K> = ker A, AK> = 0mν , Rn = im A> ⊕ im K>. (12)

Çäåñü ÷åðåç 0ij îáîçíà÷åíà i× j ìàòðèöà ñ íóëåâûìè ýëåìåíòàìè.
Åñëè ìàòðèöó A ïðåäñòàâèòü â áëî÷íîì âèäå A = [B | N ], ãäå B íåâûðîæäåííà, òî

ìàòðèöó K ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: K = [−N>(B−1)> | Iν ]. Åñëè ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèé Ãàóññà-Æîðäàíà ìàòðèöó A ïðèâåñòè ê âèäó A = [Im | N ], òîãäà ìàòðèöà
K ïðåäñòàâèìà â âèäå K = [−N> | Iν ]. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîñòðîåíèå ìàòðèöû K óïðîùàåòñÿ.
Íàïðèìåð, ïóñòü çàäà÷à ËÏ èìååò îãðàíè÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâ Nz ≥ b, ãäå N � ìàòðèöà
m× ν, z ∈ Rν

+. Ââîäÿ äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå ξ ∈ Rm
+ , âåêòîð x ∈ Rn ïðåäñòàâèì êàê

îáúåäèíåíèå âåêòîðîâ z, ξ, ò.å. x> = [z>, ξ>]. Òîãäà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàïèøåòñÿ â
òîì æå âèäå, ÷òî è â çàäà÷å (P), ãäå ìàòðèöà A = [N | − Im]. Òîãäà K = [Iν | N>].

Îïðåäåëèì âåêòîð d = Kc ∈ Rν è âåêòîð íåâÿçîê

v = c− A>u. (13)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâà àôôèííûõ ìíîæåñòâà

X̄ = {x ∈ Rn : Ax = b}, V̄ = {v ∈ Rn : Kv = d}.

Âñþäó íèæå ÷åðåç x̄ è v̄ îáîçíà÷èì ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå n-ìåðíûå âåêòîðû,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿì x̄ ∈ X̄, v̄ ∈ V̄ . Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå êîìïî-
íåíòû âåêòîðîâ x̄, v̄ ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè. Â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå ìîæíî âçÿòü
v̄ = c. Â ñèëó òîãî ÷òî ìàòðèöà A èìååò ðàíã m è n > m, âñåãäà X̄ 6= ∅ è V̄ 6= ∅. Âåêòîð
v̄ ∈ V̄ ìîæåò áûòü î÷åíü ëåãêî íàéäåí. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
ū ∈ Rm, òîãäà âåêòîð v̄ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v̄ = c− A>ū. (14)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (12) and (13), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âåêòîð v̄ ïðèíàäëåæèò V̄ .
Ñëåäóÿ [10], íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å (P) ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè



A 0mn

0νn K
v̄> x̄>




[
x
v

]
=




b
d

x̄>v̄


 , x ≥ 0n, v ≥ 0n. (15)
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Åñëè çàäà÷à ËÏ (P) èìååò ðåøåíèå, òî ñèñòåìà (15) ñîâìåñòíà; ðåøèâ åå, íàéäåì
ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (P) è ñîïðÿæåííîé çàäà÷è ËÏ

min
v∈V

x̄>v, V = {v ∈ Rn : Kv = d, v ≥ 0n}. (C)

Ñèñòåìà (15) ñîñòîèò èç n+1 óñëîâèé ðàâåíñòâ, 2n íåðàâåíñòâ è ñîäåðæèò 2n ïåðåìåííûõ.
Èç-çà âûñîêîé ðàçìåðíîñòè åå íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ çàòðóäíèòåëü-
íûì. Ïîýòîìó ïåðåéäåì ê àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìå, êîòîðàÿ èìååò ìåíüøå ïåðåìåííûõ,
÷åì ñèñòåìà (15), è ñîñòîèò èç 2n ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è îäíîãî ðàâåíñòâà ñ n+1 ïåðåìåí-
íûìè [

A> 0nµ v̄
0nm K> x̄

] 


p
q
α


 ≤ 02n, b>p + d>q + x̄>v̄α = ρ. (16)

Çäåñü ρ > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ êîíñòàíòà.
Òàê êàê ñèñòåìà (15) ñîâìåñòíà, òî àëüòåðíàòèâíàÿ ñèñòåìà (16) íåñîâìåñòíà. Ýòî

ïîçâîëÿåò íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3 èç áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè ñèñòåìû (16)
ïîëó÷èòü íîðìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ (P) è (C). Çàäà÷à (5) â äàííîì ñëó÷àå çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå

min
p∈Rm

min
q∈Rν

min
α∈R1

[
‖(A>p + v̄α)+‖2 + ‖(K>q + x̄α)+‖2 + (ρ− b>p− d>q − x̄>v̄α)2

]

2
.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàõîäÿòñÿ îïòèìàëüíûå âåêòîðû p∗, q∗, α∗, ïî
êîòîðûì âû÷èñëÿþòñÿ íåâÿçêè íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû (16)

w∗
x = (A>p∗ + v̄α∗)+, w∗

v = (K>q∗ + x̄α∗)+, w∗
3 = ρ− b>p∗ − d>q∗ − x̄>v̄α∗.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ íåâÿçîê â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3 îïðåäåëÿþòñÿ íîðìàëüíûå ðåøåíèÿ
(ðåøåíèÿ ñ ìèíèìàëüíîé åâêëèäîâîé íîðìîé) ñèñòåìû (15)

x̃∗ = w∗
x/w

∗
3, ṽ∗ = w∗

v/w
∗
3,

ò.å. íàõîäÿòñÿ íîðìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ (P) è (C).
Ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ, òàêèì îáðàçîì, ñâåëîñü ê îäíîêðàòíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè

âûïóêëîé äèôôåðåíöèðóåìîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè îò n + 1 ïåðåìåííîé.
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