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1. Ðàññìîòðèì îáùóþ çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

min
x∈X

f(x); (1)

çäåñü X ⊂ X0 ⊂ En; Ei åñòü i-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà
íà X0 è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X∗ ìíîæåñòâî
âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è (1). Âñþäó â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî X∗ íåïóñòî.

Ââåäåì ôóíêöèþ H(x, y) = f(x) + ξ(x, y), ãäå y ∈ Em, ξ(x, y) : X0 × Em → E1, è
îïðåäåëèì òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ

X(y) = Argmin
x∈X0

H(x, y);

Y (x) = {y ∈ Em : ξ(z, y) ≤ ξ(x, y), ∀ z ∈ X}.
Êàê ïðàâèëî, ìíîæåñòâî X0 âûïóêëîå è èìååò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, ïîýòî-
ìó çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òî÷åê èç X(y) ïðîùå çàäà÷è (1). Â ÷àñòíîñòè, X0 ìîæåò ñîâïà-
äàòü ñ En. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî ïîäîáðàòü H òàê, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðûõ y ∈ Em áûëî

X(y) = X∗. (2)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ óêàæåì

H(x, y) = |f(x)− y|p + S(x),

H(x, y) = (f(x)− y)p
+ + S(x),

(3)

ãäå S(x) : En → E1, S(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X è S(x) > 0 äëÿ ëþáîãî x /∈ X, ϕ+ =
= max[0, ϕ], p > 0. Åñëè y = f(x∗), x∗ ∈ X∗, òî (2) èìååò ìåñòî. Îäíàêî çíà÷åíèå f(x∗)
îáû÷íî áûâàåò íåèçâåñòíî, ÷òî óñëîæíÿåò èñïîëüçîâàíèå (3) äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.
Äàäèì äðóãèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å (1).

Îïpåäåëåíèå 1. Òî÷êó (x, y) ∈ En×Em íàçîâåì îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè H(x, y),
åñëè x ∈ X ∩X(y), y ∈ Y (x).

Òåîpåìà 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò îñîáàÿ òî÷êà (x, y) ôóíêöèè H(x, y). Òîãäà x ∈
∈ X∗ ⊂ X(y).

Òåîpåìà 2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð y ∈ Em, ÷òî ìíîæåñòâî X(y)
íåïóñòî, X(y) ⊂ X è ôóíêöèÿ ξ(x, y) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ïðè âñåõ x ∈ X.
Òîãäà èìååò ìåñòî (2).

Òåîpåìà 3. Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà íà X0 è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xk, yk}, ÷òî xk ∈ X(yk), yk ∈ Y (xk), lim

k→∞
xk = x∗ ∈ X. Òîãäà x∗ ∈ X∗.
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Òåîðåìà 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîâóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 1.7.4 èç [1]. Âåêòîð y
ìîæåò íå âõîäèòü â ôóíêöèþ H; òîãäà, îáîçíà÷èâ

X̄ = Argmin
x∈X0

H(x), H(x) = f(x) + ξ(x), ξ(x) : En → E1,

èç òåîðåìû 1 ïîëó÷èì
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü x̄ ∈ X ∩ X̄ è ôóíêöèÿ ξ(x) òàêîâà, ÷òî ξ(x) ≤ ξ(x̄) äëÿ âñåõ

x ∈ X. Òîãäà x̄ ∈ X∗ ⊂ X̄.
Ââåäåì ôóíêöèè

R(x, y) = f(x) + ξ̃(x, y), ξ̃(x, y) = ξ(x, y)− γ(y), γ(y) = sup
x∈X

ξ(x, y).

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ γ(y) îáîçíà÷èì Y . Î÷åâèäíî, Y ⊃ ⋃
x∈X0

Y (x). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
îòûñêàíèÿ

sup
y∈Y

inf
x∈X0

R(x, y) (4)

è íàëîæèì íà R óñëîâèå
(A0). Äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà y ∈ Y , ÷òî ξ̃(x, y) = 0; äëÿ

êàæäîãî x ∈ X0\X ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}, ÷òî âñå yk ∈ Y , k =
= 1, 2, . . ., è lim

k→∞
ξ̃(x, yk) = ∞.

Òåîpåìà 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà (x, y) áûëà îñîáîé òî÷êîé R(x, y), íåîáõîäèìî,
à åñëè èìååò ìåñòî óñëîâèå (A0), òî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ñåäëîâîé â çà-
äà÷å (4).

2. Ðàññìîòðèì ðåäóêöèþ èñõîäíîé çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê çàäà÷å
îòûñêàíèÿ òî÷åê (x, y), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

G(x, y) = 0, x ∈ X(y); (5)

çäåñü G(x, y) : X0 × Em → Et. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå èç [2].
Îïpåäåëåíèå 2. Ïàðà {H, G} ñîãëàñîâàíà ñ çàäà÷åé (1), åñëè ìíîæåñòâî ðåøå-

íèé (5) íåïóñòî è ëþáàÿ òî÷êà (x, y), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (5), òàêîâà, ÷òî x ∈ X∗.

Íàëîæèì óñëîâèå íà ôóíêöèè H è G.
(A1). Åñëè ñóùåñòâóþò x è y, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ G(x, y) = 0, òî x ∈ X,

y ∈ ∈ Y (x).
Òåîpåìà 5. Äëÿ âñÿêîé çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (1) ñ íåïóñòûì

ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñóùåñòâóåò ñîãëàñîâàííàÿ ñ íåé ïàðà. Åñëè äëÿ ïàðû {H, G}
âûïîëíåíî óñëîâèå (A1) è ìíîæåñòâî ðåøåíèé (5) íåïóñòî, òî ýòà ïàðà ñîãëàñîâàíà
ñ çàäà÷åé (1).

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ìàæîðèðóþùóþ ôóíêöèþ η(y), îïðåäåëåííóþ íà íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå YH ⊂ Y è óäîâëåòâîðÿþùóþ íà íåì íåðàâåíñòâó γ(y) ≤ η(y). Îïðåäå-
ëèì îòîáðàæåíèå

W (x) = {y ∈ YH : η(y) ≤ ξ(x, y)}.
Î÷åâèäíî, W (x) ⊂ Y (x) äëÿ ëþáîãî x ∈ X0. Òîãäà â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 5 óñëîâèå
(A1) ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì
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(A2). Åñëè òî÷êà (x, y) òàêîâà, ÷òî G(x, y) = 0, òî x ∈ X, y ∈ W (x).
Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ξ óñëîâèå (A2) ìîæíî

îñëàáèòü. Ïóñòü, íàïðèìåð, ξ(x, y) = η(y) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ X × YH ; òîãäà âìåñòî (A2)
èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå

(A3). Åñëè òî÷êà (x, y) òàêîâà, ÷òî G(x, y) = 0, òî x ∈ X, y ∈ YH .
Åñëè ê òîìó æå X(y) ⊂ X äëÿ ëþáîãî y ∈ YH , òî (A2) çàìåíèòñÿ íà óñëîâèå

(A4). Åñëè òî÷êà (x, y) òàêîâà, ÷òî G(x, y) = 0, òî y ∈ YH .

3. Äàäèì ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ñîãëàñîâàííûõ ïàð. Êîíêðåòèçèðóåì ìíîæåñòâî X.
Ïóñòü

X = {x ∈ En : g(x) = 0, h(x) ≤ 0}; (6)
çäåñü g(x) : En → E`, h(x) : En → Ec. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ei

+ íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò
ïðîñòðàíñòâà Ei. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî YL = E` ×Ec

+. Â êà÷åñòâå H âîçüìåì ôóíêöèþ
Ëàãðàíæà

L(x, y) = f(x) + ξ(x, y), ξ(x, y) =
∑̀

i=1

uigi(x) +
c∑

j=1

vjhj(x), y = (u, v) ∈ E`+c.

Äëÿ ëþáîé çàäà÷è (1) ñ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì (6) YL ⊂ Y è γ(y) ≤ 0 íà YL, ò.å.
ôóíêöèÿ η(y) ≡ 0 ìàæîðèðóåò γ(y) íà YL. Ôóíêöèþ G ñòðîèì â âèäå

G(x, y) = {α(g1(x), u1), . . . , α(g`(x), u`), β(h1(x), v1), . . . , β(hc(x), vc)}. (7)

Íà α(a, b), β(a, b), îòîáðàæàþùèå E2 â E1, íàëîæèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(B1). Åñëè óðàâíåíèå α(a, b) = 0 èìååò ðåøåíèå, òî a = 0.
(B2). Åñëè óðàâíåíèå β(a, b) = 0 èìååò ðåøåíèå, òî a ≤ 0, b ≥ 0, ab = 0.
Ëåãêî ïîñòðîèòü ôóíêöèè α(a, b), óäîâëåòâîðÿþùèå (B1): a, sinh a, arctan a è ò.ï.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ôóíêöèé β(a, b), óäîâëåòâîðÿþùèõ (B2): (a + b)+ − b, ab + a2
+ + b2

−,
ab + (a− b)2

+, b arctan a + a2
+ + b2

−, a arctan b + a2
+ + b2

−, (a + b)3
+ − b3 − (a2

−b)/(1 + a2).
Åñëè ôóíêöèÿ G îïðåäåëÿåòñÿ èç (7), âûïîëíåíû óñëîâèÿ (B1), (B2), òî èìååò ìåñòî

(A2). Åñëè ê òîìó æå â çàäà÷å (1) åñòü ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà, òî ïàðà
{L,G} ñîãëàñîâàíà ñ çàäà÷åé (1).

Âûáåðåì òåïåðü â êà÷åñòâå H ôóíêöèþ

L2(x, y) = f(x) +
∑̀

i=1

uigi(x) +
c∑

j=1

(vj)2hj(x).

Äëÿ ëþáîé çàäà÷è (1) Y = E`+c, γ(y) ≤ 0, ïîýòîìó η(y) ≡ 0 ìàæîðèðóåò γ(y) íà E`+c.
Ôóíêöèþ G áóäåì ïî-ïðåæíåìó ñòðîèòü â âèäå (7). Íàëîæèì íà β(a, b) óñëîâèå

(B3). Åñëè óðàâíåíèå β(a, b) = 0 èìååò ðåøåíèå, òî a ≤ 0, ab = 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äëÿ G(x, y) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (B1), (B3), òî èìååò ìåñòî (A2).

Åñëè æå â çàäà÷å (1) åñòü ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè L2, òî ïàðà {L2, G} ñîãëàñîâàíà ñ ýòîé
çàäà÷åé. Ïðèìåðàìè ôóíêöèé β(a, b), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (B3), ìîãóò ñëóæèòü
ae−b−a−, ap

+ +ab2, ap
+ +ap

−b; çäåñü p > 0 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îòìåòèì, ÷òî YL ⊂ E`+c,
ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè ñîãëàñîâàííîé ïàðû {L2, G} ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè β,
óäîâëåòâîðÿþùèå (B2).
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4. Øèðîêèé êëàññ ñîãëàñîâàííûõ ïàð ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå H âûáðàòü

H(x, y) = f(x) +
∑̀

i=1

ϕ(gi(x), ui) +
c∑

j=1

ψ(hj(x), vj), (8)

a G ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿòü ïî ôîðìóëå (7). Çäåñü ϕ(a, b) : E2 → E1, ψ(a, b) : E2 →
→ E1. Â îáùåì ñëó÷àå èìååò ñìûñë ïîäîáðàòü ôóíêöèè ϕ è ψ òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî
âûäåëèòü äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíîå ïîäìíîæåñòâî YH ⊂ Y è ìàæîðàíòó η(y) äëÿ
âñåõ çàäà÷ (1) ñ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì â âèäå (6). Çàòåì îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå
W (x) è ïîñòðîèòü òàêèå ôóíêöèè α, β, ÷òîáû äëÿ G âûïîëíÿëîñü îäíî èç óñëîâèé
(A2)�(A4) (èëè íåïîñðåäñòâåííî óñëîâèå (A1)). Âîñïîëüçóåìñÿ ïîñòðîåííûìè â ï. 3
ôóíêöèÿìè α, β. Äëÿ ýòîãî íàëîæèì óñëîâèÿ íà ψ(a, b). Îáîçíà÷èì δ(b) = sup

a≤0
ψ(a, b).

(C1). δ(b) ïðèíèìàåò íà E1
+ êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, è åñëè a ≤ 0, b ≥ 0, ab = 0, òî

ψ(a, b) = δ(b).
(C2). δ(b) îïðåäåëåíà âñþäó íà E1, è åñëè a ≤ 0, ab = 0, òî ψ(a, b) = δ(b).
Ïóñòü H(x, y) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (8) è ψ(a, b) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C1),

((C2)). Òîãäà η(y) =
∑̀

i=1

ϕ(0, ui) +
c∑

j=1

δ(vj) ìàæîðèðóåò γ(y) íà YL(E`+c) äëÿ ëþáîé

çàäà÷è (1). Åñëè ê òîìó æå G îïðåäåëÿåòñÿ èç (7), äëÿ α, β âûïîëíåíû óñëîâèÿ (B1),
(B2) ((B1), (B3)), òî ïàðà {H, G} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (A2). Ñîãëàñíî òåîðåìå 5 ýòà
ïàðà ñîãëàñîâàíà ñ çàäà÷åé (1) ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé (5) íåïóñòî.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ψ(a, b), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (C1): r(a + b)p
+, ab +

rap
+, bea + rap

+. Ñëåäóþùèå ôóíêöèè ψ(a, b) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (C2): ab2 + rap
+,

a2p−1
+ b+1/2a2p−1

− b2. Çäåñü p > 0 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, r > 0 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî; p è
r ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè H(x, y)
íà X0, åñëè ýòî âîçìîæíî. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ôóíêöèé ϕ(a, b): ab + rap, ab + r cosh a,
a(b− 1) + rea.

5. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò çàäà÷è (1) ê çàäà÷å (5) ïîçâîëÿåò ïðèìå-
íèòü äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàçíîîáðàçíûå ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäàìè ïîèñêà
ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâàõ ïðîñòîé ñòðóêòóðû. Íàïðèìåð, åñëè ðàçìåðíîñòè G è y ñîâïà-
äàþò, òî äëÿ ðåøåíèÿ (5) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè

yk+1 = yk + αG(xk, yk), xk ∈ X(yk),

ãäå α � êîýôôèöèåíò, îáåñïå÷èâàþùèé ñõîäèìîñòü ïðîöåññà. Ïðè ýòîì èçâåñòíûå
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ïåðåôîðìóëèðóþòñÿ â òåð-
ìèíàõ ôóíêöèé H, G. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòóïèòü, èñïîëüçóÿ äðóãèå ìåòîäû ðåøåíèÿ
ñèñòåì óðàâíåíèé.
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