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1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ìèíèìàêñà

min
x∈En

max
y∈Em

F (x, y); (1)

çäåñü F (x, y) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, Ei åñòü i-ìåðíîå ýâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî, x = [x1, . . . , xn], y = [y1, . . . , ym].

Ïóñòü z∗ = (x∗, y∗) � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ (1), ò.å. ñóùåñòâóþò îêðåñò-
íîñòè Õ è Y òî÷åê x∗ è y∗ ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ õ ∈ Õ, y ∈ Y , x 6= x∗,
y 6= y∗ èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

F (x∗, y) < F (x∗, y∗) < F (x, ȳ(x)) = sup
y∈Y

F (x, y).

Ñîãëàñíî [1], äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà z∗ áûëà ñòðîãèì ëîêàëüíûì ðåøåíèåì (1), íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû

Fx(z∗) = Fy(z∗) = 0, (2)
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûìè ñëåäóþùèå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû:

y>Fyy(z∗)y < 0, x>[Fxy(z∗)F−1
yy (z∗)Fyx(z∗)− Fxx(z∗)]x < 0 (3)

äëÿ ∀y ∈ Em, ‖y‖ 6= 0, ∀x ∈ En, ‖x‖ 6= 0.
Â [1, 2] ïðåäëîæåíû èòåðàòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ (1), îäíàêî îíè îêàçàëèñü òðóäîåì-

êèìè â ñëó÷àå çàäà÷ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, òàê êàê òðåáîâàëè ìíîãîêðàòíîãî îáðàùåíèÿ
ìàòðèö âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðàñ÷åòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-
ùèé ëåãêî ðåàëèçóåìûé ïðèåì. Áóäåì îòûñêèâàòü ïðåäåëüíûå (ïðè t →∞) òî÷êè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè

ẋ = −εFx(x, y), ẏ = Fy(x, y), (·) = d/dt, x(0) = x0, y(0) = y0. (4)

Âîçìîæåí äèñêðåòíûé âàðèàíò, ãäå

xs+1 = xs − εαFx(xs, ys), ys+1 = ys + αFy(xs, ys), s = 0, 1, 2, . . . ; (5)

çäåñü 0 < ε < 1, 0 < α.
Îáîçíà÷èì ðåøåíèÿ (4) ÷åðåç x(z0, t, ε), y(z0, t, ε), ãäå z0 = (x0, y0). Èñïîëüçóÿ ðåçóëü-

òàòû [3, 4], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî

Òåîpåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x, y) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè z∗, â íåé âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2), (3). Òîãäà ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü W
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òî÷êè z∗ è ÷èñëà 0 < ᾱ, 0 < ε̄ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ z0 ∈ W , 0 < α < ᾱ, 0 < ε < ε̄ èìååò
ìåñòî ñõîäèìîñòü ðåøåíèé (4) è (5) ê z∗, ò.å.

lim
t→∞ õ(z0, t, ε) = x∗, lim

t→∞ y(z0, t, ε) = y∗,

lim
s→∞xs = x∗, lim

s→∞ ys = y∗.

Òåîðåìà 1 ïðèâîäèò ê ïðîñòîé ñõåìå ðåøåíèÿ (1). Íàëè÷èå â (4) è (5) ìåäëåííî è áûñòðî
ìåíÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ óñëîæíÿåò ðàñ÷åòû, îäíàêî â ðÿäå çàäà÷ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè
òàêîé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì. Ôàêòè÷åñêè ìû ñîâåðøèëè ïåðåõîä,
îáðàòíûé òîìó, êîòîðûé îáû÷íî äåëàåòñÿ â òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé: âìåñòî ðå-
øåíèÿ âûðîæäåííîé ñèñòåìû (êîòîðàÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé) ðåøàåòñÿ
çàäà÷à (4), ýêâèâàëåíòíàÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé.

Ïðèìåð. Ïóñòü F (x, y) = ex2
sin 2π(x− y); ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

min
x∈E1

max
y∈E1

F (x, y) = 1, max
y∈E1

min
x∈E1

F (x, y) = −1.

Â òî÷êàõ ðåøåíèÿ îáåèõ çàäà÷ âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíè-
ìàêñà è ìàêñèìèíà ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó ïðè ε ¿ 1 ðåøåíèÿ (4), (5) ñõîäÿòñÿ ê
ìèíèìàêñíîìó ðåøåíèþ, ïðè ε À 1 � ê ìàêñèìèííîìó ðåøåíèþ.

Ïðèâåäåì åùå äâà ìåòîäà ðåøåíèÿ (1), â êîòîðûõ

ẋ = −Fx(x, y(x)), F (x, y(x)) = max
y∈Em

F (x, y); (6)

ẋ = −εFx(x, y), ẏ = −F−1
yy (x, y)Fy(x, y). (7)

Èõ äèñêðåòíûå âàðèàíòû èìåþò âèä

xk+1 = xk − εFx(xk, yk), F (xk, yk) = max
y∈Em

F (xk, y); (8)

xk+1 = xk − εFx(xk, yk), yk+1 = yk − F−1
yy (xk, yk)Fy(xk, yk). (9)

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ôîðìóëèðóþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â òåîðåìå 1
(çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî â äèñêðåòíûõ âàðèàíòàõ íåò íåîáõîäèìîñòè ââîäèòü ìàëûé
øàã α).

2. Ìåòîäû ïðèõîäèòñÿ çíà÷èòåëüíî âèäîèçìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ èåðàðõè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé è èãð ñ íåïðîòèâîïîëîæíûìè èíòåðåñàìè [5]. Ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷
ïðèâåäåíû â [6, 7]. Ñëåäóÿ [7], çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ãàðàíòèðóþùåé ñòðàòåãèè çàïèøåì â
ñëåäóþùåì âèäå:

J = min
x∈En

F (x, y) min
y∈Em

K(x, y); (10)

çäåñü ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì õ èùåòñÿ ìíîæåñòâî y(x) èç óñëîâèÿ

K(x, y(x)) = min
y∈Em

K(x, y),

äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ

J = min
x∈En

max
y∈y(x)

K(x, y(x)) = K(x∗, y(x∗)) = K(x∗, y∗).

Òî÷êó (x∗, y∗) áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì çàäà÷è (10). Åñëè ôóíêöèÿ Ê(x, y) äîñòèãàåò
çíà÷åíèÿ ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ïî y â òî÷êàõ y(x) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x èç
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íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x∗ è ôóíêöèÿ F (x, y(x)) äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà â òî÷êå x∗, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî z∗ = (x∗, y∗) � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (10). Îáîçíà÷èì

z = (x, y), B(z) = K−1
yy (z)Kyx(z), H(z, λ) = F (z) + K>

y (z)λ,

N(z, λ) = Hxx(z, λ)−B>(z)Hyx(x, λ)−Hyx(z, λ)B(z) + B>(z)Hyy(z, λ)B(z);

çäåñü λ ∈ Em.
Ñîãëàñíî [7], äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà z∗ áûëà ñòðîãèì ëîêàëüíûì ðåøåíèåì (10), íåîáõî-

äèìî, ÷òîáû
Ky(z∗) = 0, Fx(z∗)−B>(z∗)Fy(z∗) = 0, (11)

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∀y ∈ Em, ∀x ∈ En, ‖x‖ 6= 0, ‖y‖ 6= 0,

y>Kyy(z∗)y > 0, x>N(z∗, λ∗)x > 0; (12)

çäåñü λ∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

Hx(z∗, λ∗) = 0.

Ïðèâåäåì òðè ìåòîäà ðåøåíèÿ (10):

ẋ = −ε[Fx(x, y)−B>(x, y)Fy(x, y)] = −εϕ(x, y), ẏ = −Ky(x, y); (13)

ẋ = −ϕ(x, y(x)), K(x, y(x)) = min
y∈Em

K(x, y); (14)

ẋ = −εϕ(x, y), ẏ = −K−1
yy (x, y)Ky(x, y). (15)

Òåîpåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèè F (z), K(z) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû
â îêðåñòíîñòè òî÷êè z∗, â íåé âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11), (12). Òîãäà ìåòîäû (13), (14),
(15) è èõ äèñêðåòíûå âàðèàíòû âèäà (5), (8), (9) ëîêàëüíî ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå z∗.

3. Ïðèìåíèì èçëîæåííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

min
x∈X

F (x), X = {x ∈ En : g(x) = 0, h(x) ≤ 0}; (16)

çäåñü x ∈ En, g ∈ Ec, h ∈ Em. Ñëåäóÿ [8, 9], ñîñòàâèì ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ
Ëàãðàíæà

L(x, p, w) = F (x) +
c∑

i=1

pigi(x) +
m∑

i=1

(wi)2hi(x).

Áóäåì îòûñêèâàòü
max
p∈Ec

max
w∈Em

min
x∈En

L(x, p, w).

Ïðèâåäåííûå âûøå ìåòîäû äàþò òðè ñõåìû ðåøåíèÿ çàäà÷è (16):

ṗ = εLp(x, p, w), ẇ = εLw(x, p, w), ẋ = −Lx(x, p, w); (17)

ṗ = Lp(x(p, w), p, w), ẇ = Lw(x(p, w), p, w), L(x(p, w), p, w) = min
x∈En

L(x, p, w); (18)

ṗ = Lp(x, p, w), ẇ = Lw(x, p, w), ẋ = −L−1
xx (x, p, w)Lx(x, p, w). (19)
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Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (16) � òî÷êà x∗, â íåé âûïîëíåíî óñëî-
âèå ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé (ó.ð.î.), ò.å. âñå âåêòîðû gi

x(x∗) è âåêòîðû hj
x(x∗) òàêèå,

÷òî hj(x∗) = 0, ëèíåéíî íåçàâèñèìûå. Êðîìå òîãî, â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå z∗ = (x∗, p∗, w∗)
(òàêîé, ÷òî â íåé Lx = Lp = Lw = 0) âûïîëíåíî óñëîâèå ñòðîãîé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè
(ó.ñ.ä.í.), ò.å. èç hj(x∗) = 0 ñëåäóåò, ÷òî wj 6= 0.

Òåîpåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ L(x, p, w) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
â îêðåñòíîñòè äîïóñòèìîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè z∗, ìàòðèöà Lxx(z∗) � ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ, âûïîëíåíû ó.ð.î. è ó.ñ.ä.í. Òîãäà ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî ìàëûå ÷èñëà ε̄,
ᾱ òàêèå, ÷òî ïðè 0 < ε < ε̄, 0 < α < ᾱ ìåòîäû (17), (18), (19) è èõ äèñêðåòíûå âàðèàíòû
âèäà (5), (8), (9) ëîêàëüíî (ýêñïîíåíöèàëüíî è ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
ñîîòâåòñòâåííî) ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå z∗.

Ñõîäèìîñòü (17) äîêàçàíà â [9] äëÿ ñëó÷àÿ ε = 1. Ââåäåíèå ìàëîãî ïàðàìåòðà ε óëó÷øà-
åò ñõîäèìîñòü, ïðèáëèæàÿ ìåòîä ê áîëåå òðóäîåìêîìó, íî ïðàêòè÷åñêè áîëåå áûñòðî ñõî-
äÿùåìóñÿ ìåòîäó (18).
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