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Ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæ-
íî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû. Â ïåðâîé èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ ìåòîäîâ ôóíêöèé øòðà-
ôà; â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíûõ ïðèåìîâ çäåñü êîýôôèöèåíò ôóíêöèé øòðàôà èç-
ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðàñ÷åòû. Âî âòîðîé ãðóïïå îáîá-
ùàåòñÿ ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà íà ñëó÷àé îáùåé çàäà÷è íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ; ïîêàçàíî, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ
òàêèõ çàäà÷. Ìåòîäû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è
îòûñêàíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê.

�1. Óïðîùåííûå âàðèàíòû ìåòîäà ôóíêöèé øòðàôà

Ïðåäëîæåííûé Êóðàíòîì ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé íàøåë øèðîêîå ðàçâèòèå è îáîá-
ùåíèå â ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ. Ïîäðîáíûé îáçîð òàêèõ èññëåäîâàíèé äàí â [1]. Ïîýòî-
ìó ñîøëåìñÿ òîëüêî íà ïîñëåäíèå ðàáîòû, íàèáîëåå áëèçêèå ê èçëàãàåìûì ìåòîäàì
[2] � [5]. Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé èìååò ðÿä ñóùåñòâåí-
íûõ íåäîñòàòêîâ. Óêàæåì íà íåêîòîðûå èç íèõ: ãðîìîçäêîñòü ðàñ÷åòîâ, ñâÿçàííàÿ
ñ íåîáõîäèìîñòüþ ìíîãîêðàòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè; ñëîæíîñòü
ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷, òàê êàê ïðè áîëüøèõ êîýôôèöèåíòàõ øòðàôà ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ íîñèò îâðàæíûé õàðàêòåð; íå÷åòêî îáû÷íî ñôîðìóëèðîâàíî ïðàâèëî èçìåíåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòà øòðàôà; ïðàêòè÷åñêàÿ íåâîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.
Â ïðåäëàãàåìûõ íèæå ìåòîäàõ êîýôôèöèåíò øòðàôà èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, ñíèìàÿ
â íåêîòîðîé ñòåïåíè ýòè íåäîñòàòêè. Äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ îñíîâàíû íà
îáîáùåíèè ìåòîäà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, ðàçðàáîòàííîì â [6].

Ðàññìîòðèì îáùóþ çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âñþäó ñ÷èòàåì, ÷òî åå
ðåøåíèå ñóùåñòâóåò. Òðåáóåòñÿ íàéòè

min
x∈X

F (x), X = {x ∈ En : g(x) = 0, h(x) ≤ 0}. (1.1)

Çäåñü Ei åñòü i-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; F (x), g(x), h(x) � íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìûå ôóíêöèè, çàäàþùèå îòîáðàæåíèÿ F (x) : En → E1, g(x) : En → Ee, h(x) : En →
→ Ec, x = [x1, . . . , xn] ∈ En. ×åðåç X∗ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1.1), ÷åðåç
X0 � ìíîæåñòâî òî÷åê, âíóòðåííèõ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà X:

X∗ = {x∗ : min
x∈X

F (x) = F (x∗), x∗ ∈ X}, X0 = {x : g(x) = 0, h(x) < 0}.

Âñþäó íèæå x∗ îáîçíà÷àåò ýëåìåíò ìíîæåñòâà X∗; ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà
X∗ îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(x,X∗) = min

y∈X∗
‖x− y‖. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ

P (x, t) = µ(t)F (x) + τ(t)S(x),
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ãäå µ(t), τ(t) � íåêîòîðûå ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà t, S(x) = 0, åñëè x ∈ X, è
S(x) > 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ S(x) ñåïàðàáåëüíà, åñëè îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå

S(x) =
e∑

i=1

ϕ(gi(x)) +
c∑

i=1

ϕ(hi
+(x)); (1.2)

çäåñü hi
+(x) = max[0, hi(x)]. Ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà ϕ(y) è åå ïðîèçâîäíûå óäîâ-

ëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

ϕ(0) = ϕ′(0) = 0, ϕ(y) > 0, ϕ
′′
(y) > 0 ∀y 6= 0. (1.3)

Åñëè ôóíêöèè F (x) è h(x) âûïóêëûå, îïðåäåëåííûå âñþäó â En, à âåêòîð-ôóíêöèÿ
g(x) ëèíåéíàÿ, òîãäà (1.1) áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, S(x)
ïpè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ òàêæå âûïóêëîé âñþäó â En. Åñëè âûïîëíåíî îáîáùåííîå óñëîâèå
Ñëåéòåðà (X0 6= ∅), òî äëÿ x∗ ∈ X∗ ñóùåñòâóþò ìíîæèòåëè p∗ ∈ Ee, w∗ ∈ Ec òàêèå, ÷òî

Fx(x∗) +
e∑

i=1

gi
x(x∗)p

i
∗ +

c∑
i=1

hi
x(x∗)w

i
∗ = 0,

g(x∗) = 0, hi(x∗) ≤ 0, wi
∗h

i(x∗) = 0, wi
∗ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , c.

(1.4)

Äëÿ ðåøåíèÿ (1.1) ïðåäëàãàåòñÿ ðÿä ìåòîäîâ, îáîáùàþùèõ ðåçóëüòàòû ðàáîò [6] � [9].
Áóäåì îòûñêèâàòü ïðåäåëüíûå òî÷êè ïðè t →∞ ðåøåíèé ñëåäóþùèõ çàäà÷ Êîøè:

ẋ = −Px(x, t), x(t0) = x0, (1.5)
ẋ = −P−1

xx (x, t)[Px(x, t) + Pxt(x, t)], x(t0) = x0, (1.6)

ãäå Px = µFx + τSx, Pxx = µFxx + τSxx, Pxt = µ̇Fx + τ̇Sx. Çäåñü è âñþäó íèæå òî÷êà íàä
ñèìâîëîì îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t. Íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè µ(t), τ(t) óäîâëåòâîðÿþò äëÿ âñåõ t ∈ [t0,∞) óñëîâèÿì

τ(t) > 0, µ(t) > 0,

∞∫

t0

µ(t)dt = ∞. (1.7)

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî G(t) è âåêòîðû p ∈ Ee, w ∈ Ec ñ êîîðäèíàòàìè pi è wj ñîîòâåòñòâåííî:

G(t) = {x ∈ En : P (x, t) ≤ µ(t)F (x∗)},

pi(x, t) =
τ(t)ϕ′(gi(x))

µ(t)
, wj(x, t) =

τ(t)ϕ′(hj
+(x))

µ(t)
.

(1.8)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî (1.5), (1.6) è ïîñëåäóþùèå íåïðåðûâíûå ìåòîäû èìåþò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè t0. Óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ìîæíî íå ââîäèòü, íî òîãäà ôîðìóëè-
ðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì óñëîæíÿòñÿ.

Òåîpåìà 1. Ïóñòü F (x), S(x) � âûïóêëûå, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè
âñþäó â En, ìíîæåñòâî G(t0) íåïóñòî, îãðàíè÷åíî, íåïðåðûâíûå ôóíêöèè µ(t), τ(t) ïðè
âñåõ t ≥ t0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.7), îòíîøåíèå τ(t)/µ(t) → ∞ ìîíîòîííî ïðè
t →∞. Òîãäà ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ (ïðè t →∞) òî÷åê ðåøåíèÿ x(x0, t) ñèñòåìû (1.5)
íåïóñòî è âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïðèíàäëåæàò X∗ ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ X∗ ⊂ G(t + δ) ⊂ G(t) äëÿ âñåõ t ≥ t0,
δ ≥ 0. Ïîýòîìó X∗ íåïóñòî, êîìïàêòíî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ v(x) = ρ2(x, X∗)
ñ ó÷åòîì (1.5); èñïîëüçóÿ âûïóêëîñòü P (x, t) ïî x, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ x(x0, t) /∈ G(t0)
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

v̇(x(x0, t))/2 ≤ µ(t)F (x∗)− P (x(x0, t), t) ≤ 0.

Âñþäó íà G(t0) ôóíêöèÿ v(x) îãðàíè÷åíà. Ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó íåðàâåíñòâó v(x(x0, t))
� íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ t âñþäó âíå G(t0). À òàê êàê v(x) � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ
ôóíêöèÿ, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñèñòåìà óñòîé÷èâà ïî Ëàãðàíæó, ò.å. êàæäîå ðå-
øåíèå x(x0, t) ïðîäîëæèìî âïðàâî ïðè t →∞ è îãðàíè÷åíî.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ò.1, ïðèâåäåííîé â Ïðèëîæåíèè. Îáîçíà÷èì

Xε
∗ = {x : ρ(x,X∗) < ε}, Φ(t) = min

x∈En\Xε∗
[P (x, t)/µ(t)− F (x∗)].

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîäíîé v(x) â ñèëó ñèñòåìû ïîëó÷èì îöåíêó

sup
x∈En\Xε∗

v̇(x) ≤ −2µ(t)Φ(t).

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò t(ε) òàêîå, ÷òî G(t) ⊂ Xε
∗ äëÿ âñåõ

t ≥ t(ε), îòñþäà Φ(t) > 0 äëÿ ýòèõ æå çíà÷åíèé t. Òàê êàê Φ(t) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ
t, òî äëÿ âñåõ t ≥ t(ε) èìååì

−µ(t)Φ(t) ≤ −µ(t)Φ(t(ε)) < 0, − lim
t→∞

t∫

t(ε)

µ(t)Φ(t)dt ≤ − lim
t→∞

Φ(t(ε))

t∫

t(ε)

µ(t)dt = −∞.

Âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ò.1, òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû. Îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ìåòîäà
(1.5) êî ìíîæåñòâó X∗.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 äàåò âîçìîæíîñòü îáîáùèòü è ïî-íîâîìó îáîñíîâàòü ìåòîä
øòðàôíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü t � öåëî÷èñëåííàÿ ïåðåìåííàÿ (t = 0, 1, . . .), îáîçíà÷àþùàÿ
íîìåð øàãà. Ïåðâûé àëãîðèòì ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîèçâîëüíûõ
òî÷åê x(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

P (x(t), t) ≤ ε(t) + min
x∈En

P (x, t); (1.9)

çäåñü ε(t) ≥ 0. Â îáû÷íîì ìåòîäå øòðàôîâ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìè-
çàöèè ε(t) = 0.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ

Gε(t) = {x ∈ En : P (x, t) ≤ µ(t)F (x∗) + ε(t)}.

Òåîpåìà 2. Ïóñòü F (x), S(x) � íåïðåðûâíûå â En ôóíêöèè, Gε(0) � íåïóñòîå
êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, äëÿ âñåõ t ≥ 0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ

µ(t) > 0, τ(t) > 0, lim
t→∞

ε(t)

µ(t)
= 0, lim

t→∞
τ(t)

µ(t)
= ∞, (1.10)
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ïðè÷åì ñòðåìëåíèå ê íóëþ è ê áåñêîíå÷íîñòè ìîíîòîííî. Òîãäà ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ
òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x(t)}, t →∞, íåïóñòî, êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïðèíàäëå-
æèò ìíîæåñòâó X∗,

lim
t→∞

F (x(t)) = F (x∗), lim
t→∞

τ(t)S(x(t))

µ(t)
= 0.

Ýòà òåîðåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Í.È. Ãðà÷åâûì.
Ïðîâåðèòü óñëîâèå x(t) ∈ Gε(t) ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ñëîæíî. Âìåñòî (1.9) ìîæíî ïðåäëî-

æèòü èíîé, ëåãêî ðåàëèçóåìûé âàðèàíò ìåòîäà. Ïðîöåññ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè P (x, t)
ïî x áóäåì ïðåêðàùàòü, êàê òîëüêî íàéäåòñÿ òî÷êà x(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

‖Px(x(t), t)‖ ≤ ε(t). (1.11)

Èñïîëüçóÿ (1.8), îïðåäåëèì

pi(t) = pi(x(t), t), i = 1, 2, . . . , e, wj(t) = wj(x(t), t), j = 1, 2, . . . , c.

Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðàñ÷åòû, íåñêîëüêî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè
ìåòîäà, òàê êàê ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå.

Îïpåäåëåíèå 1. Îãðàíè÷åíèÿ g(x) è h(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè
Ýððîó�Ãóðâèöà�Óäçàâû â òî÷êå x ∈ En, åñëè g(x) è h(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â
òî÷êå x, âåêòîðû gi

x(x), i = 1, 2, . . . , e, ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå, ñóùåñòâóåò âåêòîð s ∈ En,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèÿì

(s, gi
x(x)) = 0, i = 1, 2, . . . , e,

(s, hj(x)) < 0, j ∈ B(x) = {j : hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , c}.

Òåîpåìà 3. Ïóñòü F (x) è S(x) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå â En ôóíêöèè, S(x)
ñåïàðàáåëúíà, èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ (1.3) è (1.10), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(t)} îãðàíè÷åíà,
â êàæäîé åå ïðåäåëüíîé òî÷êå x̄ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé Ýððîó�
Ãóðâèöà�Óäçàâû (â ñëó÷àå çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ýòî óñëîâèå çàìåíÿåòñÿ
íà îáîáùåííîå óñëîâèå Ñëåéòåðà). Òîãäà êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
[x(t), p(t), w(t)], t →∞, óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì, à â ñëó÷àå çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ è äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà (1.4).

Åñëè (1.1) � çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òî èç (1.11) ñëåäóåò îöåíêà

P (x(t), t)− µ(t)F (x∗) ≤ ε(t)‖x(t)− x∗‖.

Óñëîâèå ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ τ(t)/µ(t) â ðÿäå ñëó÷àåâ íåñóùåñòâåííî (ñì., íàïðè-
ìåð, [8]). Òðåáîâàíèå ñòðåìèòü ýòî îòíîøåíèå ê áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî òàêæå íå ââîäèòü,
åñëè çàðàíåå ïîñòàâèòü çàäà÷ó î ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè (1.1).

Ïóñòü W (x, τ) = F (x) + τS(x); äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â [10, 11] äîêàçàíà
Ëåììà 1. Ïóñòü (1.1) � çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, X0 6= ∅, X∗ 6= ∅ è

êîìïàêòíî, F (x) è h(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà En, S(x) � äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ âèäà (1.2), âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.3) è ϕ

′′
(y) ≥ σ > 0 äëÿ âñåõ
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y ≥ 0. Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ En, 0 < τ ≤ T âåðíû îöåíêè F (x∗) − γ/τ ≤ W (x, τ) ≤ W (x, T ),
ãäå (ñì.(1.4))

γ =

[
e∑

i=1

(pi
∗)

2 +
c∑

i=1

(wi
∗)

2

]

2σ
.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìàêñèìèííóþ çàäà÷ó:

I = sup
τ≤T

inf
x∈En

W (x, τ), (1.12)

ãäå T > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Ââåäåì ìíîæåñòâî

Z = {z : min
x∈En

W (x, T ) = W (z, T )}.

Åñëè x̃ ∈ Z, òî F (x∗) − γ/T ≤ W (x̃, T ) ≤ F (x∗). Åñëè ôóíêöèÿ F (x) îãðàíè÷åíà
ñíèçó íà Z : F (x) ≥ δ, òî S(x̃) ≤ [F (x∗) − δ]/T . Çíàÿ âåðõíèå îöåíêè äëÿ p∗ è w∗,
ìîæíî ïîäîáðàòü çíà÷åíèå T òàê, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (1.12) (âåëè÷èíà I) áûëî êàê
óãîäíî áëèçêî ê âåëè÷èíå F (x∗) è çíà÷åíèå ôóíêöèè øòðàôà â òî÷êå ðåøåíèÿ (1.12)
ñêîëü óãîäíî ìàëî. Â ïðèíöèïå äëÿ ðåøåíèÿ (1.12) äîñòàòî÷íî íàéòè min

x∈En
W (x, T ), îäíàêî

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ T ýòà ôóíêöèÿ íîñèò îâðàæíûé õàðàêòåð è çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè
ðåøàòü ñëîæíî. Ëó÷øå äëÿ ðåøåíèÿ (1.12) ïðèìåíèòü èòåðàòèâíûå ìåòîäû îòûñêàíèÿ
ìàêñèìèíà, â êîòîðûõ êîýôôèöèåíò øòðàôà τ èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì. Ñîñòà-
âèì ñèñòåìó

ẋ = −Wx(x, τ), τ̇ = S(x)β(τ)Θ(T − τ), x(0) = x0, τ(0) = τ0 > 0, (1.13)

çäåñü Θ(y) = 1, åñëè y > 0, è Θ(y) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ôóíêöèÿ β(τ) íåïðåðûâíà è
íåîòðèöàòåëüíà äëÿ âñåõ τ0 ≤ τ ≤ T è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

T∫

τ0

T − τ

β(τ)
dτ < ∞. (1.14)

Ìîæíî ïîëîæèòü, íàïðèìåð, β(τ) = T − τ , β(τ) = 1, β(τ) = τ .
Âîçìîæíû äèñêðåòíûå âàðèàíòû ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ. Äëÿ ìåòîäà (1.13), íàïðèìåð,

èñïîëüçóåì ïðîñòåéøóþ àïïðîêñèìàöèþ ïî ñõåìå Ýéëåðà

xs+1 = xs − αsWx(xs, τs), τs+1 = τs + αsS(xs)β(τs)Θ(T − τs), (1.15)

ãäå ïåðåìåííûé øàã αs óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

0 < αs, lim
s→∞

αs = 0,
∞∑

s=1

αs →∞. (1.16)

Ââåäåì ìíîæåñòâî σ(τ) = {x : W (x, τ) ≤ F (x∗)}.
Òåîpåìà 4. Åñëè F (x), S(x) � âûïóêëûå, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå âñþäó â

En ôóíêöèè, ìíîæåñòâî σ(τ0) êîìïàêòíî, âûïîëíåíî óñëîâèå (1.14), òî ïðè t → ∞
ðåøåíèÿ x(x0, t) ñèñòåìû (1.13) ñõîäÿòñÿ ê Z â öåëîì (äëÿ ëþáûõ x0). Åñëè îãðàíè÷åíèÿ
íåñóùåñòâåííû, òî x(x0, t) ñõîäÿòñÿ ê X∗. Äèñêðåòíûé âàðèàíò (1.15) ñõîäèòñÿ â öåëîì
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ê Z, åñëè αs � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
(1.16), è α0 äîñòàòî÷íî ìàëî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè áëèçêî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Áàðáàøèíà�Êðàñîâñêîãî.
Ñõîäèìîñòü äèñêðåòíîãî âàðèàíòà ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ [6].

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Íüþòîíà (1.6). ×åðåç x(x0, t) îáîçíà÷èì
ðåøåíèå (1.6). Ñèñòåìà (1.6) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

Px(x(x0, t), t) = Px(x0, t0)e
−t.

Òî÷êè x(x0, t) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ âèäà (1.11). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ ñèñ-
òåìû (1.6) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(t), ïîëó÷åííàÿ èç (1.11) ñîâåðøåííî èíûì ïóòåì, îáëà-
äàþò îáùèìè ñâîéñòâàìè. Ïîýòîìó òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ìåòîäà (1.6) ôîðìóëèðóåòñÿ è
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 3. Ââåäåì ìíîæåñòâî

R(t) = {x : ‖Px(x, t)‖ ≤ ‖Px(x0, t0)‖e−t}.

Òåîpåìà 5. Ïóñòü Ð(x, t) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî t ïðè âñåõ t ≥ t0,
S(õ) ñåïàðàáåëüíà, èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ (1.3) è (1.10), ãäå ε(t) = e−t, íà êîìïàêòíîì
ìíîæåñòâå R(t0) ôóíêöèÿ Ð(x, t) òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x,
‖P−1

xx (x, t)‖ > 0 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ýððîó�Ãóðâèöà�Óäçàâû (â ñëó÷àå çàäà÷ âûïóêëîãî
ïðîãpàììèpîâàíèÿ ýòî óñëîâèå çàìåíÿåòñÿ íà îáîáùåííîå óñëîâèå Ñëåéòåpà). Òîãäà
êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà [x(x0, t), p(x(x0, t), t), w(x(x0, t), t)], t → ∞, ãäå p, w îïðåäåëÿ-
þòñÿ èç (1.8), óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì, à â ñëó÷àå çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ � äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà (1.4).

�2. Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ

H(x, t) = F (x) + τ−1

c∑
i=1

ξ(hi(x)),

ãäå τ = τ(t), ξ(y) � ñêàëÿðíûå, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå
äëÿ âñåõ t0 ≤ t è y < 0 ñîîòâåòñòâåííî è óäîâëåòâîðÿþùèå äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ
óñëîâèÿì

0 < τ(t), 0 <
∂τ

∂t
, 0 < ξ(y), lim

y→−0
ξ(y) = ∞. (2.1)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) áóäåì îòûñêèâàòü ïðåäåëüíûå (ïðè t → ∞) òî÷êè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû

ẋ = −NHx(x, t) = −N

[
Fx(x) + τ−1

c∑
i=1

ξ′(hi(x))hi
x(x)

]
; (2.2)

çäåñü N = I − gx(g
>
x gx)

−1g>x , I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n × n, gx � ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà
ïåðåñå÷åíèè i-ñòðîêè è j-ñòîëáöà íàõîäèòñÿ ýëåìåíò ∂gj/∂xi, g>x � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðî-
âàííàÿ ê gx. Åñëè îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâà îòñóòñòâóþò, òîãäà N = I è (2.2) ñîâïàäàåò
ñ ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â [1].

Ïðèâåäåííûé ìåòîä ïîñòðîåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà x(0) ∈ X0, òî
è âñÿ òðàåêòîðèÿ x(x0, t) ïðèíàäëåæèò äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó. Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè
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ñ òåðìèíîëîãèåé [1] åãî ìîæíî íàçâàòü ìåòîäîì âíóòðåííåé òî÷êè. Ñ÷èòàåì, ÷òî âñþäó
íà X ðàíã ìàòðèöû gx ìàêñèìàëüíûé. Îáîçíà÷èì

p(x, t) = −(g>x gx)
−1g>x Hx, wi(x, t) = τ−1ξ′(hi(x)), i = 1, 2, . . . , c.

Òåîpåìà 6. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1) ôóíêöèè F (x), h(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå,
âûïóêëûå íà îòêðûòîì ïîêðûòèè ìíîæåñòâà X, ôóíêöèÿ g(x) ëèíåéíàÿ, ξ(y) � âûïóê-
ëàÿ ïðè y < 0, X0 6= ∅, X∗ 6= ∅ è êîìïàêòíî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1). Òîãäà äëÿ ëþáîé
íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ X0 êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà [x(x0, t), p(x(x0, t), t), t)w(x(x0, t), t)],
t →∞, óäîâëåòâîðÿåò äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ìèíèìóìà (1.4).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìàì [1, 6]. ¤
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìîäèôèêàöèè, àíàëîãè÷íûå (1.6), (1.9), (1.11), ìîæíî âûïîëíèòü è

äëÿ ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè. Ðåçóëüòàòû òàêæå ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé êîìáèíèðîâàííûõ
ìåòîäîâ. Ñîñòàâèì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ

W (x, t) = F (x) + τ(t)
e∑

i=1

ϕi(g(x)) + τ−1(t)
c∑

i=1

ξ(hi(x)).

Çäåñü îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâ ó÷òåíû ñ ïîìîùüþ âíåøíåãî øòðàôà, îãðàíè÷åíèÿ
òèïà íåðàâåíñòâ � ñ ïîìîùüþ âíóòðåííåãî øòðàôà. Ñèñòåìû (1.5) è (1.6) ïðèâîäÿò ê
ñëåäóþùèì ìåòîäàì:

ẋ = −Wx(x, t), ẋ = −W−1
xx (Wx + Wxt).

Ìîæíî îòûñêèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {x(t)}, ïðèáëèæåííî ìèíèìèçèðóþùèõ
ôóíêöèþ W (x, t) ïî x, ïðåêðàùàÿ ïðîöåññ, êàê òîëüêî íàéäåòñÿ òî÷êà x(t), óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óñëîâèþ

‖Wx(x, t)‖ ≤ ε(t). (2.3)
Òåîðåìû î ñõîäèìîñòè óêàçàííûõ ìîäèôèêàöèé ôîðìóëèðóþòñÿ àíàëîãè÷íî ïðèâåäåí-

íûì âûøå. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ìåòîäà (2.3). Îáîçíà÷èì

pi(t) = τ(t)ϕ′(gi(x(t))), i = 1, 2, . . . , e,

wj(t) = τ−1(t)ξ′(hj(x(t))), j = 1, 2, . . . , c.

Òåîpåìà 7. Ïóñòü F (x), g(x), h(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â En, ϕ(y) äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â E1, ξ(y) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïðè y < 0, ìíî-
æåñòâî X0 íåïóñòî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.3), (1.10) è (2.1), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
{x(t)}, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.3), îãðàíè÷åíà, â êàæäîé ïðåäåëüíîé òî÷êå ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ýððîó�Ãóðâèöà�Óäçàâû. Òîãäà êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè [x(t), p(t), w(t)], t → ∞, óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì, à â ñëó÷àå
çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà (1.4).

Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè F , S, ξ âûïóêëûå,
íåäèôôåðåíöèðóåìûå. Òîãäà âìåñòî, íàïðèìåð, ñèñòåìû (1.5) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äèô-
ôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ q(x, t), (2.4)
ãäå q(x, t) � ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè P (x, t) â òî÷êå (x, t):

q(x, t) = {y ∈ En : (y, z − x) ≤ P (z, t)− P (x, t) ∀z ∈ En}.
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Äèñêðåòíûé âàðèàíò ìåòîäà èìååò âèä

xs+1 ∈ xs + αsq(xs, ts). (2.5)

Â ñëó÷àå åñëè (1.1) � çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, (2.5) ïåðåõîäèò â ìåòîä îáîá-
ùåííîãî ãðàäèåíòà. Íåäèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè øòðàôà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)
èñïîëüçîâàëèñü â [3]. Åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(y) íåäèôôåðåíöèðóåìà â y = 0,
òî ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2.4) ïðåòåðïåâàþò ðàçðûâû íà ïîâåðõíîñòÿõ hi(x) = 0, i =
= 1, 2, . . . , c, íà êîòîðûõ ìîãóò âîçíèêíóòü ñêîëüçÿùèå ðåæèìû. Îáîáùåíèå òåîðåìû 1 íà
ýòîò ñëó÷àé ìû ïðèâåäåì â îòäåëüíîé ðàáîòå.

�3. Ðåøåíèå ñèñòåì ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ

Ïóñòü d(x) îñóùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå En → Ek. Îáîçíà÷èì

Z = {x : x ∈ X, d(x) ≤ 0}, Z0 = {x : x ∈ X, d(x) < 0},

V (x, t) =
e∑

i=1

ϕ(gi(x)) +
c∑

i=1

ϕ(hi
+(x)) + τ−1

k∑
i=1

ξ(di(x)).

Ôóíêöèè ϕ, ξ, τ îïðåäåëåíû â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè
òî÷êè x ∈ Z. Ìåòîäû (1.5) è (2.2) ïðèâîäÿò ê ñõåìå

ẋ = −Vx(x, t), x(t0) = x0. (3.1)

Òåîpåìà 8. Ïóñòü ôóíêöèè g(x) ëèíåéíûå, h(x), d(x) � âûïóêëûå, íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûå, Z0 6= ∅, Z êîìïàêòíîå, âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.3), (2.1). Òîãäà ìåòîä
(3.1) ñõîäèòñÿ ê Z ïðè ëþáûõ x0 ∈ Z0.

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ìîæíî âçÿòü V (x, t). Åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó (3.1)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

V̇ = −‖Vx‖2 − τ−2∂τ

∂t

k∑
i=1

ξ(di(x)) ≤ 0.

Â òîì ñëó÷àå, åñëè V � ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ x, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä
Íüþòîíà. Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ (3.1) ïåðåõîäèò â ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå â
[12, 13].

�4. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàäàííóþ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå:
íàéòè

min
x∈X

C>x, X = {x ∈ En : Ax = b, x ≥ 0}, (4.1)

ãäå x,C ∈ En, b ∈ Em, A � ìàòðèöà m × n. Äâîéñòâåííàÿ ê (4.1) çàäà÷à ñîñòîèò â
îòûñêàíèè

max
p∈P

b>p, P = {p ∈ Em : A>p ≤ C}. (4.2)
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×åðåç X∗ è P∗ áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷ (4.1) è (4.2) ñîîòâåòñòâåííî.
Âñþäó íèæå x∗ ∈ X∗, p∗ ∈ P∗. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîðû x∗ è p∗ áûëè ðåøåíèÿìè (4.1) è
(4.2), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

0 ≤ x∗, Ax∗ = b, A>p∗ ≤ c, C>x∗ = b>p∗.

Ñîñòàâèì âíåøíèå ôóíêöèè øòðàôà, ïîëîæèâ äëÿ ïðîñòîòû ϕ(y) = y2/2:

P (x, τ) = C>x +
τ [‖Ax− b‖2 + ‖x−‖2]

2
, G(p, s) =

b>p− s‖w−‖2

2
,

w = C − A>p, zi
− = max[0,−zi] ≥ 0, z− = [z1

−, . . . , zn
−].

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è ïðèìåíèì, íàïðèìåð, ìåòîä (1.13), ïîëî-
æèâ β(τ) = τ . Ïîëó÷èì ñèñòåìû

ẋ = −Px(x, τ) = −C − τ [A>(Ax− b) + x−], τ̇ = τPτΘ(T − τ), (4.3)

ṗ = Gp(x, s) = b− sAw−, ṡ = −sGs(p, s)Θ(T − s). (4.4)
Íåñëîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè:

G(p, s)− 1

2s
‖x∗‖2 ≤ C>x∗ = b>p∗ ≤ P (x, τ) +

1

2τ
[‖p∗‖2 + ‖w∗‖2].

Âçÿâ T äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ìîæíî ïîëó÷èòü ñêîëü óãîäíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷ (4.1)
è (4.2). Ñõîäèìîñòü ýòèõ ìåòîäîâ è èõ äèñêðåòíûõ âàðèàíòîâ ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.
Èòåðàòèâíûå ñõåìû, âûòåêàþùèå èç (1.5) è (1.13), îòëè÷àþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíîé ïðîñòîòîé,
èõ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî âîçíè-
êàþò âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ïîýòîìó
ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ öåëåñîîáðàçíî äëÿ ãðóáûõ, ïðèáëèæåííûõ ðàñ÷åòîâ.
Áîëåå òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò ïðîâîäèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèáî ñèìïëåêñ-ìåòîäà,
ëèáî ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ñõåì.

�5. Äâîéñòâåííûå ìåòîäû

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ äðóãîãî êëàññà ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ïðèìåíåíèè èäåè
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Îáîçíà÷èì

I = max
p∈Ee

max
w∈Ec

min
x∈En

H(x, p, w), (5.1)

ãäå

H(x, p, w) = F (x) +
e∑

i=1

pigi(x) +
c∑

i=1

(wi)2hi(x).

Ëåììà 2. Åñëè (x̄, p̄, w̄) � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè H(x, p, w), òî x̄ ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì çàäà÷è (1.1), ïðè÷åì F (x̄) = H(x̄, p̄, w̄).

Ëåììà 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x̄ ∈ X áûëà ðåøåíèåì (1.1), äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
íàøëèñü p̄, w̄ òàêèå, ÷òî

H(x̄, p̄, w̄) = inf
x∈En

H(x, p̄, w̄), w̄ihi(x̄) = 0, i = 1, 2, . . . , c.
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Ëåììà 4. Åñëè òî÷êà x̄ ∈ X, òî F (x̄) = sup
p∈Ee

sup
w∈Ec

H(x̄, p, w).

Îáû÷íî âìåñòî (5.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

max
p∈Ee

max
w ∈ T

min
x∈En

[
F (x) +

e∑
i=1

pigi(x) +
c∑

i=1

wihi(x)

]
, T = {w ∈ Ec : w ≥ 0}. (5.2)

Òàêîé ïîäõîä îïðàâäàí, åñëè îòñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâ, òàê êàê â ýòîì
ñëó÷àå (1.1) ìîæíî çàìåíèòü çàäà÷åé îòûñêàíèÿ áåçóñëîâíîãî ñåäëà ôóíêöèè Ëàãðàíæà.
Îáùåïðèíÿòîå îáîáùåíèå ýòîãî ïðèåìà (5.2) äëÿ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåóäà÷íûì, òàê êàê ïðè òàêîé ðåäóêöèè íå ïîëó÷åíà çàäà÷à íà áåçóñëîâíîå
ñåäëî. Ýòà èäåÿ, îäíàêî, ðåàëèçîâàíà â çàäà÷å (5.1). Òåïåðü ê çàäà÷å (5.1) (íî íå ê (5.2))
ìîæíî ïðèìåíèòü ñóùåñòâóþùèå ÷èñëåííûå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ áåçóñëîâíîãî ñåäëà.
Ëåììû 2�4 áëèçêè ê àíàëîãè÷íûì óòâåðæäåíèÿì îòíîñèòåëüíî çàäà÷è (5.2), ïîýòîìó èõ
äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòü íå áóäåì.

Èñïîëüçóåì äëÿ ðåøåíèÿ (5.1) ïðîñòåéøèé ãðàäèåíòíûé ìåòîä, â êîòîðîì äâèæåíèå
ïî p è w ïðîèçâîäèòñÿ â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòîâ Hp è Hw, ïî x � â íàïðàâëåíèè àíòèãðà-
äèåíòà (−Hx):

ẋ = −Hx, ṗ = Hp, ẇ = Hw, x(0) = x0, p(0) = p0, w(0) = w0. (5.3)

Â [14, 15] ïðåäëîæåí ðÿä ìåòîäîâ îòûñêàíèÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìèíà. Ïðèìåíèâ äâà èç
íèõ äëÿ ðåøåíèÿ (5.1), ïîëó÷èì

ẋ = −Hx, ṗ = g − g>x H−1
xx Hx, ẇ = 2D(w)[h−−h>x H−1

xx Hx], (5.4)

ẋ = −Hx −H−1
xx (gxg + 4hxD(w)D(w)h), ṗ = g, ẇ = 2D(w)h. (5.5)

Çäåñü D(y) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé i-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò åñòü i-êîîðäè-
íàòà âåêòîðà y, ðàçìåð ìàòðèöû D(y) îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ y.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìàêñèìèíà â çàäà÷å (5.1) áóäóò

Hx(x, p, w) = On1, Hp(x, p, w) = Oe1, Hw(x, p, w) = Oc1. (5.6)

Çäåñü ñèìâîë Oij îáîçíà÷àåò ìàòðèöó i × j, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû íóëþ. Äëÿ
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.6) ïðèìåíèì ìåòîä Íüþòîíà, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èç n+e+c
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

Hxxẋ + Hxpṗ + Hxwẇ = −Hx, Hpxẋ = −Hp, Hwxẋ + Hwwẇ = −Hw. (5.7)

Âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè H âû÷èñëåíû â òî÷êå (x(t), p(t), w(t)).
Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå z = (x, p, w) ∈ En+e+c, ìåòîä (5.7) è åãî äèñêðåòíûé àíàëîã

ìîæíî çàïèñàòü â ñæàòîé ôîðìå:

Hzz(z)ż = −Hz(z), z(0) = z0,
zs+1 = zs −H−1

zz (zs)Hz(zs), s = 0, 1, . . . .
(5.8)

Ïðè îòñóòñòâèè â çàäà÷å (1.1) îãðàíè÷åíèé òèïà íåðàâåíñòâ ìåòîä (5.3) èçó÷àëñÿ â
[16, 17], ìåòîäû (5.4), (5.5) � â [15], ìåòîä (5.7) � â [18, 19]. Ïðèâåäåííûå íèæå òåîðåìû
è èõ äîêàçàòåëüñòâà îáîáùàþò ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò.
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×åðåç z∗ = (x∗, p∗, w∗) áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êè, â êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.6).
Òàêèå òî÷êè íàçîâåì ñòàöèîíàðíûìè. Ââåäåì èíäåêñíîå ìíîæåñòâî

B(x) = {i : hi(x) = 0, i = 1, 2, . . . , c}.

Îïpåäåëåíèå 2. Îãðàíè÷åíèÿ g(x) è h(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè
â òî÷êå x ∈ En, åñëè g(x) è h(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x, âåêòîðû
gj

x(x), j = 1, 2, . . . , e, è âñå âåêòîðû hi
x(x) òàêèå, ÷òî i ∈ B(x), ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-

íåçàâèñèìûìè.
Îïpåäåëåíèå 3. Â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå z∗ âûïîëíåíî óñëîâèå ñòðîãîé äîïîëíÿþùåé

íåæåñòêîñòè, åñëè äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , c èç óñëîâèÿ hi(x∗) = 0 ñëåäóåò, ÷òî wi
∗ > 0.

Ëåììà 5. Ïóñòü F , g, h äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè
x∗, â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå z∗ âûïîëíåíî óñëîâèå ñòðîãîé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè è
ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé, h(x∗) ≤ 0, ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ Hxx(z∗) ïîëîæè-
òåëüíî-îïðåäåëåííàÿ. Òîãäà ìàòðèöà

N(z∗) = ‖Hxp Hxw‖>H−1
xx ‖Hxp Hxw‖ −

∥∥∥∥
Hpp Hpw

Hwp Hww

∥∥∥∥

ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, òî÷êà z∗ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé èçîëèðîâàííîé ñåäëîâîé òî÷-
êîé ôóíêöèè H(z), òî÷êà x∗ � ëîêàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1). Ìàòðèöà Hzz(z∗)
íåîñîáàÿ.

Ìàòðèöà N âûðàæåíà ÷åðåç ìàòðèöû, âû÷èñëåííûå â òî÷êå z = z∗.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî ìàòðèöà Hzz(z∗) íåîñîáàÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòà-

òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû Hzz(z∗)z̄ = 0. Îïóñêàÿ
àðãóìåíòû ôóíêöèé, çàïèøåì ýòó ñèñòåìó ïîäðîáíî:

Hxxx̄ + gxp̄ + 2hxD(w∗)w̄ = On1, (5.9)

g>x x̄ = Oe1, D(w∗)h>x x̄ + D(h)w̄ = Oc1. (5.10)
Èç (5.10) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ B(x∗) âûïîëíåíû óñëîâèÿ hi(x∗) = 0, wi

∗ > 0,
x̄>hi

x(x∗) = 0 è äëÿ i /∈ B(x∗) èìååì hi(x∗) < 0, wi
∗ = 0, w̄i = 0. Ïîýòîìó â îáîèõ

ñëó÷àÿõ hi(x∗)w̄i = 0 è D(w∗)h>x x̄ = Oc1. Ïóñòü ‖x̄‖ 6= 0, òîãäà, óìíîæàÿ (5.9) ñëåâà
íà x̄> è ó÷èòûâàÿ (5.10), ïîëó÷èì x̄>Hxx(z∗)x̄ = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëîæèòåëüíîé
îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû Hxx(z∗). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà x̄ = 0. Èç (5.9), (5.10) ñëåäóåò

gx(x∗)p̄ + 2
∑

i∈B(x∗)

hi
x(x∗)w

i
∗w̄

i = On1, hi(x∗)w̄i = 0.

Âñå wi
∗ > 0 äëÿ i ∈ B(x∗); ó÷èòûâàÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé, ïðèõîäèì ê

âûâîäó, ÷òî p̄ = 0 è w̄i = 0, åñëè i ∈ B(x∗), íî âûøå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî w̄i = 0, åñëè
i /∈ B(x∗). Ïîýòîìó âñå âåêòîðû x̄, p̄, w̄, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå (5.9), (5.10), íóëåâûå,
ìàòðèöà Hzz(z∗) íåîñîáàÿ.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî hi(x∗) = 0 äëÿ i = 1, 2, . . . , s è hi(x∗) < 0
äëÿ i = s + 1, . . . , c. Ââåäåì âåêòîðû v = [p1, . . . , pe, w1, . . . , ws] ∈ Ek, k = e + s, è h̃ =
= [hs+1, . . . , hc] ∈ Er, r = c−s−1. Ìàòðèöó N(z∗) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N(z∗) = ‖Hxv Onr‖>H−1
xx ‖Hxv Onr‖ − 2

∥∥∥∥
Oee Oec

Oce D(h)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
HvxH

−1
xx Hxv Okr

Ork −2D(h̃)

∥∥∥∥ .
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Íî â ñèëó óñëîâèÿ ñòðîãîé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè âñå wi
∗ > 0 äëÿ i = 1, 2, . . . , s,

ïîýòîìó èç óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé ïîëó÷àåì, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû Hxv ëè-
íåéíî-íåçàâèñèìû è ðàíã ýòîé ìàòðèöû ìàêñèìàëüíûé, ðàâíûé k. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà
HvxH

−1
xx Hxv ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ. Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà−D(h̃) òàêæå ïî óñëîâèþ

ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ. Îòñþäà ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû
N(z∗).

Ñîãëàñíî äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì [14] òî÷êà z∗ ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ëîêàëü-
íîãî ìàêñèìèíà â çàäà÷å (5.1). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êà x∗ äîïóñòèìàÿ, ïîëó÷èì

F (x∗) = H(z∗) = max
p∈P

max
w∈W

min
x∈R

H(z);

çäåñü P , W , R � íåêîòîðûå îêðåñòíîñòè òî÷åê p∗, w∗, x∗ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå ëåììó 4, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ R, p ∈ Ee, w ∈ Ec âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

H(x∗, p, w) ≤ H(x∗, p∗, w∗) ≤ H(x, p∗, w∗),

ò.å. òî÷êà z∗ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ïî x, ãëîáàëüíûì ïî p è w ñåäëîì ôóíêöèè H(z).
Âîçìîæíû äèñêðåòíûå âàðèàíòû ìåòîäîâ (5.3) � (5.5). Äëÿ (5.3), íàïðèìåð, èìååì

xs+1 = xs−αHx(xs, ps, ws), ps+1 = ps +αHp(xs, ps, ws), ws+1 = ws +αHw(xs, ps, ws), (5.11)

ãäå 0 < α < d, âåëè÷èíà d çàâèñèò îò êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îòêëî-
íåíèÿõ.

Òåîpåìà 9. Ïóñòü â òî÷êå z∗ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 5. Òîãäà ìåòîäû (5.3)
� (5.5) ëîêàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå z∗, èõ äèñêðåòíûå âàðèàíòû âèäà
(5.11) ëîêàëüíî ñõîäÿòñÿ ê z∗ ïðè α äîñòàòî÷íî ìàëîì ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè. Åñëè, êðîìå òîãî, Hzz(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè z∗, òîãäà ìåòîä (5.8) ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ê z∗, ïðè÷åì ‖z(t) − z∗‖ ≤ C(ε)e−t,
åñëè ‖z0 − z∗‖ ≤ ε, äèñêðåòíûé âàðèàíò ìåòîäà Íüþòîíà ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ê z∗ ñ
êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç δx = x(t) − x∗, δp = p(t) − p∗, δw = w(t) − w∗, δz = (δx, δp, δw). Îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû
âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè äëÿ ñèñòåìû (5.3), ïîëó÷àåì

δż(t) = Mδz(t), ãäå M =

∥∥∥∥∥∥∥

−Hxx −gx −2hxD(w)

g>x Oee Oec

2D(w)h>x Oce 2D(h)

∥∥∥∥∥∥∥
.

Âñå ýëåìåíòû áëî÷íîé ìàòðèöû M âû÷èñëåíû â òî÷êå z∗. Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà åñëè
óäàñòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû M èìååò êîðíè òîëüêî ñ
îòðèöàòåëüíûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷àñòÿìè. Ïóñòü Mz = λz, z = (x, p, w), âåêòîð z̄ =
= (x̄, p̄, w̄) êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåí âåêòîðó z. Ñ÷èòàåì, ÷òî ìîäóëü |z| 6= 0, òîãäà

Re z̄>Mz = Re λ|z|2 = Re [−x̄>Hxx(z∗)x + 2w̄>D(h(x∗))w] ≤ 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè Hxx(z∗) è èç òîãî, ÷òî
h(x∗) ≤ 0. Ïóñòü Re λ = 0, òîãäà Re [−x̄>Hxx(z∗)x + 2w̄>D(h(x∗))w] = 0 òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè x = 0 è wi = 0 äëÿ i òàêèõ, ÷òî hi(x∗) 6= 0. Èç ñèñòåìû Mz = λz ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

gx(x∗)p + 2
∑

i∈B(x∗)

hi
x(x∗)w

i
∗w

i = On1,

12



êîòîðîå èìååò ìåñòî òîëüêî åñëè p = Oe1 è wi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ B(x∗), ïîýòîìó w = Oc1 è
z = On+e+c, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ |z| 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé
Re λ = 0 íåâîçìîæåí è Re λ < 0.

Ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ (5.4) è (5.5) ñëåäóåò èç àíàëèçà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îêàçûâàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè, è ýòî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò
äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îáîèõ ìåòîäîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ ñîâïàäàþò è èìåþò âèä

|Hxx(z∗) + λIn| |N(z∗) + λIc+e| = 0; (5.12)
çäåñü Is � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà s× s.

Ìàòðèöû N(z∗), Hxx(z∗) ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå, ïîýòîìó êîðíè óðàâíåíèÿ (5.12)
îòðèöàòåëüíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè äèñêðåòíûõ âàðèàíòîâ ïðîñòî ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà
ñõîäèìîñòè íåïðåðûâíûõ ìåòîäîâ, ïîäîáíî òîìó êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî â [15, 17]. Äèñêðåò-
íûå âàðèàíòû ìåòîäîâ (5.3) � (5.5) ëîêàëüíî ñõîäÿòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè. Òðåáîâàíèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû Hxx(z∗) â ìåòîäå Íüþòîíà
ìîæíî îñëàáèòü, çàìåíèâ åãî ñëåäóþùèì: äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà s, äëÿ êîòîðîãî
s>gx(x∗) = 0 è s>hj

x(x∗) = 0 ïðè j ∈ B(x∗), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî s>Hzz(z∗)s 6= 0.
Â ìåòîäå (5.3), ïîìèìî ýòîãî óñëîâèÿ, ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìàòðèöà Hxx(z∗) áûëà
ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ è ìàòðèöà Hxx(z∗)Hxv(z∗) èìåëà ìàêñèìàëüíûé ðàíã,
ðàâíûé k.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ìíîãèå äðóãèå ìåòîäû îòûñêàíèÿ
ìèíèìàêñà è ñåäëà. Ïðèâåäåì äâà ìåòîäà èç [15]. Äëÿ ïðîñòîòû âûïèøåì òîëüêî íåïðå-
ðûâíûå âàðèàíòû ìåòîäîâ:

ṗ = g(x(p, w)), ẇ = 2D(w)h(x(p, w)),

H(x(p, w), p, w) = min
x∈En

H(x, p, w),

ẋ = −H−1
xx Hx, ṗ = g + g>x ẋ, ẇ = 2D(w)[h + h>x ẋ].

Äëÿ ñõîäèìîñòè ýòèõ ìåòîäîâ ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìàòðèöà Hxx(z∗) áûëà íåîñî-
áîé, N(z∗) � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé.

Äëÿ ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè ñõîäèìîñòè îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ââåäåíèå ôóíêöèé øòðàôà.
Ó÷òåì òàêèì îáðàçîì îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâ. Ìåòîä (5.3) áóäåò èìåòü âèä

ẋ = −Γx, ṗ = Γp, ẇ = Γw, Γ = H + a

e∑
i=1

[gi(x)]2;

çäåñü a ≥ 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Àíàëîãè÷íî ìîäèôèöèðóþòñÿ îñòàëüíûå ìåòîäû.
Ìåòîäû íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà îáëàäàþò ñóùåñòâåííî áîëåå âûñîêîé ñêîðîñòüþ ñõîäè-

ìîñòè, ÷åì èç § 1 è § 2. Îäíàêî îáëàñòü ñõîäèìîñòè çäåñü ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì
â ìåòîäàõ øòðàôîâ. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü íå îäèí
îòäåëüíûé ìåòîä, à èõ íàáîð. Íà÷àëüíûå, ãðóáûå ðàñ÷åòû óäîáíî ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ
ìåòîäîâ øòðàôîâ, áîëåå òî÷íîå ðåøåíèå ñëåäóåò èñêàòü ñ ïîìîùüþ áûñòðî ñõîäÿùèõñÿ
àëãîðèòìîâ.

�6. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ìíîãîøàãîâûõ çàäà÷

Ïóñòü k-øàãîâûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè
xi+1 = fi(xi, ui), i = 1, 2, . . . , k − 1. (6.1)
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Çäåñü xi ∈ En, ui ∈ Er. Çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè óïðàâëåíèÿ u1, . . . , uk, êîòîðîå
ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ

k∑
i=1

F (xi, ui) ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé îáùåãî âèäà

hj
i (xi, ui) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , c.

Çàäàíèå âñåõ óïðàâëåíèé ui îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âñå xi, ïîýòîìó (6.1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñïåöèàëüíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (1.1). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûå âûøå ìåòîäû. Ñëåäóÿ, íàïðèìåð, § 1, ñîñòàâèì âíåø-
íþþ ôóíêöèþ øòðàôà:

W (z, τ) =
k∑

i=1

[
Fi(xi(z), ui) + τ

c∑
j=1

S(hj
i (xi(z), ui))

]
;

çäåñü x = (u1, . . . , uk) ∈ Ek×r, xi(z) � çíà÷åíèå âåêòîðà xi, ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèþ z
â ñèëó ñèñòåìû (6.1); S(y) = 0, åñëè y ≤ 0, è S(y) > 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè fi, Fi, Si, hi � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ, òî íåñëîæíî
ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ:

dW

dui

=
∂W

∂ui

+
∂fi

∂ui

pi+1, i = 1, 2, . . . , k − 1;

åñëè i = k, òî dW/duk = ∂W/∂uk, âåêòîðû pi ∈ En îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

pk =
∂W

∂xk

, pi =
∂fi

∂xi

pi+1 +
∂W

∂xi

, i = 1, 2, . . . , k − 1; (6.2)

çäåñü ∂fi/∂ui è ∂fi/∂xi � ìàòðèöû r × n è n ×m, ó êîòîðûõ íà ïåðåñå÷åíèè s-ñòðîêè è
j-ñòîëáöà ñòîÿò ñîîòâåòñòâåííî ∂f j

i /∂us
i è ∂f j

i /∂xs
i .

Ìåòîä (1.13) â äàííîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

u̇i = −dW

dui

, τ̇ = τθ(T − τ)
k∑

i=1

c∑
j=1

S(hj
i ), i = 1, 2, . . . , k. (6.3)

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà ñëåäóåò ïðîñ÷èòàòü �ñëåâà íàïðàâî� (6.1) è �ñïðàâà íàëåâî� (6.2),
èçìåíÿÿ ïðè ýòîì, ñîãëàñíî äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû (6.3), óïðàâëåíèÿ ui,
i = 1, 2, . . . , k.

Òàêèì æå îáðàçîì äâîéñòâåííûé ìåòîä (5.3) ïðèâîäèò ê ñõåìå u̇i = −dH/dui, ẇj
i =

= 2wj
i h

j
i . Çäåñü

H =
k∑

i=1

[
Fi +

c∑
j=1

(wj
i )

2hj
i

]
.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ôîðìóëèðóþòñÿ àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííûì âûøå.

�7. Íàõîæäåíèå ñåäëîâûõ òî÷åê

Âñå ïðèâåäåííûå âûøå ìåòîäû î÷åâèäíûì îáðàçîì îáîáùàþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
îòûñêàíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê ôóíêöèé íà íåñâÿçàííûõ ìíîæåñòâàõ. Ïóñòü îòûñêèâàåòñÿ

min
x∈X

max
y∈Y

F (x, y),

X = {x ∈ En : g(x) = 0, h(x) ≤ 0}, Y = {y ∈ Em : G(y) = 0, H(y) ≤ 0},
(7.1)
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ãäå G ∈ Eτ , H ∈ Er. Ââåäåì âåêòîðû P ∈ Eτ , W ∈ Er è îáîçíà÷èì

Φ(x, y, p, w, P, W ) = F (x, y) +
e∑

i=1

pigi(x) +
c∑

i=1

(wi)2hi(x)−
τ∑

i=1

P iGi(y)−
r∑

i=1

(W i)2H i.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ðåçóëüòàòàì [20, 21].
Ëåììà 6. Åñëè z̄ = (x̄, ȳ, p̄, w̄, P̄ , W̄ ) � ñåäëîâàÿ òî÷êà â çàäà÷å

max
y∈Em

max
p∈Ee

max
w∈Ec

min
x∈En

min
P∈Eτ

min
W∈Er

Φ(x, y, p, w, P, W ), (7.2)

òîãäà (x̄, ȳ) � ñåäëîâàÿ òî÷êà â çàäà÷å (7.1).
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.2) ïðèìåíèì, íàïðèìåð, ïðîñòåéøèé èç ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ

(5.3); ïîëó÷èì

ẋ = −Φx, ṗ = Φp, ẇ = Φw, ẏ = Φy, Ṗ = −ΦP , Ẇ = −ΦW . (7.3)

Òå òî÷êè z∗, â êîòîðûõ ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (7.3) îáðàùàþòñÿ â íóëü, áóäåì íàçûâàòü
ñòàöèîíàðíûìè.

Òåîpåìà 10. Ïóñòü â ñòàöèîíàðíîé äîïóñòèìîé òî÷êå z∗ ìàòðèöû Φxx(z∗) è
−Φyy(z∗) ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå, îãðàíè÷åíèÿ g, h è G, H óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì ðåãóëÿðíîñòè, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñòðîãîé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè. Òîãäà ìå-
òîä (7.3) ëîêàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z∗.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê è â òåîðåìå 9. Àíàëîãè÷íî îáîáùàþòñÿ è âñå
îñòàëüíûå ìåòîäû.

Ïpèëîæåíèå
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = f(x, t), x(t0) = x0, (Ï.1)
ãäå f(x, t) ∈ C10

xt (E
n × J), J = {t0 ≤ t < ∞}. Èññëåäóåòñÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé x(x0, t)

ñèñòåìû (Ï.1) ê êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó X∗.
Òåîpåìà Ò.1. Ïóñòü ðåøåíèÿ (Ï.1) ïðîäîëæèìû ïðè t →∞; ñóùåñòâóåò ñêàëÿðíàÿ

ôóíêöèÿ v(x) ∈ C1
x(En) òàêàÿ, ÷òî v(x) = 0, åñëè x ∈ X∗, v(x) > 0, åñëè x /∈ X∗;

ïðîèçâîäíàÿ v̇(x) â ñèëó ñèñòåìû (Ï.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñó-
ùåñòâóåò t(δ) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ t ≥ t(δ) âûïîëíåíû óñëîâèÿ

p(t) = sup
x∈En\Xδ∗

v̇(x) ≤ 0, lim
t→∞

t∫

t(δ)

p(t)dt = −∞, Xδ
∗ = {x : ρ(x,X∗) < δ}.

Òîãäà êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ðåøåíèÿ (Ï.1) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X∗ ïðè ëþáûõ
x0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ îáû÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè òåîðèè óñòîé÷èâîñòè.

Çàìå÷àíèå. Â [22, 23] äàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïî íåêîòîðûì èçëîæåííûì
ñõåìàì. Áëèçêèé ê § 1 ïîäõîä èñïîëüçîâàí â [24, 25].
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