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Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå âàðèàíòû áàðüåðíî-íüþòîíîâñêîãî
ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïðÿìî-
äâîéñòâåííûì, è â åãî îñíîâå ëåæèò èäåÿ îòûñêàíèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Íüþòîíà òåõ
òî÷åê â ïðÿìîì è äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîâìåñòíîé
ñèñòåìå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè. Èññëåäóþòñÿ ëîêàëüíûå è íåëîêàëüíûå ñâîéñòâà
ìåòîäà. Äëÿ äèñêðåòíûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ðàçíûå øàãè â
ïðÿìîì è äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñïåöèàëüíûõ ðåãóëèðîâêàõ
øàãîâ ìåòîä ñõîäèòñÿ ñî ñâåðõëèíåéíîé è êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
âàðèàíò ìåòîäà, â êîòîðîì øàãè âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà, è
âûäåëåíà îáëàñòü íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ìåòîä íàõîäèò ðåøåíèå íå áîëåå
÷åì çà äâå èòåðàöèè.

Ââåäåíèå

Ìåòîä Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è çàäà÷ îïòèìèçàöèè [1, 2, 3]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü
ìíîãî÷èñëåííûå âàðèàíòû ìåòîäà, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) (ñì., íàïðèìåð, [4, 5, 6]). Ïîäðîáíûé îáçîð òàêèõ ìåòîäîâ ñîäåð-
æèòñÿ â [7], ïðè÷åì îñîáûé èíòåðåñ ñðåäè íèõ ïðåäñòàâëÿþò ïðÿìî-äâîéñòâåííûå àëãîðèò-
ìû, â êîòîðûõ ìåòîäîì Íüþòîíà ðåøàåòñÿ ïàðàìåòpèçîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, äàþ-
ùèõ â ïðåäåëå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ [8]�[12]. Ýòè
ìåòîäû ïîçâîëÿþò ñî÷åòàòü äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ëîêàëüíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñ ïîëè-
íîìèàëüíîñòüþ àëãîðèòìîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ ïðÿìî-äâîéñòâåííûé
ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé, çàäàþùèõ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè
â çàäà÷å ËÏ, à èìåííî: óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè è óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè
(ñì. [13]).

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâ äëÿ îñâîáîæäåíèÿ îò òðåáîâàíèÿ
íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ [14, 15] è ïðèìåíèòü ìåòîä Íüþòîíà äëÿ îòûñêàíèÿ òî÷åê,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ
93-012-450, 94-01-01379).
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óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì Êóíà�Òàêêåðà, òî ìîæíî ïîëó÷èòü öåëîå ñåìåéñòâî ðàçëè÷-
íûõ ìåòîäîâ. Òàêèå ìåòîäû äëÿ îáùåé çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàññìàòðè-
âàëèñü â [15, 16] è äëÿ çàäà÷è ËÏ � â [17].

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñïåöèàëüíîãî êëàññà ìåòîäîâ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ òàêèì ïîêîìïîíåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê óìíîæå-
íèþ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ
ìåòîä, íà äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, èãðàþùèå ðîëü áàðüåðîâ è íå ïîçâîëÿþùèå òðàåêòîðè-
ÿì ïåðåñåêàòü ãðàíèöû ïîëîæèòåëüíûõ îðòàíòîâ êàê â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå, òàê è
â ïðîñòðàíñòâå äâîéñòâåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Â îòëè÷èå îò [17], çäåñü
îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âûáîðó øàãîâ â ïðÿìîì è äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâàõ,
êîòîðûå, êàê è â [18], ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îòäåëüíî âàðèàíòû
ìåòîäà ñ ìàëûìè øàãàìè, à òàêæå ñ øàãàìè, áëèçêèìè ê åäèíèöå èëè âûáèðàåìûìè èç
ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îñíîâíûå èäåè ìåòîäà

Ïóñòü x = [x1, . . . , xn] è u = [u1, . . . , um] � âåêòîðû èç åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ Rn è Rm

ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ è äâîéñòâåííóþ çàäà÷è ËÏ, çàäàííûå â ñëåäóþùåé
ôîðìå:

min
x∈X

c>x, X = {x ∈ Rn : b− Ax = 0m, x ≥ 0n}, (1.1)

max
u∈U

b>u, U = {u ∈ Rm : v = c− A>u ≥ 0n}. (1.2)

Çäåñü è íèæå A � ìàòðèöà m×n, â êîòîðîé m < n, 0i � íóëåâîé i-ìåðíûé âåêòîð, b ∈ Rm,
c ∈ Rn. Ñèìâîë 0ij áóäåò îáîçíà÷àòü íóëåâóþ ìàòðèöó i× j.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:
Rn

+ = {x ∈ Rn : x ≥ 0n}, Rn
++ = {x ∈ Rn : x > 0n},

int U = {u ∈ Rm : v = ñ− A>u > 0n}, ri X = {x ∈ Rn
++ : Ax = b}.

Âñþäó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí m, ìíîæåñòâà intU è riX íåïóñòû,
çàäà÷à (1.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗, êîòîðîå íå âûðîæäåíî. Òîãäà äâîéñòâåííàÿ
çàäà÷à (1.2) òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗ è îíî íå âûðîæäåíî, âåêòîð x∗ èìååò
m íåíóëåâûõ êîìïîíåíò, âåêòîð v∗ = c − A>u∗ èìååò m íóëåâûõ êîìïîíåíò. Ïðè ýòîì
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè xj

∗v
j
∗ = 0, 1 ≤ j ≤ n, è óñëîâèå ñòðîãîé

äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè, ò.å. èç xj
∗ = 0 ñëåäóåò, ÷òî vj

∗ > 0.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â [16, 17] áûë èñïîëü-

çîâàí ìåòîä Íüþòîíà. Â ðåçóëüòàòå áûëî ïîëó÷åíî öåëîå ñåìåéñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.
Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî îäíîé ÷èñëåííîé ñõåìû, â êîòîðîé èòåðàöèè
ñòðîÿòñÿ ïî ôîðìóëå

W (xk, uk, λk)

[
xk+1 − xk

uk+1 − uk

]
= −

[
αkD(xk)vk

τk(Axk − b)

]
. (1.3)

Çäåñü íèæíèé èíäåêñ k îáîçíà÷àåò íîìåð èòåðàöèè, D(z) � äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, ó
êîòîðîé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íàõîäèòñÿ âåêòîð z, αk, τk, λk � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå
êîýôôèöèåíòû, λk = αk/τk, n-ìåðíûé âåêòîð v èìååò âèä v = v(u) = c − A>u, W �
êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n + m,

W (x, u, λ) =

[
λD(v) −D(x)A>

A 0mm

]
.
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Â òåõ òî÷êàõ, ãäå âåêòîðû xk è vk èìåþò âñå êîìïîíåíòû, íå ðàâíûå íóëþ, ñèñòåìà
(1.3) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

xk+1 = D(xk)[en + τk(ηk − en)], uk+1 = uk + αkµk, (1.4)

ãäå en åñòü n-ìåðíûé âåêòîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû åäèíèöå, âåêòîðû η ∈ Rn,
µ ∈ Rm îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

η(x, u) = D−1(v)A>µ(x, u), µ(x, u) = M−1(x, u)b. (1.5)

Çäåñü M(x, u) = AD(x)D−1(v)A>Ì � ìàòðèöà Ãðàìà.
Èñïîëüçóÿ ñâÿçü v = c−A>u ìåæäó âåêòîðàìè u è v, ìåòîä (1.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â

ïåðåìåííûõ x, v:

xk+1 = D(xk)[en + τk(ηk − en)], vk+1 = D(vk)(en − αkηk). (1.6)

Ââåäåì ìàòðèöó Λ ∈ Rd×n, ãäå d = n−m � äåôåêò ìàòðèöû A. Ñòîëáöû ìàòðèöû Λ>

îáðàçóþò áàçèñ íóëü-ïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû A, ò.å. AΛ> = 0md. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ìíîæåñòâî V = {v ∈ Rn : Λ(v−c) = 0d}. Åñëè v ∈ V , òî âåêòîð v−c ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå
ñòðîê ìàòðèöû A è äëÿ âåêòîðà v ñóùåñòâóåò òàêîé m-ìåðíûé âåêòîð u, ÷òî v = c−A>u.
Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.6) ñëåäóåò Λ(vk+1 − c) = = Λ(vk − c) − αkΛA>µk = Λ(vk − c).
Òàêèì îáðàçîì, åñëè v0 ∈ V , òî vk ∈ V äëÿ âñåõ k è ñîîòíîøåíèÿ (1.4) ýêâèâàëåíòíû (1.6).
Èòåðàöèè ìîæíî ïðîâîäèòü êàê â ïðîñòðàíñòâå x, u, òàê è â ïðîñòðàíñòâå x, v.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü x∗ è v∗ � íåâûðîæäåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ (1.1) è (1.2), òîãäà
ìàòðèöà W (x∗, u∗, λ) íå âûðîæäåíà,

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî íåíóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå
m êîìïîíåíò âåêòîðà x∗. Òîãäà âåêòîðû x∗, v∗ è ìàòðèöû A è W ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

x∗ =

[
xB
∗

xN
∗

]
, v∗ =

[
vB
∗

vN
∗

]
, xB

∗ > 0m, xN
∗ = 0d, vB

∗ = 0m, vN
∗ > 0d, (1.7)

A = [B|N ], W (x∗, u∗, λ) =




0mm 0md −D(xB
∗ )B>

0dm λD(vN
∗ ) 0dm

B N 0mm


 . (1.8)

Çäåñü B ∈ Rm×m, N ∈ Rm×d.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà îäíîðîäíûõ àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå:

D(xB
∗ )B>ū = 0m, λD(vN

∗ )x̄N = 0d, Bx̄B + Nx̄N = 0m,

ãäå x̄B ∈ Rm, x̄N ∈ Rd, ū ∈ Rm. Íî ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê B � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.

Ëåììà 1.2. Äëÿ âñÿêèõ x ∈ Rn
++, u ∈ int U , λ ∈ R1

++ ìàòðèöà W (x, u, λ) íå
âûðîæäåíà.

Ïîñêîëüêó íà ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâàõ ìàòðèöà M(x, u) íå âûðîæäåíà, òî äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû 1.2 ñëåäóåò èç ôîðìóëû Ôðîáåíèóñà äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû:

W−1 =

[
λ−1D−1(v)[In −D(x)A>M−1AD−1(v)] D−1(v)D(x)A>M−1

−M−1AD−1(v) λM−1

]
.
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Çäåñü è íèæå Is � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà s× s.
Îáúåäèíèì âåêòîðû x è u îäíèì ñèìâîëîì, ïîëîæèâ z> = [x>, u>] ∈ Rn+m. Ñîãëàñíî

ëåììå 1.2 ïðàâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé (1.6) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû, åñëè âñå êîìïîíåíòû
âåêòîðîâ x è v(u) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Âåêòîðû z, ó êîòîðûõ z ∈ Rn

++, u ∈ int U , íàçîâåì
âíóòðåííèìè. Òå âàðèàíòû ìåòîäà (1.3), â êîòîðûõ íà âñåõ èòåðàöèÿõ âåêòîð z îñòàåòñÿ
âíóòðåííèì, áóäåì íàçûâàòü ìåòîäàìè âíóòðåííèõ òî÷åê.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñêàëÿð Φk = x>k vk. Èç (1.4), (1.6) ñëåäóåò, ÷òî
Axk+1 − b = (1− τk)(Axk − b), (1.9)

Φk+1 = (1− τk)Φk + (τk − αk)µ
>
k Axk + αkτkµ

>
k (Axk − b). (1.10)

Ïóñòü xk > 0n, vk > 0n. Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü íåîòðèöàòåëüíîñòü âåêòîðîâ
xk+1 è vk+1, øàãè αk, τk äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì en ≥ akηk, en ≥ τ(en− ηk). Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ èìåþò ìåñòî, åñëè

αk ≤ α∗k =
1

[η∗k]+
, 0 < τk ≤ τ ∗k =

1

[1− ηk∗ ]+
, (1.11)

ãäå [α]+ = max[0, α], η∗k è ηk
∗ � ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ êîìïîíåíòû

âåêòîðà ηk. Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî α∗k = +∞, åñëè η∗k ≤ 0, è ÷òî τ ∗k = +∞, åñëè ηk
∗ ≥ 1.

×èñëà τ ∗k è α∗k îïðåäåëÿþò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå øàãè ïî ïðÿìûì è äâîéñòâåííûì
ïåðåìåííûì âäîëü íüþòîíîâñêîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå íåîòðèöàòåëüíîñòü âñåõ
êîìïîíåíò âåêòîðîâ x è v íà k-é èòåðàöèè.

Ëåììà 1.3. Ïóñòü xk > 0n, vk > 0n, vk ∈ V è b 6= 0m, òîãäà η∗k > 0. Åñëè, êðîìå
òîãî, xk ∈ X, ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî è âåêòîð c íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
ñòðîê ìàòðèöû A, òî ηk

∗ < 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü η∗k ≤ 0. Òîãäà èç (1.5) ñëåäóåò

A>µk ≤ 0n è ñîãëàñíî (1.4) � (1.6) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
b>uk+1 − b>uk = αkb

>M−1(xk, uk)b > 0, vk+1 > 0n.

Òàêèì îáðàçîì, äâèãàÿñü âäîëü íüþòîíîâà íàïðàâëåíèÿ, ïîëó÷àåì ïðè αk → ∞, ÷òî
âåêòîð vk+1 èìååò âñå íåîòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äâîéñòâåííîé
çàäà÷è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñóùåñòâîâàíèþ îãðàíè÷åííîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (1.2). Ïîýòîìó η∗k > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíûé øàã α∗k îãðàíè÷åí.

Ïóñòü xk ∈ X. Òîãäà, ñîãëàñíî (1.9), òî÷êà xk+1 ∈ X. Åñëè îò ïðîòèâíîãî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ηk

∗ ≥ 1, òî â ñëó÷àå, êîãäà η∗k > 1, äîëæíà ñóùåñòâîâàòü òàêàÿ j-ÿ êîìïîíåíòà
âåêòîðà ηk, ÷òî ηj

k > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (1.4) xj
k+1 → ∞ ïðè τk → ∞. Íî ýòî

íåâîçìîæíî èç-çà îãðàíè÷åííîñòè X. Åñëè ηk
∗ = η∗k = 1, òî α∗k = 1 è ïðè αk = 1 èç (1.6)

ñëåäóåò, ÷òî vk+1 = 0n, c = A>uk, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì ëåììû. Ïîýòîìó ηk
∗ < 1.

Ëåììà äîêàçàíà.
Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ (1.3) è (1.5) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïðàâèëà

âûáîðà øàãîâ αk è τk. Óêàæåì òðè êëàññà ìåòîäîâ, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ ðàçíûìè
ñïîñîáàìè ðåãóëèðîâêè øàãîâ.

1. Øàãè α, τ ôèêñèðîâàíû è äîñòàòî÷íî ìàëû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ (1.3) áëèçîê ê
íåïðåðûâíîìó âàðèàíòó ìåòîäà, êîòîðûé áóäåò ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

2. Øàãè α è τ áëèçêè ê åäèíèöå. Â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä áëèçîê ê ìåòîäó Íüþòîíà.
3. Íà êàæäîé èòåðàöèè øàãè αk è τk âûáèðàþòñÿ èç ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îïòèìè-

çàöèîííûõ çàäà÷. Ýòè âàðèàíòû, ìîæíî íàçûâàòü íàèñêîðåéøèì ñïóñêîì.

Íèæå îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ ìåòîäîâ èç ýòèõ êëàññîâ.
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� 2. Ïåðâûé êëàññ ìåòîäîâ

Â ðàáîòå [17] ìåòîä (1.3) áûë ïîëó÷åí èç íåïðåðûâíîãî âàðèàíòà, â êîòîðîì ðåøåíèå
çàäà÷ (1.1) è (1.2) ñâîäèëîñü ê îòûñêàíèþ ïðåäåëüíûõ òî÷åê (ïðè t → ∞) ðåøåíèé ñëå-
äóþùåé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

λD(v)
dx

dt
−D(x)A>du

dt
= −αD(x)v, (2.1)

A
dx

dt
= −τ(Ax− b). (2.2)

Çäåñü x(t, z0), u(t, z0) � ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.1), (2.2) ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé
z>0 = [x>0 , u>0 ].

Ïóñòü α > 0, τ > 0 è λ = 1, òîãäà ìåòîä (2.1), (2.2) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëîêàëüíîé
ñõîäèìîñòè. Â [17] äîêàçàíà

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü x∗ è u∗ � èçîëèðîâàííûå íåâûðîæäåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ (1.1) è
(1.2). Òîãäà ïàðà [x∗, u∗] ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ
äëÿ ñèñòåìû (2.1), (2.2). Äèñêðåòíûé âàðèàíò ìåòîäà (1.3) ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ïî êðàé-
íåé ìåðå ëèíåéíî ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ λk, αk è τk òàêèõ, ÷òî λk = 1,
0 < αk < 2 è 0 < τk < 2.

Ñèñòåìà (2.1), (2.2) îáëàäàåò n + m ïåðâûìè èíòåãðàëàìè:

Dλ(x(t, z0))v(t, z0) = å−αtDλ(x0)v0, (2.3)

Ax(t, z0)− b = å−τt(Ax0 − b). (2.4)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (2.1), (2.2) êîìïîíåíòû âåêòîðîâ x è v

íå ìåíÿþò çíàê. Ïîýòîìó åñëè x0 > 0n, v0 > 0n è òðàåêòîðèè (2.1), (2.2) îãðàíè÷åíû
è ïðîäîëæèìû ïðè t → ∞, òî â ïðåäåëüíûõ òî÷êàõ x∗, v∗ áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ
îïòèìàëüíîñòè Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (1.1):

Ax∗ = b, x∗ ≥ 0n, v∗ ≥ 0n, D(x∗)v∗ = 0n.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (1.1) è (1.2) ìîæíî ëèáî îòûñêèâàòü ïðåäåëüíûå
òî÷êè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (2.1), (2.2) ëèáî íàõîäèòü ïðåäåëû ðåøåíèÿ
íåëèíåéíîé ñèñòåìû (2.3), (2.4) ïðè t → ∞. Íèæå áóäåì îðèåíòèðîâàòüñÿ íà ïåðâûé
ïîäõîä. Åñëè âñå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ x è v íåíóëåâûå, òî ñèñòåìó (2.1), (2.2) ìîæíî
ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ, è ìû ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó

dx

dt
= τD(x)[η(x, u)− en],

du

dt
= αµ(x, u). (2.5)

Ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2.5) îïðåäåëåíû âî âñåõ òåõ òî÷êàõ, ãäå âåêòîð z>(t, z0) =
= [x>(t, z0), u

>(t, z0)] âíóòðåííèé. Âìåñòå ñ òåì ïðàâûå ÷àñòè íå îïðåäåëåíû â òî÷êå z>∗ =
= [x>∗ , u>∗ ]. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè z(t, z0) ïðèáëèæàåòñÿ ê z∗, îñòàâàÿñü âíóòðåííèì, òî âåêòîð-
ôóíêöèè µ(x(t, z0), u(t, z0)) è η(x(t, z0), u(t, z0)) èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû. Àíàëîãè÷íî
(1.7), (1.8) âåêòîð η ïðåäñòàâèì â âèäå η> = [(ηB)>, (ηN)>], ηB ∈ Rm, ηN ∈ Rd.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü òî÷êè x∗ è u∗ ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè ðåøåíèÿìè ñîîòâåò-
ñòâåííî çàäà÷ (1.1) è (1.2), ïðè÷åì òî÷êà x∗ ïðåäñòàâèìà â âèäå (1.7), (1.8). Òîãäà äëÿ
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ïðîèçâîëüíûõ x > 0 è u ∈ int U èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ

ηB = em −D−1(xB
∗ )δxB + s1(δx), (2.6)

ηN = D−1(vN
∗ )δvN + s2(δz), (2.7)

µ = −δu + s3(δz), (2.8)

ãäå δx = x − x∗, δu = u − u∗, δz> = [δx>, δu>], δv = −A>δu; ‖si(δz)‖ = O(‖δz‖), i =
= 1, 2, 3; ðàçáèåíèå âåêòîðîâ δx è δv íà êîìïîíåíòû δxB, δxN è δvB, δvN ñîîòâåòñòâåííî
îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (1.7), (1.8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì âåêòîðà x∗ ìàòðèöó M(x, u) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

M(x, u) = MB(x, u) + MN(x, u). (2.9)
Çäåñü

MB(x, u) = BD(xB)D−1(vB(u))B>, MN(x, u) = ND(xN)D−1(vN(u))N>. (2.10)

Åñëè MB(x, u) � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî íàðÿäó ñ (2.9) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

M(x, u) = MB(x, u){Im + [MB(x, u)]−1MN(x, u)}.
Ïîýòîìó

M−1 = [Im + (MB)−1ÌN ]−1(ÌB)−1 = [MB(x, u)]−1 + S(x, u), (2.11)
ãäå S = −(ÌB)−1ÌN [Im − (MB)−1MN + . . .](MB)−1.

Íà îñíîâàíèè (2.10) èìååì

[MB(x, u)]−1 = (B>)−1D(vB(u))D−1(xB)B−1. (2.12)

Ïîñêîëüêó â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ðåøåíèé ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ xN
∗ = 0n,

vB
∗ = 0m, vN

∗ > 0d, òî èç (2.11) è (2.12) ñëåäóåò

[M(x∗, u∗)]−1 = [MB(x∗, u∗)]−1 = 0mm.

Èìåþò ìåñòî î÷åâèäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

b = BxB
∗ = BxB −BδxB (2.13)

δvN = −N>δu = N>(B>)−1δvB, ‖S(x, u)‖ = O(‖δz‖). (2.14)
Ïîäñòàâëÿÿ (2.11) è (2.13) â âûðàæåíèÿ (1.5), ïîëó÷àåì

η(x, u) = D−1(v(u))A>M−1(x, u)b = η1(x, u) + s(δz). (2.15)

Çäåñü η1(x, u) = D−1(v(u))A>(MB)−1Â(õB − δxB), ‖s(δz)‖ = O(‖δz‖).
Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.12) è ïåðâûì ðàâåíñòâîì (2.14), òî ïðèõîäèì ê

(2.8) è ê ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

ηB
1 = D−1(vB)B>(B>)−1D(vB)D−1(xB)B−1B(xB − δxB) =

= D−1(xB)(xB − δxB) = em −D−1(xB
∗ )δxB

∗ + θB(δz),

ηN
1 = D−1(vN)N>(B>)−1D(vB)D−1(xB)B−1B(xB − δxB) =

= D−1(xN)N>(B>)−1vB + θN(δz) = D−1(vN)N>(B>)δvB + θN(δz) =

= D−1(vN
∗ )δvN + θN

1 (δz),
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ãäå ‖θB(δz)‖ = o(‖δz‖), ‖θN
1 (δz)‖ = o(‖δz‖). Òàê êàê vB

∗ = 0, òî îòñþäà è èç (2.15)
çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (2.6), (2.7). Ëåììà äîêàçàíà.

Óòâåðæäåíèå ëåììû îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó âåêòîð η(x, u) ÷àñòî íàçûâàþò èíäèêàòîðíûì
(ñì., íàïðèìåð, [19]). Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà η(x∗, u∗) ñîñòîÿò èç íóëåé è åäèíèö, ïðè÷åì
áàçèñíûì êîìïîíåíòàì âåêòîðà x∗ ñîîòâåòñòâóþò åäèíè÷íûå êîìïîíåíòû âåêòîðà η(x∗, u∗).
Íóëåâûì êîìïîíåíòàì âåêòîðà x∗ ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûå êîìïîíåíòû η(x∗, u∗).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà F (x, u) è ëåáåãîâî ìíîæåñòâî Ω0 ïî ôîð-
ìóëàì

F (x, u) = ‖Dλ(x)(c− A>u)‖+ ‖Ax− b‖,
Ω0 = {[x, u] : F (x, u) ≤ F (x0, u0), x ≥ 0n, v ≥ 0n, b>u0 ≤ b>u}.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü [x∗, u∗] � ïàðà íåâûðîæäåííûõ ðåøåíèé çàäà÷(1.1) è (1.2).
Ïóñòü, êðîìå òîãî, ëåáåãîâî ìíîæåñòâî Ω0 îãðàíè÷åíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âíóòðåííåãî
âåêòîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé z0 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ìàòðèöà M(x(t, z0), u(t, z0)) íå âûðîæäåíà ïðè ëþáûõ t ≥ 0,

2) z(t, z0) ∈ Ω0 è v(t, z0) ∈ V ïpè âñåõ t ≥ 0,

3) öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è b>u ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà òðàåêòîðèÿõ
ñèñòåìû (2.5),

4) ïàðà ðåøåíèé [x(t, z0), u(t, z0)] ñèñòåìû (2.5) îãðàíè÷åíà, ïðîäîëæèìà è ñõîäèòñÿ ê
ïàðå [x∗, u∗] ïðè t →∞.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ñâîéñòâ ìåòîäà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð, â êîòîðîì n = 2,
m = 1, A = [1, 1], b = 1, c> = [−2, 1]. Î÷åâèäíî, ÷òî x>∗ = [1, 0], u∗ = −2, v>∗ = [0, 3],
f∗ = c>x∗ = −2.

Íà ôèã. 1 ïîêàçàíû ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2.1), (2.2) â ïëîñêîñòè x1, x2.
Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âåêòîðà äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ âçÿò u0 = −3. Ïðè ýòîì v0 =
= [1, 4]. Âñå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ èç òî÷åê, èìåþùèõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå êîìïî-
íåíòû, ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå x∗. Øòðèõîâîé ëèíèåé îáîçíà÷åí ëó÷ x1v1

0 + x2v2
0 = 0, x1 ≥ 0,

x2 ≤ 0, ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæåñòâó òî÷åê, ãäå ìàòðèöà M(x, u0) âûðîæäåíà. Â ïðîöåññå
èòåðàöèé x è v èçìåíÿþòñÿ è ýòîò ëó÷ âðàùàåòñÿ, ïðèáëèæàÿñü ê âåðòèêàëüíîé îñè ïðè
t →∞. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ñõîäèìîñòü ê x∗ èìååò ìåñòî ïðè ëþáûõ x0, ëåæàùèõ âûøå
ýòîãî ëó÷à.

Íà ôèã. 2 ïîêàçàí ôàçîâûé ïîðòðåò â ñëó÷àå, êîãäà u0 = 2 è v0 = [−4,−1]. Âñå
òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ èç R2

++, ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå x∗ = [0, 1], ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è ïîèñêà ìàêñèìóìà ôóíêöèè c>x íà X. Òî÷êà x∗ â ýòîì ñëó÷àå íåóñòîé÷èâà, à òî÷êà
x∗ ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì.

Èíòåãðèðóÿ ñèñòåìó (2.1), (2.2) ïî ñõåìå Ýéëåðà, ïðèõîäèì ê ìåòîäó (1.4). Èòåðàòèâ-
íûé ïðîöåññ (1.4) áóäåò áëèçîê ê ïðîöåññó, îïèñûâàåìîìó ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (2.1), (2.2), åñëè øàãè αk, τk äîñòàòî÷íî ìàëû. Ñâîéñòâà ýòîãî âàðèàíòà ìåòîäîâ
áûëè èññëåäîâàíû Ã.Â. Ñìèðíîâûì; â ÷àñòíîñòè, îí ïîêàçàë ïîëèíîìèàëüíîñòü äèñêðåò-
íîãî âàðèàíòà ìåòîäà ïðè ìàëûõ αk è τk. Âìåñòå ñ òåì î÷åâèäíî, ÷òî ìåòîä (1.4) áîëåå
ýôôåêòèâåí, åñëè øàãè αk è τk áåðóòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè. Àíàëèç ýòèõ âàðèàíòîâ
ìåòîäà ïðîâåäåí íèæå.
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Ôèã. 2

� 3. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ìåòîäà

Èç ôîðìóë (1.5) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð D(x)η ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé AD(x)η = b. Åñëè x = x∗, òî ó âåêòîðà η êîìïîíåíòû,
ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñíûì êîìïîíåíòàì âåêòîðà x∗, áóäóò ðàâíû åäèíèöå, à êîìïîíåíòû,
ñîîòâåòñòâóþùèå íåáàçèñíûì êîìïîíåíòàì, áóäóò ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó η∗ = 0, η∗ = 1
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α∗ = τ ∗ = 1. Òàêèì îáðàçîì, â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå øàãè,
ãàðàíòèðóþùèå íåîòðèöàòåëüíîñòü x è v, áëèçêè ê åäèíèöå. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé
âàðèàíò âûáîðà αk, τk. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

αk = (1− %k)α
∗
k, τk = (1− %k)τ

∗
k , (3.1)

ãäå 0 < %k < 1. Óêàæåì òðè ïðàâèëà âûáîðà %k:

0 < %k < 1, lim
k→∞

%k = 0, (3.2)

%k = max [κΦk, 1− δ], 0 < κ, 0 < δ < 1, (3.3)

% + k =
κΦk

1 + κΦk

, κ > 0. (3.4)

Ïðè âñåõ ýòèõ ñïîñîáàõ ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî 0 < 1 − %k < 1. Ïîýòîìó åñëè xk > 0n,
vk > 0n, òî íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè ýòè âåêòîðû òàêæå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû 2.1 è íà êàæäîé èòåðàöèè
øàãè αk è τk âûáèðàþòñÿ ñîãëàñíî (3.1) � (3.4). Òîãäà ìåòîä (1.4) ëîêàëüíî ïî ìåíüøåé
ìåðå ñâåðõëèíåéíî ñõîäèòñÿ ê [x∗, u∗], ò.å.

lim
k→∞

|xk+1 − x∗|
|xk − x∗| = 0, lim

k→∞
|uj

k+1 − uj
∗|

|uj
k − uj

∗|
= 0, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m. (3.5)

lim
k→∞

α∗k = lim
k→∞

τ ∗k = 1, lim
k→∞

µk = 0m, lim
k→∞

η∗k = 1, lim
k→∞

ηk
∗ = 0. (3.6)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåãóëèðîâîê (3.3) èëè (3.4) èìååò ìåñòî êâàäðàòè÷íàÿ ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ∆xk = xk − x∗, ∆vk = vk − v∗, ∆uk = uk − u∗, ∆zk =
= [∆xk, ∆uk]. Òîãäà ìåòîä (1.4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∆xk+1 = [In − τkD(en − ηk)]∆xk − τkD(x∗)(en − ηk), (3.7)
∆vk+1 = [In − αkD(ηk)]∆vk − αD(v∗)ηk, (3.8)
∆uk+1 = ∆uk + αkµk. (3.9)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà âåêòîðîâ [xk, uk] áëèçêà ê [x∗, u∗] è íîðìà âåêòîðà ∆zk ÿâëÿåòñÿ
ìàëîé âåëè÷èíîé ïîðÿäêà ε. Ïðåäïîëîæèì òàêæå äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî áàçèñ â òî÷êå
x∗ îáðàçóþò ïåðâûå m ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, ò.å. èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (1.7), (1.8).
Èç (2.6) è (2.7) òîãäà ñëåäóåò, ÷òî

ηB
k = em −D−1(xB

∗ )∆xB
k + s1(∆zk), (3.10)

ηN
k = D−1(vN

∗ )∆vN
k + s2(∆zk), (3.11)

µk = −∆uk + s3(∆zk), (3.12)

ãäå ||si(∆zk)|| = O(ε2), i = 1, 2, 3.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ïðàâûå ÷àñòè (3.7) � (3.9), ïîëó÷àåì

∆xk+1 = (1− τk)∆xk + θ1(∆zk), (3.13)
∆vk+1 = (1− αk)∆vk + θ2(∆zk), (3.14)
∆uk+1 = (1− αk)∆uk + θ3(∆zk). (3.15)
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Çäåñü ||θi(∆zk)|| = O(ε2), i = 1, 2, 3; αk è τk îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé (3.1). Èìååì ïðè
ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

1

α∗k
= η∗k = 2− min

1≤i≤m

[
xi

k

xi∗

]
+ O(ε)2,

1

τ ∗k
= ηk

∗ = 2− min
1≤i≤n

[
vi

k

vi∗

]
+ O(ε)2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
α∗k = 1 + O(ε), τ ∗k = 1 + O(ε). (3.16)

Ýòè ôîðìóëû è (3.1) ïîäñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü (3.13) � (3.15), ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷èì

∆xk+1 = %k∆xk + θ̃1(∆zk), ∆uk+1 = %k∆uk + θ̃2(∆zk),

ãäå ‖θ̃i(∆zk)‖ = O(ε2), i = 1, 2. Ñ ó÷åòîì (3.2) ïðèõîäèì ê (3.5). Ðàâåíñòâà (3.6) ñëåäóþò
èç (3.10) � (3.12) è (3.16).

Åñëè èìååò ìåñòî ðåãóëèðîâêà (3.3) èëè (3.4), òî âáëèçè ðåøåíèÿ

%k = γ

(
m∑

i=1

xi
∗∆vi

k +
n∑

i=m+1

vi
∗∆xi

k

)
+ O(ε2).

Îòñþäà è èç (3.13) � (3.15) çàêëþ÷àåì, ÷òî ‖∆zk+1‖ = O(ε2), ò.å. èìååò ìåñòî êâàäðàòè÷íàÿ
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âàæíûì ñâîéñòâîì ìåòîäà (1.4), ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðåøàòü
çàäà÷è (1.1) è (1.2) çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Ðàññìîòðèì ýòî ñâîéñòâî. Ââåäåì èíäåêñíûå
ìíîæåñòâà, çàâèñÿùèå îò âåêòîðîâ x è v:

σ(x) = {1 ≤ i ≤ n : õi = 0}, σ(v) = {1 ≤ i ≤ n : vi = 0}.

Åñëè âñå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ x è v íå ðàâíû íóëþ, òî σ(x) = ∅, σ(v) = ∅.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tk ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ïàð [x0, u0] òàêèõ, ÷òî àëãîðèòì (1.3) ïðè

τk = αk = 1 äàåò ðåøåíèå îáåèõ çàäà÷ (1.1) è (1.2) çà k èòåðàöèé. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Ω1 = {[x, u] : x = x∗, σ(x) ∩ σ(v) = ∅},
Ω2 = {[x, u] : u = u∗, σ(x) ∩ σ(v) = ∅},
Ω3 = {[x, u] : σ(x) = σ(x∗), σ(x) ∩ σ(v) = ∅}.

Òåîðåìà 3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷è (1.1) è (1.2) èìåþò íåâûðîæäåííûå ðåøåíèÿ
x∗ è u∗. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî â ìåòîäå (1.3) ïàðàìåòðû âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: λk = τk = αk = 1; òîãäà Ω1 ⊆ T1, Ω2 ⊆ T1, Ω3 ⊆ T2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìåòîä (1.3) ïðè λk = τk = αk = 1 óïðîùàåòñÿ è èìååò âèä

D(vk)xk+1 −D(xk)A
>uk+1 = −D(xk)A

>uk, Axk+1 = b.

Ïîýòîìó åñëè ïàðà [x0, u0] ∈ T1, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

D(v0)x∗ = D(x0)A
>(u∗ − u0). (3.17)
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïàðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé [x0, u0] èç Ω1 èëè Ω2 óäîâëåòâî-
ðÿåò (3.17).

Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå � î òîì, ÷òî Ω3 ⊆ T2. Ïóñòü äëÿ òî÷êè x0 èìååò
ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå, àíàëîãè÷íîå (1.7), (1.8), ò.å. xB

0 6= 0m, xN
0 = 0d, òîãäà

D(vB
0 )xB

1 −D(xB
0 )B>u1 = −D(xB

0 )B>u0, D(vN
0 )xN

1 = 0d, BxB
1 + NxN

1 = b.

Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà vB
0 íå ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó

xN
1 = 0d, xB

1 = B−1b = xB
∗ , u1 = u0 + (B>)−1D−1(xB

0 )D(vB
0 )xB

∗ .

Òàêèì îáðàçîì, çà îäèí øàã ïîëó÷àåì òî÷íûé âåêòîð x = x∗.
Ïîëàãàÿ k = 1, íàõîäèì

D(vB
1 )xB

2 −D(xB
1 )B>u2 = −D(xB

1 )B>u1, D(vN
1 )xN

2 = 0d, BxB
2 + NxN

2 = b.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû î÷åâèäíî:

xB
2 = xB

∗ , xN
2 = 0d, u2 = (B>)−1cB, vB

2 = 0m,

vN
2 = cN −N>(B>)−1cB = vN

∗ > 0d,

ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå îáåèõ çàäà÷. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èìååò ãëîáàëüíûé õàðàêòåð. Åñëè, íàïðèìåð, [x0, u0] ∈ Ω2, òî

âåêòîð x0 ìîæåò èìåòü äàæå îòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû.

� 4. Ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè ñ íàèñêîðåéøèì ñïóñêîì

Ïðàâèëà ðåãóëèðîâàíèÿ øàãîâ αk è τk âî âíóòðåííåé òî÷êå z>k = [x>k , v>k ] áóäåì îïðåäå-
ëÿòü èç ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. ×òîáû òî÷êà z>k+1 áûëà âíóòðåííåé, ïîòðåáóåì
âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

0 ≤ αk ≤ ωα∗k = ᾱk, 0 ≤ τk ≤ ωτ ∗k = τ̄k, (4.1)

ãäå 0 < ω < 1. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî α∗k è τ ∗k êîíå÷íû. Èç (4.1) è (1.11) ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî

1

ᾱk

+
1

τ̄k

≥ 1

ω
. (4.2)

Øàãè αk è τk ïðè óñëîâèè (4.1) öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ïî âîçìîæíîñòè
ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó Φk+1 è íîðìó íåâÿçêè ‖Axk+1− b‖, îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëàì
(1.10), (1.9). Îïóñêàÿ äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè èíäåêñ k è ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ L = µ>Ax,
M = µ>b, N = ||Ax− b||, ïðèõîäèì ê äâóì êðèòåðèÿì:

ϕ(α, τ) = Φ− Lα + (L− Φ)τ + (L−M)ατ, ϕ2(τ) = N |1− τ |.
Îáúåäèíèì îáà êðèòåðèÿ â îäèí, èñïîëüçóÿ èõ ëèíåéíóþ ñâåðòêó. Ïîëó÷èì âñïîìîãàòåëü-
íóþ çàäà÷ó: íàéòè

ϕ0(ᾱ, τ̄) = min
0≤α≤ᾱ, 0≤τ≤τ̄

ϕ(α, τ), (4.3)

ϕ(α, τ) = ϕ1(α, τ) + ϕ2(τ). (4.4)
Ðåøåíèå çàäà÷è (4.3) îáîçíà÷èì α0, τ 0. Ñ÷èòàåì, ÷òî b 6= 0m, ïîýòîìó M > 0. Êðîìå òîãî,
áóäåì ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå, ÷òî íà ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå ϕ1(α, τ) > 0.
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Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ϕ(α, τ) êóñî÷íî-áèëèíåéíà. Ïîýòîìó ñðåäè ýêñòðåìàëüíûõ
òî÷åê õîòÿ áû îäíà áóäåò âåðøèíîé îäíîãî èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îáëàñòÿìè
åå áèëèíåéíîñòè.

Â ñëó÷àå τ̄ < 1 ôóíêöèÿ ϕ(α, τ) áèëèíåéíà è âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

ϕ(α, τ) = Φ + N − Lα + (L− Φ−N)τ + (L−M)ατ, (4.5)
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Ôèã. 3 Ôèã. 4

îáëàñòüþ åå îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê pqrs (ôèã. 3). Çàïèøåì çíà÷åíèÿ ϕ(α, τ)
â åãî âåðøèíàõ:

ϕp = Φ + N, ϕq = (Φ + N)(1− τ̄) + Lτ̄ , (4.6)
ϕr = (Φ + N)(1− τ̄) + L(τ̄ − ᾱ) + (L−M)ᾱτ̄ , ϕs = Φ + N − Lᾱ. (4.7)

Â òî÷êå p íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ min ϕ, òàê êàê ïðè L > 0 âåðíî ϕs < ϕp, à åñëè L ≤ 0,
òî ϕq < ϕp. Âèä ðåøåíèÿ çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ϕ íà îòðåçêàõ qr è rs. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî

∂ϕ(α, τ̄)

∂α
= −L(1− τ̄)−Mτ̄,

∂ϕ(ᾱ, τ)

∂τ
= −(Φ + N + Mᾱ) + L(1 + ᾱ),

íàõîäèì ðåøåíèå çàäà÷è. Îíî îòðàæåíî â òàáë. 1, çíà÷åíèÿ ϕ0(ᾱ, τ̄) îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì (4.6), (4.7).

Òàáëèöà 1

(∂ϕ)/(∂α)|τ=τ̄ > 0 (∂ϕ)/(∂α)|τ=τ̄ = 0 (∂ϕ)/(∂α)|τ=τ̄ < 0

(∂ϕ)/(∂τ)|α=ᾱ < 0 òî÷êà q îòðåçîê qr òî÷êà r

(∂ϕ)/(∂τ)|α=ᾱ = 0

(∂ϕ)/(∂τ)|α=ᾱ > 0

}
íå ðåàëèçóåòñÿ

{
îòðåçîê rs

òî÷êà s

Â ñëó÷àå τ̄ ≥ 1 ïðè τ ≤ 1 ôóíêöèÿ ϕ(α, τ) èìååò âèä (4.5), à ïðè τ ≥ 1

ϕ(α, τ) = Φ−N − Lα + (L− Φ + N)τ + (L−M)ατ.

Ôóíêöèÿ ϕ(α, τ) êóñî÷íî-áèëèíåéíà. Ïîäîáëàñòÿìè áèëèíåéíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëü-
íèêè pfgs è fqrg (ôèã. 4). Íàéäåì çíà÷åíèÿ ϕ(α, τ) â èõ âåðøèíàõ:

ϕp = Φ + N, ϕf = L, ϕq = (Φ−N)(1− τ̄) + Lτ̄ , (4.8)
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ϕr = (Φ−N + Lᾱ)(τ̄ − 1) + (L−Mᾱ)τ̄ , ϕg = L−Mᾱ, ϕs = Φ + N − Lᾱ, (4.9)
Âåðøèíà p íå ìîæåò áûòü òî÷êîé ìèíèìóìà ϕ(α, τ), òàê êàê, ââèäó ϕ1(α, τ) > 0, äîëæíî
áûòü L > 0 è ïîýòîìó ϕs < ϕp. Ìèíèìóì ϕ(α, τ) íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ è â âåðøèíå f , òàê
êàê ϕg < ϕf . Àíàëèçèðóÿ ïîâåäåíèå ϕ(α, τ) íà ñòîðîíàõ qr è rs, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

(
∂ϕ

∂α

)

τ=τ̄

= L(τ̄ − 1)−Mτ̄,

(
∂ϕ

∂τ

)
α = ᾱ
τ > 1

= L(1 + ᾱ) + N − (Φ + Mᾱ) ≥
(

∂ϕ

∂τ

)
α = ᾱ
τ < 1

=

= L(1 + ᾱ)− (Φ + N + Mᾱ),

ïîëó÷àåì âîçìîæíûå âàðèàíòû ðåøåíèÿ çàäà÷è. Îíè îòðàæåíû â òàáë. 2, çíà÷åíèÿ
ϕ0(ᾱ, τ̄) íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.8), (4.9).

Òàáëèöà 2

(∂ϕ)/(∂α)|τ=τ̄ > 0 (∂ϕ)/(∂α)|τ=τ̄ = 0 (∂ϕ)/(∂α)|τ=τ̄ < 0

(∂ϕ)/(∂τ)|α=ᾱ,τ>1 < 0

∂ϕ

∂τ

∣∣∣∣ α = ᾱ
τ < 1

< 0 =
∂ϕ

∂τ

∣∣∣∣ α = ᾱ
τ > 1

}
òî÷êà q

{ îòðåçîê qr

ëîìàíàÿ qrg

òî÷êà r

îòðåçîê rg

∂ϕ

∂τ

∣∣∣∣ α = ᾱ
τ < 1

= 0 =
∂ϕ

∂τ

∣∣∣∣ α = ᾱ
τ > 1

íå ðåàëèçóåòñÿ íå ðåàëèçóåòñÿ îòðåçîê rs

∂ϕ

∂τ

∣∣∣∣ α = ᾱ
τ < 1

< 0 <
∂ϕ

∂τ

∣∣∣∣ α = ᾱ
τ > 1

arg min {ϕq, ϕg} òî÷êà g òî÷êà g

∂ϕ

∂τ

∣∣∣∣ α = ᾱ
τ < 1

= 0 <
∂ϕ

∂τ

∣∣∣∣ α = ᾱ
τ > 1

arg min {ϕq, ϕsg} îòðåçîê sg îòðåçîê sg

0 < (∂ϕ)/(∂τ)|α=ᾱ,τ<1 arg min {ϕq, ϕs} òî÷êà s òî÷êà s

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñëåäîâàòü ïîëó÷åííûì îïòèìàëüíûì ñòðàòåãèÿì âûáîðà øàãîâ αk

è τk, òî â ëþáîì ñëó÷àå øàã αk ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì 0 ëèáî ᾱ. Øàã τk â ñëó÷àå τ̄ ≥ 1,
ïîìèìî êðàéíèõ çíà÷åíèé 0 è τ̄ , ìîæåò òàêæå ïðèíèìàòü ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå 1.
Ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè (1.4) ñ øàãàìè αk è τk, âûáèðàåìûìè èç ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è (4.4), íàçîâåì ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.

Îöåíèì âåëè÷èíó ϕ0(ᾱ, τ̄) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

||ηk||∞ = max
1≤i≤n

|ηi
k| ≤ C.

Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî (1.11) è (4.1) èìååì

ᾱ ≥ ω

C
, τ̄ ≥ ω

1 + C
. (4.10)
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Íàéäåì
ψ∗ = sup

ᾱ≥ω/C, τ̄≥ω/(1+C)

ϕ0(ᾱ, τ̄).

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ϕ0(ᾱ, τ̄) íå äîëæíî ïðåâûøàòü çíà÷åíèå ϕ(α, τ) â ëþáîé èç
äîïóñòèìûõ òî÷åê [α, τ ].

Äëÿ ñëó÷àÿ τ̄ ≥ 1 â êà÷åñòâå òàêèõ òî÷åê âîçüìåì s è f :

ϕ0(ᾱ, τ̄) ≤ min{ϕs, ϕf} ≤ max
L

min{L, Φ + N − ᾱL} =
Φ + N

1 + ᾱ
. (4.11)
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Ôèã. 6

Äëÿ ñëó÷àÿ τ̄ < 1 îáðàòèìñÿ ê òî÷êàì q, r, s. Òàê êàê M > 0, òî ϕr < (Φ + N)(1− τ̄)+
+(τ̄ − ᾱ + ᾱτ̄)L. Ïîýòîìó

ϕ0(ᾱ, τ̄) ≤ min{(Φ + N)(1− τ̄) + Lτ̄ , (Φ + N)(1− τ̄) + (τ̄ − ᾱ + ᾱτ̄)L, Φ + N − ᾱL} (4.12)
≤ (Φ + N)(1− τ̄) + max

L
min{τ̄L, (τ̄ − ᾱ + ᾱτ̄)L, (Φ + N)τ̄ − ᾱL}.

Èç τ̄ ≤ 1 âûòåêàåò, ÷òî τ̄ − ᾱ + ᾱτ̄ ≤ τ̄ . Òàêèì îáðàçîì, åñëè τ̄ − ᾱ + ᾱτ̄ ≥ 0, òî ìàêñèìóì
ïî L íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ (τ̄ − ᾱ + ᾱτ̄)L = (Φ + N)τ̄ − ᾱL è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå L = (Φ+
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+N)/(1+ᾱ), êàê ïîêàçàíî íà ôèã. 5. Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå çíà÷åíèå L â ïðàâóþ ÷àñòü (4.12),
ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî îöåíêà (4.11) ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè. Ñëó÷àþ
τ̄ − ᾱ + ᾱτ̄ < 0 ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèÿ, èçîáðàæåííàÿ íà ôèã. 6. Ìàêñèìóì îïðåäåëÿåòñÿ
èç óñëîâèÿ τ̄L = (τ̄ − ᾱ + ᾱτ̄)L è äîñòèãàåòñÿ â íóëå. Âìåñòî (4.11) âûïîëíÿåòñÿ

ϕ0(ᾱ, τ̄) ≤ (Φ + N)(1− τ̄). (4.13)

Èç (4.1), (4.11) è (4.13) ñëåäóåò, ÷òî

ϕ∗ ≤ ν(Φ + N), ν = max

{
max

ᾱ≥ω/C

1

1 + ᾱ
, max
τ̄≥ω/(1+C)

(1− τ̄)

}
= 1− ω

1 + C
. (4.14)

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íåäîñòèæèìà è íåóëó÷øàåìà. Íåäîñòèæèìîñòü (ϕ0(ᾱ, τ̄) < ϕ∗) âûòå-
êàåò èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé, à íåóëó÷øàåìîñòü âèäíà èç ñëåäóþùåãî ïðèìåðà:
ïîëàãàÿ Φ = N = 1, L = 0, M → 0, ω = 0.8, C = 0.6, α∗ = 1.875, τ ∗ = 0.625 è óáåæäàÿñü,
÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4.2), (4.10), τ̄ < 1, ÷òî îïòèìàëüíà òî÷êà r, ñ ïîìîùüþ (4.6), (4.7)
è (4.14) íàõîäèì ϕ0 = 1− 3M/4, ν(Φ + N) = 1, ò.å. lim

M→0
= ν(Φ + N).

Íà îñíîâàíèè (4.14), èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ϕ∗, ïîëó÷àåì

Φk+1 + ‖Axk+1 − b‖ ≤ ν(Φk + ‖Axk − b‖).
Ýòî íåðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ÷èñëî øàãîâ, äîñòàòî÷íûõ äëÿ ïîïàäàíèÿ òî÷êè

[xk, uk] â íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ (1.1) è (1.2).
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü z0 = [x0, u0] � âíóòðåííÿÿ òî÷êà, è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xk} è {uk}, ïîðîæäàåìûå ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà, òàêîâû, ÷òî ‖ηk‖∞ ≤ C äëÿ
âñåõ k. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ôóíêöèÿ Φ(x, u) = v>(u)x + ‖Ax − b‖ ñòàíîâèòñÿ
ìåíüøå ε íå áîëåå ÷åì çà

K =

⌈
1 + C

ω
ln

Φ(x0, u0)

ε

⌉

èòåðàöèé, ãäå dae � íàèìåíüøåå öåëîå, ïðèáëèæàþùåå ÷èñëî a ñâåðõó.
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Íà ôèã. 7 ïîêàçàíî ðåøåíèå ïðèìåðà èç � 2 ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Ïàðà-
ìåòð ω ïîëàãàëñÿ ðàâíûì 0.9. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ω ê åäèíèöå êîëè÷åñòâî
èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, óìåíüøàëîñü, äîõîäÿ
äëÿ íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê äî äâóõ.
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