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ÍÎÂÛÉ ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÐÀÂÅÍÑÒÂ È ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ

À.È. Ãîëèêîâ, ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÐÀÍ Þ.Ã. Åâòóøåíêî

Ðåøåíèþ ñèñòåì ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Ñîøëåìñÿ
ëèøü íà íåêîòîðûå ïóáëèêàöèè [1, 2, 3]. Îáû÷íî ýòè çàäà÷è ðåøàþòñÿ ïóòåì ðåäóêöèè
ê áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íåâÿçîê èñõîäíîé ñèñòåìû. Ñ êàæäîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé
ñâÿçàíà àëüòåðíàòèâíàÿ ñèñòåìà òàêàÿ, ÷òî ðàçðåøèìà îäíà è òîëüêî îäíà èç ýòèõ ñèñòåì.
Àïðèîðè íåèçâåñòíî, èìååò ëè äàííàÿ ñèñòåìà ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ,
âûÿñíèòü, ðàçðåøèìà ëè çàäàííàÿ ñèñòåìà è, âî-âòîðûõ, åñëè îíà ðàçðåøèìà, òî íàéòè åå
ðåøåíèå.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì íà îñíîâå èñïîëüçîâà-
íèÿ òåîðåì îá àëüòåðíàòèâàõ [3]�[6]. Äëÿ çàäàííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñòðîèòñÿ àëüòåðíà-
òèâíàÿ ñèñòåìà, ðàçìåðíîñòü ïåðåìåííûõ êîòîðîé ðàâíà ÷èñëó ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ â
èñõîäíîé ñèñòåìå (èñêëþ÷àÿ îãðàíè÷åíèÿ íà çíàê ïåðåìåííûõ). Ìåòîä ðåøåíèÿ èñõîäíîé
ðàçðåøèìîé ñèñòåìû ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè àëüòåðíàòèâíîé íåñîâìåñòíîé ñèñ-
òåìû. Ïî ðåçóëüòàòàì ýòîé ìèíèìèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ íîðìàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé
ñèñòåìû (ðåøåíèå ñ ìèíèìàëüíîé åâêëèäîâîé íîðìîé). Îáîñíîâàíèå ìåòîäà ïðîâîäèòñÿ
íà îñíîâå òåîðèè äâîéñòâåííîñòè.

Áëàãîäàðÿ ðàçëè÷èþ ðàçìåðíîñòåé ïåðåìåííûõ àëüòåðíàòèâíûõ ñèñòåì ïåðåõîä îò
èñõîäíîé ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ê ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè àëüòåðíàòèâíîé íåñîâìåñòíîé ñèñ-
òåìû ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà öåëåñîîáðàçíûì. Ýòà ðåäóêöèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê çàäà÷å
ìèíèìèçàöèè ïî ïåðåìåííûì ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè è äàòü âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü íîð-
ìàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû.

Ïóñòü A � ìàòðèöà m× n � çàäàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
.

Çäåñü ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû A11, A12, A21, A22 èìåþò ðàçìåðíîñòè m1 × n1, m1 × n2,
m2 × n1, m2 × n2 ñîòâåòñòâåííî. Ïóñòü âåêòîðû x ∈ Rn, u ∈ Rm, b ∈ Rm èìåþò ðàçáèåíèå
x> = [x>1 , x>2 ], u> = [u>1 , u>2 ], b> = [b>1 , b>2 ], ãäå x1 ∈ Rn1 , x2 ∈ Rn2 , n = n1 + n2, u1 ∈ Rm1 ,
u2 ∈ Rm2 , b1 ∈ Rm1 è b2 ∈ Rm2 , m = m1 + m2. Ââåäåì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ìíîæåñòâà

Πx = {[x1, x2] : x1 ∈ Rn1
+ , x2 ∈ Rn2}, Πu = {[u1, u2] : u1 ∈ Rm1

+ , u2 ∈ Rm2}.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ

A11x1 + A12x2 ≥ b1, A21x1 + A22x2 = b2, x1 ≥ 0n1 . (I)

Îïðåäåëèì ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó ê (I)

A>
11z1 + A>

21z2 ≤ 0n1 , A>
12z1 + A>

22z2 = 0n2 , z1 ≥ 0m1 . (I′)

Ââåäåì àëüòåðíàòèâíóþ ê (I) ñèñòåìó

A>
11u1 + A>

21u2 ≤ 0n1 , A>
12u1 + A>

22u2 = 0n2 , b>1 u1 + b>2 u2 = ρ, u1 ≥ 0m1 . (II)
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Çäåñü ρ > 0 � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îòìåòèì, ÷òî òðåáîâà-
íèå ïîëîæèòåëüíîñòè ρ àâòîìàòè÷åñêè ïðåäïîëàãàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ‖b‖ 6= 0.

Ââåäåì âåêòîð w ∈ Rn+1, ïðåäñòàâèìûé â âèäå w> = [w>
1 , w>

2 , w3], ãäå w1 ∈ Rn1 , w2 ∈
∈ Rn2 , w3 ∈ R1, è âñïîìîãàòåëüíîå ìíîæåñòâî Πw = {[w1, w2, w3] : w1 ∈ Rn1

+ , w2 ∈ Rn2 , w3 ∈
∈ R1}.

Äëÿ ñèñòåìû (II) ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

A11w1 + A12w2 − b1w3 ≥ 0m1 , A21w1 + A22w2 − b2w3 = 0m2 , w1 ≥ 0n1 . (II′)

Ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì (I), (I′), (II) è (II′) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç X, Z,
U è W . Â îòëè÷èå îò (I) è (II) ñèñòåìû (I′) è (II′) âñåãäà èìåþò ðåøåíèÿ, òàê êàê 0m ∈ Z
è 0n+1 ∈ W .

Ëåììà 1. Ñèñòåìû (I) è (II) íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ðàçðåøèìû.
Íèæå èç òåîðåì 2 è 4 áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî âñåãäà èìååò ðåøåíèå îäíà è òîëüêî îäíà

èç ñèñòåì: ëèáî (I), ëèáî (II). Ïîýòîìó ýòè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ àëüòåðíàòèâíûìè. Ñèñòåìà,
àëüòåðíàòèâíàÿ ê (II), ñâîäèòñÿ ê èñõîäíîé ñèñòåìå (I).

×åðåç pen (x,X) îáîçíà÷èì øòðàô â òî÷êå x ∈ Πx çà íàðóøåíèå óñëîâèÿ x ∈ X.
Â êà÷åñòâå øòðàôà áóäåì èñïîëüçîâàòü åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðà íåâÿçîê

pen (x,X) =
[
‖(b1 − A11x1 − A12x2)+‖2 + ‖b2 − A21x1 − A22x2‖2

]1/2
.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì

pen (u, U) =
[
‖(A>

11u1 + A>
21u2)+‖2 + ‖A>

12u1 + A>
22u2‖2 + (ρ− b>1 u1 − b>2 u2)

2
]1/2

. (1)

Çäåñü è íèæå a+ åñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü âåêòîðà a, ò.å. i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà
a+ ñîâïàäàåò ñ i-é êîìïîíåíòîé âåêòîðà a, åñëè îíà íåîòðèöàòåëüíà, è ðàâíà íóëþ â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ÷åòûðå çàäà÷è:

I1 = min
x∈Πx

[pen (x,X)]2/2, (2)

I2 = min
u∈Πu

[pen (u, U)]2/2, (3)

Id
1 = max

z∈Z
{b>z − ‖z‖2/2}, (4)

Id
2 = max

w∈W
{ρw3 − ‖w‖2/2}. (5)

Ìíîæåñòâà Z è W âñåãäà íåïóñòû, òàê êàê ñîäåðæàò íóëåâûå âåêòîðû. Â îòëè÷èå îò
ñèñòåì (I), (II), êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçðåøèìû èëè íåðàçðåøèìû, çàäà÷è (2) � (5) âñåãäà
èìåþò ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì çàäà÷è (4) è (5) âñåãäà èìåþò åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ, òàê êàê
â íèõ äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà Z è W íåïóñòû è ñòðîãî âîãíóòûå êâàäðàòè÷íûå öåëåâûå
ôóíêöèè îãðàíè÷åíû ñâåðõó. Çàäà÷è (2) è (3) ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè ê çàäà÷àì (4) è
(5) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðîåêöèåé òî÷êè x̄ íà íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî X íàçîâåì òî÷êó x∗ ∈ X, áëèæàé-
øóþ ê òî÷êå x̄, ò.å. x∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è min

x∈X
‖x̄−x‖2/2 = ‖x̄−x∗‖2/2. Áóäåì ïèñàòü

x∗ = pr (x̄, X), ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x̄ äî ìíîæåñòâà X îáîçíà÷èì dist (x̄, X) = ‖x∗ − x̄‖.
Òåîðåìà 1. Âñÿêîå ðåøåíèå x∗ çàäà÷è (2) îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z∗> =

= [z∗1
>, z∗2

>] çàäà÷è (4) ïî ôîðìóëàì

z∗1 = (b1 − A11x
∗
1 − A12x

∗
2)+, z∗2 = b2 − A21x

∗
1 − A22x

∗
2 (6)

2



è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

‖z∗‖2 = b>z∗,

z∗⊥Ax∗, z∗⊥(b− z∗),

z∗ = pr (b, Z), ‖z∗‖ = pen (x∗, X), ‖b− z∗‖ = dist (b, Z),

[pen (x∗, X)]2 + [dist (b, Z)]2 = ‖b‖2.

(7)

Ñîîòíîøåíèå (7) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé öåëåâûõ ôóíêöèé ïðÿìîé
(4) è äâîéñòâåííûõ çàäà÷ (2). Ýòî ðàâåíñòâî â ñèëó (6) âûðàæåíî òîëüêî ÷åðåç z∗ �
ðåøåíèå çàäà÷è (4).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü x∗> = [x∗1
>, x∗2

>] � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2), z∗> = [z∗1
>, z∗2

>]
� åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4); òîãäà

1. Åñëè ‖z∗‖ = 0, òî I1 = Id
1 = 0, dist (b, Z) = ‖b‖, ñèñòåìà (I) ðàçðåøèìà, îäíèì èç åå

ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð x∗; ñèñòåìà (II) íåðàçðåøèìà;

2. Åñëè ‖z∗‖ 6= 0, òî I1 = Id
1 > 0, dist (b, Z) < ‖b‖, è ñèñòåìà (I) íåðàçðåøèìà; ñèñòåìà

(II) ðàçðåøèìà, è âåêòîð u∗ = ρz∗/‖z∗‖2 � åå íîðìàëüíîå ðåøåíèå.

Ââåäåì ìàòðèöó Ā = [−A, b] ðàçìåðà m × (n + 1) è âåêòîð r ∈ Rn+1, ïðåäñòàâèìûé â
âèäå r> = [0>n , ρ].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü u∗> = [u∗1
>, u∗2

>] � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3). Òîãäà ðåøåíèå
w∗> = [w∗

1
>, w∗

2
>, w∗

3] çàäà÷è (5) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå u∗ çàäà÷è (3) ïî ôîðìóëàì

w∗
1 = (A>

11u
∗
1 + A>

21u
∗
2)+, w∗

2 = A>
12u

∗
1 + A>

22u
∗
2, w∗

3 = ρ− b>1 u∗1 − b>2 u∗2 (8)

è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

‖w∗‖2 = ρw∗
3;

w∗⊥Ā>u∗, w∗⊥(r − w∗),

w∗ = pr (r,W ), ‖w∗‖ = pen (u∗, U), ‖r − w∗‖ = dist (r,W ),

[pen (u∗, U)]2 + [dist (r,W )]2 = ‖r‖2,

‖w∗‖ ≤ ρ, 0 ≤ w∗
3 ≤ ρ, ‖w∗

1‖2 + ‖w∗
2‖2 ≤ ρ2/4.

(9)

Ñîîòíîøåíèå (9) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé öåëåâûõ ôóíêöèé ïðÿìîé
(5) è äâîéñòâåííîé (3) çàäà÷. Â ñèëó (8) ýòî ðàâåíñòâî âûðàæåíî òîëüêî ÷åðåç w∗ �
ðåøåíèå çàäà÷è (5).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü u∗> = [u∗1
>, u∗2

>] � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3), w∗> = [w∗
1
>,

w∗
2
>, w∗

3] � ðåøåíèå çàäà÷è (5), îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëàì (8); òîãäà

1. Åñëè ‖w∗‖ = 0, òî I2 = Id
2 = 0, ñèñòåìà (II) ðàçðåøèìà, îäíèì èç åå ðåøåíèé

ÿâëÿåòñÿ u∗; ñèñòåìà (I) íåðàçðåøèìà.

2. Åñëè ‖w∗‖ 6= 0, òî w∗
3 > 0, I1 = Id

1 > 0, ñèñòåìà (II) íåðàçðåøèìà; ñèñòåìà (I)
ðàçðåøèìà, è âåêòîð x∗ ñ ñîñòàâëÿþùèìè x∗1 = w∗

1/w
∗
3, x∗2 = w∗

2/w
∗
3 � åå ðåøåíèå ñ

ìèíèìàëüíîé åâêëèäîâîé íîðìîé.

3



Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïðåäñòàâëåíèÿ àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû (II). Êàê ñëå-
äóåò èç ïðèâåäåííûõ òåîðåì, ñèñòåìà, àëüòåðíàòèâíàÿ ê (I), ïîëó÷àåòñÿ èç ñîïðÿæåííîé
ñèñòåìû (I′) ïóòåì äîáàâëåíèÿ óñëîâèÿ, èñêëþ÷àþùåãî âîçìîæíîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû (I′). Íàïðèìåð, ìîæíî ïîòðåáîâàòü äëÿ ðåøåíèé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (I′)
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ b>u > 0 (êàê â àëüòåðíàòèâå Ôàðêàøà), ëèáî óñëîâèÿ b>u = 1
(êàê â àëüòåðíàòèâå Ãåéëà), ëèáî íàëîæèòü íåëèíåéíîå óñëîâèå ‖u‖2 = ρ, ãäå ρ > 0 �
ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ âåëè÷èíà, è ò.ä.

Ïðèìåíèì ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(ËÏ). Ïóñòü ïðÿìàÿ çàäà÷à ËÏ çàäàíà â âèäå

min
x∈X

c>x, X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0n}. (P)

Çäåñü A � ìàòðèöà m × n ðàíãà m, m < n, ν = n −m � äåôåêò ìàòðèöû A, âåêòîðû c,
x ∈ Rn, b ∈ Rm.

Âìåñòî òðàäèöèîííûõ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷
ËÏ âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè èç [7]. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ìàòðèöó K ðàçìåðà ν × n ðàíãà ν
è òàêóþ, ÷òî im K> = ker A, AK> = 0, Rn = im A> ⊕ im K>. Îïðåäåëèì d = Kc ∈ Rnu è
âåêòîð íåâÿçîê v = c− A>u. Ââåäåì äâà àôôèííûõ ìíîæåñòâà

X̄ = {x ∈ Rn : Ax = b}, V̄ = {v ∈ Rn : Kv = d}.
×åðåç x̄ è v̄ îáîçíà÷èì ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå n-ìåðíûå âåêòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿì x̄ ∈ X̄, v̄ ∈ V̄ .

Ñîãëàñíî [7] íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å (P) èìåþò âèä



A 0mn

0νn K
v̄> x̄>




[
x
v

]
=




b
d

x̄>v̄


 , x ≥ 0n, v ≥ 0n. (10)

Åñëè çàäà÷à (P) èìååò ðåøåíèå, òî ñèñòåìà (10) ñîâìåñòíà; ðåøàÿ åå, íàõîäèì ðåøåíèÿ
çàäà÷è (P) è ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

min
v∈V

x̄>v, V = {v ∈ Rn : Kv = d, v ≥ 0n}. (C)

Ñèñòåìà (10) ñîñòîèò èç n+1 óñëîâèé ðàâåíñòâ, 2n íåðàâåíñòâ è ñîäåðæèò 2n íåèçâåñòíûõ.
Àëüòåðíàòèâíàÿ ñèñòåìà èìååò òîëüêî n + 1 íåèçâåñòíûõ è ñîñòîèò èç 2n ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ è îäíîãî ðàâåíñòâà:

[
A> 0nν v̄
0nm K> x̄

] 


p
q
α


 ≤ 02n, b>p + d>q + x̄>v̄α = ρ, (11)

ãäå ρ > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
Òàê êàê ñèñòåìà (10) ñîâìåñòíà, òî àëüòåðíàòèâíàÿ ñèñòåìà (11) íåñîâìåñòíà. Çàäà÷à

(3) â äàííîì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

min
p∈Rm

min
q∈Rν

min
α∈R1

[
‖(A>p + v̄α)+‖2 + ‖(K>q + x̄α)+‖2 + (ρ− b>p− d>q − x̄>v̄α)2

]

2
.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàõîäÿòñÿ îïòèìàëüíûå âåêòîðû p∗, q∗, α∗, ïî êîòîðûì
âû÷èñëÿþòñÿ íåâÿçêè íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû (11)

w∗
x = (A>p∗ + v̄α∗)+, w∗

v = (K>q∗ + x̄α∗)+, w∗
3 = ρ− b>p∗ − d>q∗ − x̄>v̄α∗.

4



Ñîãëàñíî òåîðåìå 4 íîðìàëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì x̃∗ =
= w∗

x/w
∗
3, ṽ∗ = w∗

v/w
∗
3 è îäíîâðåìåííî îíè ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷ (P)

è (C).
Ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ, òàêèì îáðàçîì, ñâåëîñü ê îäíîêðàòíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè

âûïóêëîé äèôôåðåíöèðóåìîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè îò n + 1 ïåðåìåííîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé, êîä ïðîåêòà N 01-01-00804, è ïî ïðîãðàììå ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè
âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë, êîä ïðîåêòà N 00-15-96080.
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