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1 Êîìïîçèöèè àëãîðèòìîâ

Ïðè ðåøåíèè ñëîæíûõ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè, ðåãðåññèè è ïðîãí îçèðîâàíèÿ ÷à-
ñòî âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ. Îäíà çà äðóãîé ïðåäïðèíè ìàþòñÿ ïîïûòêè ïî-
ñòðîèòü àëãîðèòì, âîññòàíàâëèâàþùèé èñêîìóþ çàâèñèìîñòü , îäíàêî êà÷åñòâî âñåõ
ïîñòðîåííûõ àëãîðèòìîâ îñòàâëÿåò æåëàòü ëó÷øåãî. Â òàêèõ ñ ëó÷àÿõ èìååò ñìûñë
îáúåäèíèòü íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ â êîìïîçèöèþ, â íàäåæäå íà òî, ÷òî ïîãðåøíîñòè
ýòèõ àëãîðèòìîâ âçàèìíî ñêîìïåíñèðóþòñÿ.

Ìàññà âîïðîñîâ âîçíèêàåò ïðè ïîñòðîåíèè êîìïîçèöèé. Ïðè êà êèõ óñëîâèÿõ
êà÷åñòâî êîìïîçèöèè îêàæåòñÿ ëó÷øå, ÷åì ó îòäåëüíûõ áàçîâû õ àëãîðèòìîâ? Êàê
íàñòðàèâàòü áàçîâûå àëãîðèòìû, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îíè áóäóò ðàá îòàòü â ñîñòàâå êîìïî-
çèöèè? Âîçìîæíî ëè ïðèñïîñîáèòü äëÿ èõ íàñòðîéêè ñòàíäàðòí ûå ìåòîäû îáó÷åíèÿ?
Êàê îáîéòèñü ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì áàçîâûõ àëãîðèòìîâ? Ýòè è ä ðóãèå âîïðîñû ðàç-
áèðàþòñÿ â äàííîé ãëàâå.

Íàïîìíèì îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì hX; Y; y� ; X ` i , ãäåX � ïðî-

ñòðàíñòâî îáúåêòîâ; Y � ìíîæåñòâî îòâåòîâ; y� : X ! Y � íåèçâåñòíàÿ öåëåâàÿ
çàâèñèìîñòü; X ` = ( x1; : : : ; x` ) � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà; Y ` = ( y1; : : : ; y` ) � âåêòîð îò-
âåòîâ íà îáó÷àþùèõ îáúåêòàõ, yi = y� (x i ). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì a: X ! Y,
àïïðîêñèìèðóþùèé öåëåâóþ çàâèñèìîñòü y� íà âñ¼ì ìíîæåñòâå X .

Ÿ1.1 Ïîíÿòèå àëãîðèòìè÷åñêîé êîìïîçèöèè

Íàèáîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå àëãîðèòìè÷åñêîé êîìïîçèöèè äà ¼òñÿ â àëãåáðàè-
÷åñêîì ïîäõîäå Þ. È. Æóðàâë¼âà [ 6].

Íàðÿäó ñ ìíîæåñòâàìè X è Y ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå ìíîæåñòâî R, íàçûâà-
åìîå ïðîñòðàíñòâîì îöåíîê . Ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû, èìåþùèå âèä ñóïåðïîçè-
öèè a(x) = C(b(x)), ãäå ôóíêöèÿ b: X ! R íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèì îïåðàòî-
ðîì , ôóíêöèÿ C : R ! Y � ðåøàþùèì ïðàâèëîì .

Ìíîãèå àëãîðèòìû êëàññèôèêàöèè èìåþò èìåííî òàêóþ ñòðóêòó ðó: ñíà÷àëà
âû÷èñëÿþòñÿ îöåíêè ïðèíàäëåæíîñòè îáúåêòà êëàññàì, çàòåì ðåøàþùåå ïðàâèëî
ïåðåâîäèò ýòè îöåíêè â íîìåð êëàññà. Çíà÷åíèå îöåíêè, êàê ïð àâèëî, õàðàêòåðèçóåò
ñòåïåíü óâåðåííîñòè êëàññèôèêàöèè. Â îäíèõ àëãîðèòìàõ ýòî âåðîÿòíîñòü ïðèíàä-
ëåæíîñòè îáúåêòà çàäàííîìó êëàññó, â äðóãèõ � ðàññòîÿíèå îò îáúåêòà äî ðàçäåëÿ-
þùåé ïîâåðõíîñòè. Âîçìîæíû è äðóãèå èíòåðïðåòàöèè îöåíîê.

Îïð. 1.1. Àëãîðèòìè÷åñêîé êîìïîçèöèåé , ñîñòàâëåííîé èç àëãîðèòìè÷åñêèõ îïå-
ðàòîðîâ bt : X ! R, t = 1; : : : ; T, êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè F : RT ! R è ðåøàþùåãî
ïðàâèëà C : R ! Y íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì a: X ! Y âèäà

a(x) = C
�
F (b1(x); : : : ; bT (x))

�
; x 2 X: (1.1)

Áàçîâûìè àëãîðèòìàìè áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèè at (x) = C(bt (x)) , à ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì ðåøàþùåì ïðàâèëå C � è ñàìè îïåðàòîðû bt (x).

Çàìåòèì, ÷òî ñóïåðïîçèöèè âèäà F (b1; : : : ; bT ) ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè èç X
â R, òî åñòü, îïÿòü-òàêè, àëãîðèòìè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè.
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1.1.1 Ïðîñòðàíñòâà îöåíîê è ðåøàþùèå ïðàâèëà

Ïðîñòðàíñòâî îöåíîê R ââîäèòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî äîïó-
ñòèìûõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé. Ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü ê îððåêòèðóþùóþ
îïåðàöèþ è êàê îòîáðàæåíèå F : Y T ! Y , òî åñòü êîìáèíèðîâàòü íåïîñðåäñòâåííî
îòâåòû áàçîâûõ àëãîðèòìîâ. Îäíàêî â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè , êîãäà ìíîæåñòâî Y
êîíå÷íî, ÷èñëî ¾ðàçóìíûõ¿ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé òàêîãî âèäà íàñòîëüêî ìàëî,
÷òî âîçìîæíîñòü îïòèìèçàöèè F ïîä êîíêðåòíóþ çàäà÷ó ïðàêòè÷åñêè èñêëþ÷àåò-
ñÿ [6]. Ïîëîæåíèå ìåíÿåòñÿ, åñëè êîìáèíèðîâàòü îòâåòû àëãîðèòì è÷åñêèõ îïåðàòî-
ðîâ. Òîãäà îïåðàöèÿ F ïîëó÷àåò íà âõîäå áîëåå äåòàëüíóþ èíôîðìàöèþ, íå îãðóáë¼í-
íóþ ðåøàþùèì ïðàâèëîì, ÷òî ñïîñîáñòâóåò ïîâûøåíèþ êà÷åñòâ à êëàññèôèêàöèè.

Ïðèìåð 1.1. Â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà â êà÷å-
ñòâå ïðîñòðàíñòâà îöåíîê îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ìíîæåñòâî äå éñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
R = R. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòìè÷åñêèå îïåðàòîðû íàçûâàþò òàêæå âåùåñòâåí-
íîçíà÷íûìè êëàññèôèêàòîðàìè (real-valued classi�ers):

Y = f 0; 1g; C(b) = [ b > 0]; a(x) = [ b(x) > 0]:

Èíîãäà óäîáíåå áðàòü

Y = f� 1; +1g; C(b) = sign(b); a(x) = sign b(x):

Ïðèìåð 1.2. Ðåøàþùèå ïðàâèëà C ìîãóò èìåòü íàñòðàèâàåìûå ïàðàìåòðû. Íà-
ïðèìåð, â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿïîðîãîâîå ðåøàþùåå ïðàâèëî

C(b) = [ b > � ] èëè C(b) = sign(b� � ); � 2 R:

Êàê ïðàâèëî, ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ îïåðàòîð b ïðè � = 0, çàòåì îòäåëüíî ïîäáèðàåòñÿ
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå � .

Ïðèìåð 1.3. Â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè íàM êëàññîâ, Y = f 1; : : : ; M g, ïðîñòðàí-
ñòâîì îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî M -ìåðíûõ äåéñòâèòåëüíûõ âåêòîðîâ, R = RM .
Àëãîðèòìè÷åñêèé îïåðàòîð b(x) âûäà¼ò âåêòîð îöåíîê ïðèíàäëåæíîñòè îáúåêòà x
êàæäîìó èç êëàññîâ, b(x) =

�
b(1) (x); : : : ; b(M )(x)

�
. Ðåøàþùåå ïðàâèëî C îòíîñèò îáú-

åêò ê òîìó êëàññó, äëÿ êîòîðîãî îöåíêà ìàêñèìàëüíà:

C(b) � C(b(1) ; : : : ; b(M )) = arg max
y2 Y

b(y) :

Â ÷àñòíîñòè, èìåííî òàêîé âèä èìåþò áàéåñîâñêèå àëãîðèòìû ê ëàññèôèêàöèè èç ãëà-
âû ?? è ìåòðè÷åñêèå àëãîðèòìû èç ??. Äàëåå áóäåì ÷àñòî îãðàíè÷èâàòüñÿ çàäà÷àìè
êëàññèôèêàöèè íà äâà êëàññà, òàê êàê îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëü íîå ÷èñëî êëàññîâ
ñòðîèòñÿ íåñëîæíî � ïóò¼ì ïåðåõîäà îò ñêàëÿðíûõ îöåíîê ê âåê òîðíûì.

Ïðèìåð 1.4. Â ðàáîòàõ Þ. È. Æóðàâë¼âà ðàññìàòðèâàëèñü äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå
ðåøàþùèå ïðàâèëà äëÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè cM êëàññàìè. Êàê è â ïðèìåðå 1.3,
îáúåêò x îòíîñèòñÿ ê òîìó êëàññó y, äëÿ êîòîðîãî îöåíêà b(y) ìàêñèìàëüíà. Íî åñëè
âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé

b(y) < � 1 + max
z2 Y ny

b(z) ; b(y) < � 2

X

z2 Y ny

b(z) ;
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òî àëãîðèòì îòêàçûâàåòñÿ îò êëàññèôèêàöèè îáúåêòà x. Îòêàç îçíà÷àåò, ÷òî óâå-
ðåííàÿ êëàññèôèêàöèÿ äàííîãî îáúåêòà íåâîçìîæíà. Íåîáõîä èìî ëèáî ïðèâëåêàòü
äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ îá îáúåêòå, ëèáî îáðàùàòüñÿ çà ï îìîùüþ ê ýêñïåðòó.
Åñëè öåíà îøèáêè ñèëüíî âûøå öåíû îòêàçà, òî îïòèìèçàöèÿ ãðà íèöû çîíû îòêàçîâ
ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ � 1 è � 2 ìîæåò ñóùåñòâåííî ñíèçèòü ñðåäíèå ïîòåðè.

Ïðèìåð 1.5. Â çàäà÷àõ ðåãðåññèè ìíîæåñòâîY óæå äîñòàòî÷íî áîãàòî, îáû÷íî
Y = R, ïîýòîìó èñïîëüçîâàòü ðåøàþùåå ïðàâèëî íåò îñîáîãî ñìûñëà . Îáùàÿ ôîð-
ìóëà ( 1.1) îñòà¼òñÿ â ñèëå, åñëè ïîëîæèòüR = Y è C(b) � b.

1.1.2 Êîððåêòèðóþùèå îïåðàöèè

Ïîêà ìû òîëüêî ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå âèäû êîððåêòèðóþùèõ îïå ðàöèé. Ìåòî-
äû èõ íàñòðîéêè áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.

Ïðîñòîå ãîëîñîâàíèå. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ
ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå:

b(x) = F
�
b1(x); : : : ; bT (x)

�
=

1
T

TX

t=1

bt (x); x 2 X: (1.2)

Â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè òàêàÿ êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòûì ãîëîñîâàíèåì (simple voting) èëè ãîëîñîâàíèåì ïî áîëüøèíñòâó (majority
voting). Åñëè Y = f� 1; +1g è îïåðàòîðû bt ïðèíèìàþò òîëüêî äâà âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèÿ � 1 è +1, òî îáúåêò x áóäåò îòíîñèòüñÿ ê òîìó êëàññó, ê êîòîðîìó åãî îòíîñèò
áîëüøèíñòâî áàçîâûõ àëãîðèòìîâ.

Âçâåøåííîå ãîëîñîâàíèå. Êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ F ìîæåò èìåòü ñâîáîäíûå
ïàðàìåòðû, êîòîðûå íåîáõîäèìî íàñòðàèâàòü ïî îáó÷àþùåé âû áîðêå íàðÿäó ñ ïàðà-
ìåòðàìè áàçîâûõ àëãîðèòìîâ. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííîå ñðåäíåå, íàçûâàåìîå
òàêæåëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áàçîâûõ àëãîðèòìîâ:

b(x) = F
�
b1(x); : : : ; bT (x)

�
=

TX

t=1

� tbt (x); x 2 X; � t 2 R: (1.3)

Åñëè ïàðàìåòðû � t íåîòðèöàòåëüíû è íîðìèðîâàíû,
P T

t=1 � t = 1, òî êîì-
ïîçèöèþ ( 1.3) íàçûâàþò âûïóêëîé êîìáèíàöèåé áàçîâûõ àëãîðèòìîâ. Â âûïóê-
ëûõ êîìáèíàöèÿõ ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå b(x) íå âûéäåò çà ãðàíèöû îòðåçêà�
min

t
bt (x); max

t
bt (x)

�
äëÿ ëþáîãî x 2 X . Ïðè ýòîì âåñà � t âûðàæàþò ñòåïåíü äîâå-

ðèÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì áàçîâûì àëãîðèòìàì.
Â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ (1.3) íàçûâàåòñÿ âçâåøåí-

íûì ãîëîñîâàíèåì (weighted voting).

Ãîëîñîâàíèå ïî ñòàðøèíñòâó. Ïîëîæèì R = f 0; 1g. Ãîëîñîâàíèåì ïî ñòàðøèí-
ñòâó (seniority voting) íàçûâàåòñÿ êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ F : RT ! Y , âû÷èñëÿ-
åìàÿ ñîãëàñíî Àëãîðèòìó 1.1. Åñëèb1(x) = 1 , òî îáúåêò x îòíîñèòñÿ ê êëàññó c1, èíà÷å
ïðàâî ãîëîñà ïåðåäà¼òñÿ ñëåäóþùåìó ïî ñòàðøèíñòâó àëãîðèò ìó b2. Åñëè b2(x) = 1 ,
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Àëãîðèòì 1.1. Êëàññèôèêàöèÿ îáúåêòàx 2 X êîìèòåòîì ñòàðøèíñòâà

1: äëÿ âñåõ t = 1; : : : ; T
2: åñëè bt (x) = 1 òî âåðíóòü ct ;
3: âåðíóòü c0.

òî îáúåêò x îòíîñèòñÿ ê êëàññó c2, è òàê äàëåå. Ïåðåäà÷à ïðàâà ãîëîñà ïðîäîëæàåòñÿ
äî òåõ ïîð, ïîêà îäèí èç áàçîâûõ àëãîðèòìîâ íå ïðèìåò ðåøåíèÿ . Åñëè æå âñåT àëãî-
ðèòìîâ âîçâðàùàþò íóëåâîå çíà÷åíèå, âûäà¼òñÿ îòâåò c0, îçíà÷àþùèé îòêàç îò êëàñ-
ñèôèêàöèè äàííîãî îáúåêòà. Ðåøàþùåå ïðàâèëî C â äàííîì ñëó÷àå íå èñïîëüçóåòñÿ,
ôîðìàëüíî ìîæíî ïîëîæèòü C(y) � y.

Äàííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êîìïîçèöèé ââîäèëñÿ ìíîãîêðàòíî ïîä ðàçíûìè íà-
çâàíèÿìè: êîìèòåò ñ ëîãèêîé ñòàðøèíñòâà [ 32], ðåøàþùèé ñïèñîê ïðàâèë [ 36], ìàøè-
íà ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ [ 31]. Ïîñëåäíåå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè bt (x) = 1
ãîâîðÿò ¾ïðàâèëî bt ïîêðûâàåò (èëè âûäåëÿåò) îáúåêò x¿.

Ñìåñü àëãîðèòìîâ. Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñâÿçàíî ñ ïðåä-
ïîëîæåíèåì, ÷òî âåñà áàçîâûõ àëãîðèòìîâ íå ïîñòîÿííû è çàâè ñÿò îò ïîëîæåíèÿ
îáúåêòà x â ïðîñòðàíñòâå X .

Êâàçèëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ bt (x) ñ ôóíêöèÿìè êîìïå-
òåíòíîñòè gt (x), t = 1; : : : ; T, åñòü îòîáðàæåíèå F : R2T ! R ñëåäóþùåãî âèäà:

b(x) = F
�
b1(x); g1(x); : : : ; bT (x); gT (x)

�
=

TX

t=1

gt (x)bt (x): (1.4)

Îáû÷íî ê ôóíêöèÿì êîìïåòåíòíîñòè ïðåäúÿâëÿþòñÿ òðåáîâàíè ÿ íåîòðèöàòåëü-
íîñòè è íîðìèðîâàííîñòè: äëÿ ëþáîãî x 2 X

gt (x) > 0;

g1(x) + � � � + gT (x) = 1;

Â ýòîì ñëó÷àå ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå gt (x), òåì ñ á�îëüøèì âåñîì ó÷èòûâàåòñÿ îòâåò
àëãîðèòìà bt (x) íà îáúåêòå x.

Åñëè ôóíêöèÿ gt (x) ïðèíèìàåò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ f 0; 1g, òî ìíîæåñòâî âñåõ
x 2 X , äëÿ êîòîðûõ gt (x) = 1 , íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ êîìïåòåíòíîñòè áàçîâîãî àë-
ãîðèòìà bt (x). Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ gt (x) îïèñûâàåò îáëàñòü êîìïåòåíòíîñòè êàê
íå÷¼òêîå ìíîæåñòâî, è çíà÷åíèå gt (x) 2 [0; 1] ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñòåïåíü ïðèíàä-
ëåæíîñòè îáúåêòà x îáëàñòè êîìïåòåíòíîñòè t-ãî áàçîâîãî àëãîðèòìà.

Ïîíÿòèå îáëàñòè êîìïåòåíòíîñòè áûëî ââåäåíî Ðàñòðèãèíûì â [10]. Â àíãëî-
ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå êîìïîçèöèè âèäà ( 1.11) ïðèíÿòî íàçûâàòü ñìåñÿìè ýêñïåðòîâ
(mixture of experts, ME), áàçîâûå àëãîðèòìû � ýêñïåðòàìè , ôóíêöèè êîìïåòåíòíî-
ñòè � øëþçàìè (gates) [16]. Øëþçû îïðåäåëÿþò, ê êàêèì ýêñïåðòàì äîëæåí áûòü
íàïðàâëåí îáúåêò x. Ïî-ðóññêè ¾ñìåñü ýêñïåðòîâ¿ çâó÷èò íå î÷åíü óäà÷íî, ïîýòî ìó
áóäåì ãîâîðèòü î ¾ñìåñÿõ àëãîðèòìîâ¿. Ïðîèçâåäåíèÿ gt (x)bt (x) íàçûâàþòñÿ êîìïî-
íåíòàìè ñìåñè .
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Ìîíîòîííàÿ êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ. Ïóñòü R è Y � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íûå ìíîæåñòâà è êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ F : RT ! Y ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíê-
öèåé. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìîíîòîííîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ (b1; : : : ; bT )
è (b0

1; : : : ; b0
T ) èç RT åñëèbt 6 b0

t , t = 1; : : : ; T, òî F (b1; : : : ; bT ) 6 F (b0
1; : : : ; b0

T ). Ðåøàþ-
ùèå ïðàâèëà â äàííîì ñëó÷àå íå èñïîëüçóþòñÿ. Ñîîòâåòñòâåíí î, èñêîìûé àëãîðèòì
èìååò âèä a(x) = F (b1(x); : : : ; bT (x)) .

Ëèíåéíàÿ âûïóêëàÿ êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòí ûì ñëó÷àåì
ìîíîòîííîé. Ïîýòîìó ìîíîòîííîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åù¼ îäíî îáîáùå-
íèå âçâåøåííîãî ãîëîñîâàíèÿ. Òðåáîâàíèå ìîíîòîííîñòè ïðå äñòàâëÿåòñÿ äàæå áî-
ëåå åñòåñòâåííûì, ÷åì ëèíåéíîñòü. Ìîíîòîííîñòü F îçíà÷àåò, ÷òî îäíîâðåìåííîå
óâåëè÷åíèå îöåíîê b1(x); : : : ; bT (x) íå ìîæåò ïðèâîäèòü ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ
F (b1(x); : : : ; bT (x)) . Â òî æå âðåìÿ, ëèíåéíîñòü ñâÿçàíà ñ áîëåå æ¼ñòêèì îãðàíè÷å-
íèåì: âêëàäû áàçîâûõ àëãîðèòìîâ â êîìïîçèöèþ äîëæíû áûòü ïî ñòîÿííû è íå ìå-
íÿòüñÿ íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå X .

1.1.3 Àíàëèç ðàçáðîñà è ñìåùåíèÿ

ÅñëèX � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî bt ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû. Åñëè îøèáêè îïåðàòîðîâ bt íåçàâèñèìû, òî ïðè ïðîñòîì ãîëîñîâàíèè
êâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû b(x) = b1(x) + � � � + bT (x) óìåíüøàåòñÿ
ñî ñêîðîñòüþ O(T1=2) ïðè T ! 1 . Ýòî ïðîñòåéøåå îáîñíîâàíèå êîððåêòèðóþùèõ
îïåðàöèé, îñíîâàííûõ íà ïðèíöèïå ãîëîñîâàíèÿ.

Íà ïðàêòèêå ïðåäïîëàãàòü íåçàâèñèìîñòü îøèáîê, êîíå÷íî æå , íåëüçÿ, ïîñêîëü-
êó áàçîâûå àëãîðèòìû íàñòðàèâàþòñÿ íà ðåøåíèå îäíîé è òîé æå çàäà÷è. Åñëè òðå-
áîâàíèå íåçàâèñèìîñòè íàðóøàåòñÿ, îøèáêè ìîãóò óìåíüøàòü ñÿ ñóùåñòâåííî ìåä-
ëåííåå èëè äàæå óâåëè÷èâàòüñÿ ñ ðîñòîìT.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ïðè¼ìû, ïîâûøàþùèå ðàçëè÷íîñòü
(diversity) áàçîâûõ àëãîðèòìîâ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî âåä¼ò ê óõóäøåíèþ èõ êà÷åñòâà
ïî-îòäåëüíîñòè, íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, äåëàåò èõ áîëåå íåçàâè ñèìûìè è ìîæåò ñïîñîá-
ñòâîâàòü óëó÷øåíèþ êà÷åñòâà êîìïîçèöèè â öåëîì. Îñíîâíàÿ ò ðóäíîñòü ïðè ïðàêòè-
÷åñêîì ïîñòðîåíèè êîìïîçèöèé � âûäåðæàòü êîìïðîìèññ ìåæäó ðàçëè÷íîñòüþ è êà-
÷åñòâîì áàçîâûõ àëãîðèòìîâ.

1.1.4 Ôóíêöèîíàëû êà÷åñòâà

Ââåä¼ì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà àëãîðèòìà a: X ! Y íà âûáîðêå X ` ñ çàäàííûìè
íà íåé îòâåòàìè Y ` è âåñàìè îáúåêòîâ W ` = ( w1; : : : ; w` ):

Q(a; X ` ; Y ` ; W ` ) =
`X

i =1

wi L
�
a(x i ); yi

�
; (1.5)

ãäåL : Y � Y ! R+ � ôóíêöèÿ ïîòåðü. Ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ïîòåðü äëÿ
çàäà÷ êëàññèôèêàöèè è ðåãðåññèè ïðèâåäåíû â ïàðàãðàôå??.

Ïóñòü ðåøàþùåå ïðàâèëî C ôèêñèðîâàíî. Òîãäà ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ ïîòåðü
â ïðîñòðàíñòâå îöåíîê eL(b; y� ) = L(C(b); y� ) è îöåíèâàòü êà÷åñòâî íå òîëüêî ñàìèõ
àëãîðèòìîâ, íî è àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ:

Q(b; X ` ; Y ` ; W ` ) =
`X

i =1

wi
eL

�
b(x i ); yi

�
: (1.6)



7

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ íåêîòîðûé ñòàíäàðòíûé
ìåòîä îáó÷åíèÿ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ � , ðåøàþùèé çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèî-
íàëà êà÷åñòâàQ(b) â çàðàíåå çàäàííîì ñåìåéñòâå àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ B :

� (X ` ; Y ` ; W ` ) = arg min
b2 B

Q(b; X ` ; Y ` ; W ` ):

Ÿ1.2 Ïîñëåäîâàòåëüíîå îáó÷åíèå áàçîâûõ àëãîðèòìîâ

Ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáó÷åíèÿ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ ïð èìåíÿåòñÿ, ïîæà-
ëóé, ÷àùå âñåãî ïðè ïîñòðîåíèè êîìïîçèöèé. Ðàññìîòðèì ñíà÷ àëà ýòîò ïðîöåññ â íàè-
áîëåå îáùåì âèäå, êàê ïîêàçàíî â Àëãîðèòìå 1.2.

Íà ïåðâîì øàãå ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ � ñòðîèòñÿ ïåðâûé
áàçîâûé àëãîðèòì b1. Åñëè åãî êà÷åñòâî óäîâëåòâîðÿåò, òî äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå
êîìïîçèöèè ëèøåíî ñìûñëà, è ïðîöåññ íà ýòîì çàâåðøàåòñÿ. Â ï ðîòèâíîì ñëó÷àå
àëãîðèòì b1 ôèêñèðóåòñÿ è ñòðîèòñÿ âòîðîé àëãîðèòì b2, ïðè îäíîâðåìåííîé îïòè-
ìèçàöèè êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè F . Íà t-ì øàãå áàçîâûé àëãîðèòì bt è êîððåê-
òèðóþùàÿ îïåðàöèÿ F îïòèìèçèðóþòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ b1; : : : ; bt � 1:

b1 = arg min
b

Q(b; X ` ; Y ` ); (1.7)

b2 = arg min
b;F

Q(F (b1; b); X ` ; Y ` );
: : :

bt = arg min
b;F

Q(F (b1; : : : ; bt � 1; b); X ` ; Y ` ): (1.8)

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ( 1.8) óäà¼òñÿ ïðèñïîñîáèòü ñòàíäàðò-
íûå ìåòîäû îáó÷åíèÿ, ðåøàþùèå çàäà÷ó áîëåå ïðîñòîãî âèäà ( 1.7). Äëÿ ýòîãî íà âõîä
ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ � (X ` ; Y ` ; W ` ) ïîäàþòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûå âåêòîðû
âåñîâ W ` è îòâåòîâ Y ` . Êîíêðåòíûé ñïîñîá ìîäèôèêàöèè çàâèñèò îò òèïà çàäà÷è
(êëàññèôèêàöèÿ èëè ðåãðåññèÿ) è âèäà êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè F . Äëÿ êàæäîãî
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ôîðìóëû ïåðåñ÷¼òà âåñîâ è îòâåòîâ âûâîäÿòñÿ îòäåëüíî. Çàáåãàÿ
íåìíîãî âïåð¼ä, çàìåòèì, ÷òî ìîäèôèêàöèÿ âåñîâ, êàê ïðàâèë î, ñâîäèòñÿ ê óâåëè÷å-
íèþ âåñîâ ó íàèáîëåå ¾òðóäíûõ¿ îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ ÷àùå îøè áàëèñü ïðåäûäóùèå
áàçîâûå àëãîðèòìû, à ìîäèôèêàöèÿ îòâåòîâ � ê àïïðîêñèìàöèè íåâÿçêè yi � a(x i )
âìåñòî àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ îòâåòîâ yi .

Áàçîâûé àëãîðèòì bt , îïòèìàëüíûé íà t-ì øàãå, ïåðåñòà¼ò áûòü îïòèìàëüíûì
ïîñëå äîáàâëåíèÿ ñëåäóþùèõ àëãîðèòìîâ. Ïðîöåññ ( 1.7)�( 1.8) ìîæíî îáîáùèòü, ÷å-
ðåäóÿ äîáàâëåíèå íîâûõ àëãîðèòìîâ ñ ïåðåíàñòðîéêîé ïðåäûä óùèõ:

bk = arg min
b;F

Q(F (b1; : : : ; bk� 1; b; bk+1 ; : : : ; bt ); X ` ; Y ` ); 1 6 k < t:

Ïî ñïîñîáàì ðåøåíèÿ äàííàÿ çàäà÷à ìàëî ÷åì îòëè÷àåòñÿ îò çàä à÷è ïîñòðîåíèÿ ïî-
ñëåäíåãî áàçîâîãî àëãîðèòìà ( 1.8). Ïðèìåð èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñ âîçâðàòàìè
áóäåò ðàññìîòðåí äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ â ðàçäåëå 1.4.2.

Êðèòåðèè îñòàíîâà ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå, â çàâèñèìîñòè îò ñïåöèôèê è
çàäà÷è; âîçìîæíî òàêæå ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå íåñêîëüêèõ ê ðèòåðèåâ:

� Ïîñòðîåíî çàäàííîå êîëè÷åñòâî áàçîâûõ àëãîðèòìîâ T.
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Àëãîðèòì 1.2. Ïîñòðîåíèå àëãîðèòìè÷åñêîé êîìïîçèöèè ïóò¼ì ïîñëåäîâàòå ëüíîãî
îáó÷åíèÿ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ

Âõîä:
X ` , Y ` � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà; � � ìåòîä îáó÷åíèÿ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ;
T � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî áàçîâûõ àëãîðèòìîâ â êîìïîçèöèè;

Âûõîä:
àëãîðèòìè÷åñêàÿ êîìïîçèöèÿ F (b1; : : : ; bT );

1: èíèöèàëèçèðîâàòü âåñà:wi := 1 äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `;
2: äëÿ âñåõ t = 1; : : : ; T, ïîêà íå âûïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâà
3: bt := � (X ` ; Y ` ; W ` );
4: ìîäèôèöèðîâàòü âåñà W ` è/èëè îòâåòû Y ` ñ ó÷¼òîì îøèáîê, äîïóùåííûõ bt ;

� Äîñòèãíóòà çàäàííàÿ òî÷íîñòü íà îáó÷àþùåé âûáîðêå:

Q(F (b1; : : : ; bt ); X ` ; Y ` ) 6 ":

� Äîñòèãíóòóþ òî÷íîñòü íà êîíòðîëüíîé âûáîðêå X k íå óäà¼òñÿ óëó÷øèòü íà ïðî-
òÿæåíèè ïîñëåäíèõ d øàãîâ: t � t � > d, ãäåd � ïàðàìåòð àëãîðèòìà,

t � = arg min
s=1 ;:::;t

Q(F (b1; : : : ; bs); X k ; Y k):

Âûïîëíåíèå ýòîãî êðèòåðèÿ ñ÷èòàåòñÿ ïðèçíàêîì ïåðåîáó÷åí èÿ. Â êà÷åñòâå
îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ áåð¼òñÿ êîìïîçèöèÿ, ïîñòðîåííàÿ í à t � -ì øàãå.

Íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíîã î ïîñòðîåíèÿ àë-
ãîðèòìè÷åñêèõ êîìïîçèöèé, îòëè÷àþùèåñÿ âèäîì êîððåêòèðó þùåé îïåðàöèè è ñïî-
ñîáîì ñâåäåíèÿ çàäà÷è ( 1.8) ê çàäà÷å (1.7).

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîñòðîåíèå áàçîâûõ àëãîðèòìîâ ïðîùå âñå ãî ðåàëèçóåòñÿ, êî-
ãäà êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ íå èìååò ñîáñòâåííûõ íàñòðàèâ àåìûõ ïàðàìåòðîâ.
Ê òàêèì ìåòîäàì îòíîñèòñÿ ãîëîñîâàíèå ïî áîëüøèíñòâó è ïî ñò àðøèíñòâó.

1.2.1 Ãîëîñîâàíèå ïî áîëüøèíñòâó

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ñ äâóìÿ êëàññàìè Y = f� 1; +1g, ïðîñòðàí-
ñòâîì îöåíîê R = R è ðåøàþùèì ïðàâèëîì C(b) = sign(b). Â êà÷åñòâå êîððåêòè-
ðóþùåé îïåðàöèè âîçüì¼ì ïðîñòîå ãîëîñîâàíèå. Ðàññìîòðèì ô óíêöèîíàë êà÷åñòâà
êîìïîçèöèè a, ðàâíûé ÷èñëó îøèáîê íà îáó÷åíèè:

Q(a; X ` ) =
`X

i =1

�
yi a(x i ) < 0

�
=

`X

i =1

�
yi b1(x i ) + � � � + yi bT (x i )| {z }

M iT

< 0
�
:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M it îòñòóï (margin) îáúåêòà x i , âû÷èñëåííûé äëÿ êîìïîçè-
öèè èç ïåðâûõ t áàçîâûõ àëãîðèòìîâ:

M it = yi b1(x i ) + � � � + yi bt (x i ):
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Àëãîðèòì 1.3. Ïîñòðîåíèå êîìïîçèöèè äëÿ ãîëîñîâàíèÿ ïî áîëüøèíñòâó

Ïàðàìåòðû:
X ` , Y ` � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà; � � ìåòîä îáó÷åíèÿ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ;
`1 � äëèíà îáó÷àþùèõ ïîäâûáîðîê;

1: èíèöèàëèçèðîâàòü âåñà è îòñòóïû: wi := 1; M i := 0 äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `;
2: äëÿ âñåõ t = 1; : : : ; T, ïîêà íå âûïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâà
3: bt := � (X ` ; Y ` ; W ` );
4: M i := M i + yi bt (x i ) äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `;
5: óïîðÿäî÷èòü âûáîðêó X ` ïî âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèé îòñòóïîâ M i ;
6: âûáðàòü `1;
7: wi := [ i 6 `1] äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `;

Åñëè îòñòóï îòðèöàòåëåí, M it < 0, òî êîìïîçèöèÿ ïåðâûõ t áàçîâûõ àëãîðèò-
ìîâ äîïóñêàåò îøèáêó íà îáúåêòå x i . ×òîáû êîìïåíñèðîâàòü îøèáêè êîìïîçèöèè,
áóäåì îáó÷àòü áàçîâûé àëãîðèòì bt+1 íå íà âñåé âûáîðêå X ` , à òîëüêî íà îáúåê-
òàõ ñ íàèìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè M it . Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü
ôóíêöèîíàë Q(bt+1 ; W ` ) ñ âåñàìè îáúåêòîâ wi = [ M it 6 M 0].

Âûáèðàòü ïàðàìåòð M 0 ñëåäóåò òàê, ÷òîáû â îáó÷àþùóþ âûáîðêó ïîïàëî
íå ñëèøêîì ìàëî îáúåêòîâ (èíà÷å áóäóò ñòðîèòüñÿ áàçîâûå àëã îðèòìû ñëèøêîì íèç-
êîãî êà÷åñòâà), íî è íå ñëèøêîì ìíîãî (èíà÷å áóäóò ñòðîèòüñÿ ïî÷òè îäèíàêîâûå
àëãîðèòìû). Ïîýòîìó âìåñòî M 0 óäîáíåå ââåñòè ïàðàìåòð äëèíû îáó÷àþùèõ ïîäâû-
áîðîê `1 è ïîäáèðàòü åãî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå.

Ôèêñàöèÿ äëèíû îáó÷åíèÿ. Óïîðÿäî÷èì îáúåêòû âûáîðêè X ` ïî âîçðàñòàíèþ
çíà÷åíèé îòñòóïîâ M it . Îáúåêòû ñ îäèíàêîâûìè îòñòóïàìè M it , åñëè òàêîâûå èìå-
þòñÿ, äîãîâîðèìñÿ ðàñïîëàãàòü â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Âîçüì¼ ì ïåðâûå `1 îáúåêòîâ
óïîðÿäî÷åííîé âûáîðêè, è ïîëîæèì äëÿ íèõ wi = 1, äëÿ îñòàëüíûõ îáúåêòîâ ïîëî-
æèì wi = 0. Äàííûé âàðèàíò ïðåäñòàâëåí â Àëãîðèòìå 1.3.

Ïàðàìåòð `1 ìîæíî çàäàâàòü àïðèîðè èëè ïîäáèðàòü ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà
îøèáîê íà ñêîëüçÿùåì êîíòðîëå. Óâåëè÷åíèå `1 ïîâûøàåò êà÷åñòâî áàçîâûõ àëãîðèò-
ìîâ, íî óìåíüøàåò èõ ðàçëè÷íîñòü. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãä à `1 = `, âñå áàçîâûå
àëãîðèòìû ñòàíîâÿòñÿ îäèíàêîâûìè è ïðèìåíåíèå êîððåêöèè ò åðÿåò ñìûñë. Îïòèìè-
çàöèÿ ïàðàìåòðà `1 ïîçâîëÿåò íàéòè êîìïðîìèññ ìåæäó êà÷åñòâîì è ðàçëè÷íîñòüþ
áàçîâûõ àëãîðèòìîâ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â îïèñàíèè àëãîðèòìà âìåñòî M it ôèãóðèðóåòM i , òàê
êàê ïðè ðåàëèçàöèè ìîæíî çàïèñûâàòü M i;t +1 íà ìåñòî, çàíèìàåìîå M it .

Îïòèìèçàöèÿ äëèíû îáó÷åíèÿ. Âìåñòî ôèêñàöèè ïàðàìåòðà `1 ìîæíî ôîðìè-
ðîâàòü íåñêîëüêî îáó÷àþùèõ ïîäâûáîðîê ðàçëè÷íîé äëèíû, è í à êàæäîé èòåðàöèè
íàõîäèòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå `1. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå øàã 6 Àëãîðèòìà 1.3.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðàçóìíî âçÿòü îïòèìàëüí îå çíà÷åíèå `1

ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Çàòåì íà÷àòü óìåíüøàòü `1, óäàëÿÿ ïî îäíîìó îáúåêòó
â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ îòñòóïîâ M it . Çàòåì óâåëè÷èâàòǜ1, äîáàâëÿÿ ïî îäíîìó îáúåêòó
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ M it . Ïî êàæäîé ïîäâûáîðêå ïðîèçâîäèòñÿ îáó÷åíèå íîâîãî áà-
çîâîãî àëãîðèòìà. Â èòîãå âûáèðàåòñÿ òîò âàðèàíò áàçîâîãî à ëãîðèòìà, äëÿ êîòîðîãî
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ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà âñåé êîìïîçèöèè ïðèíèìàåò îïòèìàëüíî å çíà÷åíèå. Êà÷åñòâî
êîìïîçèöèè ïðåäïî÷òèòåëüíî îöåíèâàòü íà êîíòðîëüíûõ äàíí ûõ, åñëè èìååòñÿ òàêàÿ
âîçìîæíîñòü.

Ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà ïóò¼ì óäàëåíèÿ/äîáàâëåíèÿ îäíîãî èç îáó÷àþùèõ îáú-
åêòîâ äëÿ ìíîãèõ ìåòîäîâ (â ÷àñòíîñòè, äëÿ SVM) ïðîèçâîäèòñ ÿ íàìíîãî ýôôåê-
òèâíåå, ÷åì ïåðåíàñòðîéêà àëãîðèòìà çàíîâî ïî âñåé âûáîðêå . Äëÿ òàêèõ ìåòîäîâ
îïèñàííûé ñïîñîá ïîçâîëÿåò äîâîëüíî áûñòðî íàõîäèòü îïòèì àëüíîå çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà `1 íà êàæäîé èòåðàöèè.

Èäåíòèôèêàöèÿ âûáðîñîâ. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ âûáîðêà, êàê ïðàâèëî, ñîäåð-
æèò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî øóìîâûõ âûáðîñîâ, íà êîòîðûõ äàæå ¾õîðîøèå¿ àëãîðèò-
ìû áóäóò äîïóñêàòü îøèáêè. Òàêèå îáúåêòû áûëî áû ðàçóìíî èñê ëþ÷èòü èç âûáîðêè,
òàê êàê ïîïûòêà íàñòðîéêè íà øóì ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ ðàçäåë ÿþùåé ïîâåðõíî-
ñòè è óõóäøåíèþ êà÷åñòâà êëàññèôèêàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå îáó÷åíèå áàçîâîãî àë-
ãîðèòìà bt+1 ïî îáúåêòàì ñ íàèìåíüøèìè îòñòóïàìè êàê ðàç è îçíà÷àåò ¾íàñò ðîéêó
íà øóì¿. Ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ïóò¼ì ââåäåíèÿ åù¼ îäíîãî ïàðàìå òðà `0 < ` 1. Îáó-
÷àþùàÿ ïîäâûáîðêà ôîðìèðóåòñÿ íà øàãå 7 èñõîäÿ èç óñëîâèÿ wi := [ `0 6 i 6 `1].
Ïàðàìåòð `0 ìîæíî ëèáî ôèêñèðîâàòü, ëèáî ïîäáèðàòü ïóò¼ì îïòèìèçàöèè í à êàæ-
äîé èòåðàöèè, àíàëîãè÷íî `1.

Âåùåñòâåííûå âåñà îáúåêòîâ. Àëüòåðíàòèâíàÿ ýâðèñòèêà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî-
áû íå ìåíÿòü ñîñòàâ îáó÷àþùåé âûáîðêè, à ëèøü óâåëè÷èâàòü âå ñà òåõ îáúåêòîâ,
íà êîòîðûõ ÷àñòî îøèáàëèñü ïðåäûäóùèå àëãîðèòìû. Íàïðèìåð , â ìåòîäå âçâåøåí-
íîãî áîëüøèíñòâà (weighted majority) âìåñòî øàãà 7 ïðèìåíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íûé ïåðåñ÷¼ò âåñîâ [30]:

wi =

(
wi =
; åñëèyi bt (x i ) > 0;

wi 
; åñëèyi bt (x i ) < 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîãäà íà t-é èòåðàöèèwi = 
 � M it . Çäåñü
 > 1 � ïàðàìåòð ìåòîäà
íàñòðîéêè, êîòîðûé ïðèõîäèòñÿ çàäàâàòü àïðèîðè.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïåðåñ÷¼òà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìåòîä îáó-
÷åíèÿ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ ìèíèìèçèðîâàë ôóíêöèîíàë Q(bt ; W ` ) ïðè ïðîèçâîëüíîì
âåêòîðå âåñîâW ` . Äàëåêî íå âñå ñòàíäàðòíûå ìåòîäû ñïîñîáíû ó÷èòûâàòü âåñà, õîòÿ
ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåíèå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñòðîèòñÿ íåñëîæíî.

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòîãî ãîëîñîâàíèÿ âî âçâåøåííîå. ÅñëèT ðàçëè÷íûõ áàçî-
âûõ àëãîðèòìîâ óæå ïîñòðîåíû, òî âåêòîð îöåíîê

�
b1(x); : : : ; bT (x)

�
ìîæíî ïðèíÿòü

çà íîâîå ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå îáúåêòà x è ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ ðàçäåëÿþùóþ ãè-
ïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå RT ïî òîé æå îáó÷àþùåé âûáîðêå X ` .

Äëÿ ýòîãî ãîäèòñÿ ëþáîé ñòàíäàðòíûé ìåòîä îáó÷åíèÿ ëèíåéíû õ êëàññèôèêà-
òîðîâ: ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíò Ôèøåðà (ðàçäåë ??), ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ (ðàç-
äåë ??), îäíîñëîéíûé ïåðñåïòðîí (ðàçäåë ??), èëè ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ SVM
(ðàçäåë??). Ïîñëåäíèé èìååò ïðåèìóùåñòâî, ïîñêîëüêó îí ìàêñèìèçèðó åò âåëè÷èíó
çàçîðà ìåæäó êëàññàìè, ÷òî ñïîñîáñòâóåò áîëåå íàä¼æíîé êëàññèôèêàöèè.

Æåëàòåëüíî, ÷òîáû ïðèìåíÿåìûé ëèíåéíûé ìåòîä äîïóñêàë ââå äåíèå äîïîë-
íèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû � t > 0. Îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò � t
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ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî îïåðàòîð bt âûäà¼ò îòâåòû íàñòîëüêî íåíàä¼æíûå, ÷òî
èõ íàäî áûëî áû ó÷èòûâàòü ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Òàêèå áà çîâûå àëãîðèòìû
ëó÷øå âîâñå èñêëþ÷èòü èç êîìïîçèöèè, îáíóëèâ � t .

Ïðèìåð 1.6. Ñàìûé ïðîñòîé ëèíåéíûé ìåòîä � ¾íàèâíûé¿ áàéåñîâñêèé êëàññ è-
ôèêàòîð (ñòð. ??). Îí èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî b1(x); : : : ; bT (x) ÿâëÿþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî â ý òîì ñëó÷àå êîýôôè-
öèåíòû âçâåøåííîãî ãîëîñîâàíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ÿâíîé ôîðìó ëå [29]:

� t = ln
1 � pt

pt
; t = 1; : : : ; T;

ãäå pt � âåðîÿòíîñòü îøèáîê áàçîâîãî àëãîðèòìà bt íà îáó÷àþùåé âûáîðêå. ×åì
ìåíüøå îøèáîê äîïóñêàåò àëãîðèòì bt , òåì áîëüøå åãî âåñ � t . Â êà÷åñòâå îöåíêè
âåðîÿòíîñòè ÷àñòî áåðóò ÷àñòîòó îøèáîê � t , èëè � t +1=`, ÷òîáû çíàìåíàòåëü íå îáðà-
ùàëñÿ â íóëü. Åñëè àëãîðèòì bt äîïóñêàåò áîëåå ïîëîâèíû îøèáîê, òî � t < 0. Òàêîé
àëãîðèòì ëó÷øå âîâñå èñêëþ÷èòü èç êîìïîçèöèè, ïîëîæèâ � t = 0.

Îáîáùåíèå íà áîëüøîå ÷èñëî êëàññîâ. Ïóñòü òåïåðü ÷èñëî êëàññîâ ïðîèçâîëüíî,
jY j = M . Áàçîâûå àëãîðèòìû bt : X ! R âñ¼ ðàâíî áóäåì ñòðîèòü òàê, ÷òîáû îíè
ðåøàëè äâóõêëàññîâóþ çàäà÷ó, îòäåëÿÿ çàäàííûé êëàññct îò âñåõ îñòàëüíûõ êëàññîâ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ty = f t : ct = yg ìíîæåñòâî èíäåêñîâ âñåõ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ,
ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îòäåëåíèÿ êëàññà y. Çàïèøåì àëãîðèòì ïðîñòîãî ãîëîñîâàíèÿ,
ïðèìåíèâ ðåøàþùåå ïðàâèëî èç Ïðèìåðà 1.3:

a(x) = arg max
y2 Y

1
jTy j

X

t2 Ty

bt (x):

Ñîîòâåòñòâåííî èçìåíèòñÿ â Àëãîðèòìå 1.3 è âû÷èñëåíèå îòñòóïîâ M it :

M it =
1

jTyi j

X

t2 Ty i

bt (x) � max
y2 Y nf yi g

1
jTy j

X

t2 Ty

bt (x):

Â îñòàëüíîì âñå ðàññóæäåíèÿ è Àëãîðèòì 1.3 îñòàþòñÿ òåìè æå.

1.2.2 Ãîëîñîâàíèå ïî ñòàðøèíñòâó

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì êëà ññîâ, jY j = M .
Ïîëîæèì R = f 0; 1g. Áóäåì èñïîëüçîâàòü áàçîâûå àëãîðèòìû, îñóùåñòâëÿþùèå
êëàññèôèêàöèþ íà 2 íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà,bt : X ! f 0; 1g. Â êà÷åñòâå êîððåêòè-
ðóþùåé îïåðàöèè âîçüì¼ì ãîëîñîâàíèå ïî ñòàðøèíñòâó, ñì. Àë ãîðèòì 1.1. Ðåøàþùèå
ïðàâèëà èñïîëüçîâàòü íå áóäåì.

Ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè äîáàâëåíèè áàçîâîãî àëãîðè òìà bt . Åñëè
bt (x) = 1 , òî ãîâîðÿò, ÷òî ¾bt âûäåëÿåò îáúåêò x¿, è îáúåêò x îòíîñèòñÿ ê êëàñ-
ñóct . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ut ïîäìíîæåñòâî îáúåêòîâ âûáîðêè, íå âûäåëåííûõ íè îäíèì
èç ïðåäûäóùèõ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ:

Ut =
�

x i 2 X ` : b1(x i ) = � � � = bt � 1(x i ) = 0
	

:
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Àëãîðèòì 1.4. Ïîñòðîåíèå êîìïîçèöèè äëÿ ãîëîñîâàíèÿ ïî ñòàðøèíñòâó

Ïàðàìåòðû:
X ` , Y ` � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà; � � ìåòîä îáó÷åíèÿ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ;
� � øòðàô çà îòêàç îò êëàññèôèêàöèè;

1: èíèöèàëèçèðîâàòü âåñà îáúåêòîâ:wi := 1 äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `;
2: äëÿ âñåõ t = 1; : : : ; T, ïîêà íå âûïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâà
3: âûáðàòü êëàññct ;
4: âû÷èñëèòü áèíàðíûé âåêòîð îòâåòîâ Z ` äëÿ íàñòðîéêè bt :

zi := [ yi = ct ] äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `;
5: åñëè wi 6= 0 òî wi := (1 � zi ) + �z i äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `;
6: bt := � (X ` ; Z ` ; W ` );
7: åñëè bt (x i ) = 1 òî wi := 0 äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `;

Åñëèx i 2 X ` nUt , òî îáúåêò x i óæå êëàññèôèöèðîâàí, è çíà÷åíèå bt (x i ) íå âëèÿåò
íà îòâåò êîìïîçèöèè a(x i ). Äëÿ òàêèõ îáúåêòîâ âåñwi ïîëîæèì ðàâíûì íóëþ.

Åñëè x i 2 Ut è yi 6= ct , òî îøèáêà áàçîâîãî àëãîðèòìà, bt (x i ) = 1 , ïðèâåä¼ò
ê îøèáêå âñåé êîìïîçèöèè: a(x i ) = ct 6= yi . Ïîëîæèì äëÿ òàêèõ îáúåêòîâ wi = 1.

Åñëè x i 2 Ut è yi = ct , òî îøèáêà áàçîâîãî àëãîðèòìà, bt (x i ) = 0 , ïðèâåä¼ò
ê òîìó, ÷òî êîìïîçèöèÿ èç ïåðâûõ t àëãîðèòìîâ îòêàæåòñÿ îò êëàññèôèêàöèè x i .
Ýòà îøèáêà åù¼ ìîæåò áûòü èñïðàâëåíà ñëåäóþùèìè àëãîðèòìàì è. Ïîýòîìó äëÿ
òàêèõ îáúåêòîâ ïîëîæèì wi = � , ãäå� 2 [0; 1] � âåëè÷èíà øòðàôà çà îòêàç.

Èòàê, ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà Q(a) = Q
�
F (b1; : : : ; bt )

�
ïî áàçîâîìó àëãîðèò-

ìó bt ýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

Q(bt ) =
`X

i =1

wi
�
bt (x i ) 6= [ yi = ct ]

�
:

Ýòî ñòàíäàðòíûé ôóíêöèîíàë âçâåøåííîãî ÷èñëà îøèáîê. Äëÿ å ãî ìèíèìèçà-
öèè ïðèìåíèì ñòàíäàðòíûé ìåòîä îáó÷åíèÿ bt = � (X ` ; Z ` ; W ` ), ïåðåäàâ åìó âåêòîð
âåñîâ îáúåêòîâ W ` = ( w1; : : : ; w` ) è áèíàðíûé âåêòîð îòâåòîâ Z ` = ( z1; : : : ; z̀ ), ãäå
zi = [ yi = ct ]. Â ðåçóëüòàòå áàçîâûé àëãîðèòì bt áóäåò ñòðåìèòüñÿ âûäåëèòü êàê
ìîæíî áîëüøå îáúåêòîâ ¾ñâîåãî¿ êëàññà ct è êàê ìîæíî ìåíüøå ¾÷óæèõ¿ îáúåêòîâ.

Àëãîðèòì 1.4 îïèñûâàåò âåñü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ êîìïîçèöèè.

Ñòðàòåãèè âûáîðà ïàðàìåòðà � . Ïàðàìåòð � ïîçâîëÿåò âûáðàòü ¾çîëîòóþ ñåðå-
äèíó¿ ìåæäó äâóìÿ êðàéíèìè ñòðàòåãèÿìè: âûäåëèòü õîòü ñêîë üêî-íèáóäü îáúåêòîâ
¾ñâîåãî¿ êëàññà (� = 0) è â òî÷íîñòè îòäåëèòü âñå ¾ñâîè¿ îáúåêòû îò âñåõ îñòàëü-
íûõ ( � = 1). Ïåðâàÿ çàäà÷à, êàê ïðàâèëî, îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì ïðîñòîé , à âòîðàÿ �
ñëèøêîì ñëîæíîé. Ïðè âûáîðå ïàðàìåòðà � ìîæíî ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè
ñîîáðàæåíèÿìè.

� Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì áðàòü � � 1, ïîñêîëüêó ïîêðûòèå ¾÷óæîãî¿ îáú-
åêòà ãàðàíòèðóåò îøèáêó, à íå-ïîêðûòèå ñâîåãî îáúåêòà ìîæå ò áûòü ñêîìïåí-
ñèðîâàíî ïîñëåäóþùèìè áàçîâûìè àëãîðèòìàìè. Íàïðèìåð, ìî æíî íà÷èíàòü
ñî çíà÷åíèÿ � = 0:1, ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàÿ åãî îò èòåðàöèè ê èòåðàöèè.
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� Óìåíüøåíèå � ñïîñîáñòâóåò ðîñòó ÷èñëà áàçîâûõ àëãîðèòìîâ è â êîíå÷íîì èò î-
ãå ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïåðåîáó÷åíèþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óâåëè÷ åíèå � ïðèâîäèò
ê ïåðåóïðîùåíèþ êîìïîçèöèè çà ñ÷¼ò óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà îøèáîê . Òàêèì îáðà-
çîì, ïàðàìåòð � ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü ñëîæíîñòüþ è îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòüþ
êîìïîçèöèè. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ç íà÷åíèÿ � ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü.

Ñòðàòåãèè ôîðìèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c1; : : : ; cT . Â Àëãîðèòìå 1.4ñòðà-
òåãèÿ âûáîðà êëàññàct íà øàãå 4 ïðåäíàìåðåííî íå ôèêñèðîâàíà, òàê êàê âîçìîæíû
ðàçëè÷íûå âàðèàíòû, âûáîð êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ îñîáåííîñ òÿìè çàäà÷è.

� Âûáèðàåòñÿ òîò êëàññ, â êîòîðîì îñòàëîñü áîëüøå íåïîêðûòûõ îáúåêòîâ.

� Âûáèðàåòñÿ òîò êëàññ, äëÿ êîòîðîãî óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü ëó÷øååçíà÷åíèå ôóíê-
öèîíàëà êà÷åñòâà. Ïðè ýòîì âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà óâåëè÷èâ àåòñÿ âM ðàç.

� Çàäà¼òñÿ ïðèîðèòåòíûé ïîðÿäîê êëàññîâ Y = f v1; : : : ; vM g, ðàçáèâàþùèé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü áàçîâûõ àëãîðèòìîâ íà ñïèñêè ïî Tm àëãîðèòìîâ äëÿ êàæäîãî
èç êëàññîâvm , m = 1; : : : ; M :

bv11(x); : : : ; bv1T1 (x)
| {z }

çà êëàññ v1

; bv21(x) ; : : : ; bv2T2 (x)
| {z }

çà êëàññ v2

; : : : ; bvM 1(x); : : : ; bvM TM (x)| {z }
çà êëàññ vM

;

� Çàäà¼òñÿ ïðèîðèòåòíûé ïîðÿäîê êëàññîâ Y = f v1; : : : ; vM g, êàê â ïðåäûäóùåì
ñëó÷àå. Îäíàêî òåïåðü äëÿ êàæäîãî êëàññà ñòðîèòñÿ íåçàâèñèìûé ñïèñîê áà-
çîâûõ àëãîðèòìîâ, ñïîñîáíûé îòäåëÿòü îáúåêòû äàííîãî êëàñ ñà îò îáúåêòîâ
âñåõ îñòàëüíûõ êëàññîâ. Äëÿ ýòîãî ïåðåä ïîñòðîåíèåì ñïèñêà äëÿ ñëåäóþùåãî
êëàññà âñå îáúåêòû ñ íóëåâûìè âåñàìè âîçâðàùàþòñÿ â îáó÷àþù óþ âûáîðêó.
Ñîîòâåòñòâåííî, ìîäèôèöèðóåòñÿ ïðàâèëî ïåðåñ÷¼òà âåñîâ í à øàãå 7:

åñëè wi 6= 0 èëè ct 6= ct � 1 òî wi := (1 � zi ) + �z i ;

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ òàêèå êîìïîçèöèè ëåã÷å ïîääàþòñÿ ñîä åðæàòåëüíîé
èíòåðïðåòàöèè.

Î êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ðàçäåëÿþùèõ ïîâåðõíîñòÿõ. Åñëè áàçîâûå àëãîðèòìû
ñòðîÿò ëèíåéíûå ðàçäåëÿþùèå ïîâåðõíîñòè, òî êîìèòåò ñòàðø èíñòâà ÿâëÿåòñÿ
êóñî÷íî-ëèíåéíîé ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòüþ.

Ïðèìåð 1.7. Çàäà÷à íà ïëîñêîñòè: X = R2, Y = f� ; �g , bt (x) � ïîëóïëîñêîñòè.

1.2.3 Áóñòèíã â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè íà äâà êëàññà,Y = f� 1; +1g. Äîïóñòèì,
÷òî áàçîâûå àëãîðèòìû òàêæå âîçâðàùàþò òîëüêî äâà îòâåòà � 1 è +1, è ðåøàþùåå
ïðàâèëî ôèêñèðîâàíî: C(b) = sign(b).

Èñêîìàÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ êîìïîçèöèÿ èìååò âèä:

a(x) = C
�
F (b1(x); : : : ; bT (x))

�
= sign

� TX

t=1

� tbt (x)
�

; x 2 X:
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Ðèñ. 1. Ãëàäêèå âåðõíèå àïïðîêñèìàöèè ïî-
ðîãîâîé ôóíêöèè ïîòåðü [z < 0]:

S(z) = 2(1 + ez ) � 1 � ñèãìîèäíàÿ;
L (z) = log 2(1+ e� z ) � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ;
V (z) = (1 � z)+ � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ;
E (z) = e� z � ýêñïîíåíöèàëüíàÿ;
Q(z) = (1 � z)2 � êâàäðàòè÷íàÿ.

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà êîìïîçèöèè êàê ÷èñëî îøèáîê , äîïóñêàåìûõ
åþ íà îáó÷àþùåé âûáîðêå:

QT =
`X

i =1

�
yi

TX

t=1

� tbt (x i ) < 0
�
:

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà QT ââåä¼ì äâå ýâðèñòèêè.

Ýâðèñòèêà 1. Ïðè äîáàâëåíèè â êîìïîçèöèþ ñëàãàåìîãî � tbt (x) áóäåì îïòèìèçè-
ðîâàòü òîëüêî áàçîâûé àëãîðèòì bt è êîýôôèöèåíò ïðè í¼ì � t , íå òðîãàÿ ïðåäûäóùèõ
ñëàãàåìûõ � j bj (x), j = 1; : : : ; t � 1.

Ýâðèñòèêà 2. ×òîáû ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðà � t àíàëèòè÷åñêè, àï-
ïðîêñèìèðóåì ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ ïîòåðü â ôóíêöèîíàëå Qt êàêîé-íèáóäü å¼ íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé îöåíêîé ñâåðõó.

Âòîðàÿ ýâðèñòèêà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè êëàññèôèêàöèè. Â ÷àñòíîñòè,
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçàíà ñ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà ïðà âäîïîäîáèÿ è ïðè-
ìåíÿåòñÿ â íåéðîííûõ ñåòÿõ ( ??) è ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè (??). Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ ñâÿçàíà ñ ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîé ðàçäåëÿþùå é ïîâåðõíîñòè (ìàê-
ñèìèçàöèè çàçîðà ìåæäó êëàññàìè) è ïðèìåíÿåòñÿ â ìåòîäå îïî ðíûõ âåêòîðîâ ( ??).
Ïðèìåðû äðóãèõ àïïðîêñèìàöèé ïîêàçàíû íà Ðèñ. 1.

Ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáó÷åíèÿ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ ïð è ýêñïîíåíöèàëü-
íîé àïïðîêñèìàöèè ïðèâîäèò ê øèðîêî èçâåñòíîìó àëãîðèòìó A daBoost [37].

Îöåíèì ôóíêöèîíàë QT ñâåðõó:

QT 6 eQT =
`X

i =1

exp
�

� yi

TX

t=1

� tbt (x i )
�

=

=
`X

i =1

exp
�

� yi

T � 1X

t=1

� tbt (x i )
�

| {z }
wi

exp(� yi � T bT (x i )) : (1.9)

Çàìåòèì, ÷òî ââåä¼ííûå çäåñü âåñà îáúåêòîâwi íå çàâèñÿò îò � T è bT , ñëåäîâà-
òåëüíî, wi ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïåðåä ïîñòðîåíèåì áàçîâîãî àëãîðèòìà bT .

Ââåä¼ì íîðìèðîâàííûé âåêòîð fW ` =
�

~w1; : : : ; ~w`
�
, ãäå ~wi = wi

� P `
j =1 wj .
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Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü Q � ñòàíäàðòíûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà àëãîðèòìà êëàññèôè-
êàöèèbíà îáó÷àþùåé âûáîðêå X ` , Y ` ñ íîðìèðîâàííûì âåêòîðîì âåñîâ îáúåêòîâ U` :

Q(b; U` ) =
`X

i =1

ui
�
yi b(x i ) < 0

�
;

`X

i =1

ui = 1:

Ïóñòü min
b

Q(b; W ` ) < 1=2 äëÿ ëþáîãî íîðìèðîâàííîãî âåêòîðà âåñîâ W ` . Òîãäà ìè-

íèìóì ôóíêöèîíàëà eQT äîñòèãàåòñÿ ïðè

bT = arg min
b

Q(b; fW ` );

� T =
1
2

ln
1 � Q(bT ; fW ` )

Q(bT ; fW ` )
:

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âûðàçèì eQT ÷åðåç ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà áàçîâîãî àëãîðèòìà. Ýòî ëåãêî ñä å-

ëàòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ î÷åâèäíûì ðàçëîæåíèåì e� �� = e� � [� = 1] + e� [� = � 1],
ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáûõ � 2 R è � 2 f� 1; 1g:

eQT =
�

e� � T

`X

i =1

~wi [bT (x i ) = yi ]

| {z }
1� Q

+ e� T

`X

i =1

~wi [bT (x i ) 6= yi ]

| {z }
Q

� `X

i =1

wi

| {z }
eQT � 1

=

=
�
e� � T (1 � Q) + e� T Q

� eQT � 1;

ãäå ââåäåíî êðàòêîå îáîçíà÷åíèå Q = Q(bT ; fW ` ). Äèôôåðåíöèðóÿ ôóíêöèîíàë eQT

ïî ïàðàìåòðó � T è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå çíà÷å íèå

� T =
1
2

ln
1 � Q

Q
:

Ïîäñòàâëÿÿ åãî îáðàòíî â eQT , ïîëó÷èì

eQT = eQT � 1

p
4Q(1 � Q): (1.10)

Ïîñêîëüêó eQT � 1 ôèêñèðîâàíî, ìèíèìèçàöèÿ eQT ýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè Q
ïðè Q < 1=2 è ìàêñèìèçàöèè Q ïðè Q > 1=2, îäíàêî âòîðîé ñëó÷àé íå ïðîõîäèò
ïî óñëîâèþ òåîðåìû. �

Òðåáîâàíèå Q(bt ; fW ` ) < 1=2 îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä îáó÷åíèÿ äîëæåí îáåñïå÷èâàòü
ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà bt (x), äîëÿ îøèáîê êîòîðîãî íà îáó÷àþùåé âûáîðêå õîòÿ áû
íåìíîãî ìåíüøå 1=2. Èíûìè ñëîâàìè, îò êàæäîãî áàçîâîãî àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ,
÷òîáû îí êëàññèôèöèðîâàë îáúåêòû õîòÿ áû íåìíîãî ëó÷øå, ÷åì íàóãàä. Ýòî äîñòà-
òî÷íî ñëàáîå òðåáîâàíèå, è íà ïðàêòèêå îíî, êàê ïðàâèëî, âûï îëíÿåòñÿ. Áîëåå òîãî,
ýòîãî óñëîâèÿ îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàò ü ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà
AdaBoost çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè íà êàæäîì øàãå ìåòîä îáó÷åíèÿ îáåñïå÷èâàåò ïîñòðîåíèå áàçî-
âîãî àëãîðèòìà bt òàêîãî, ÷òî Q(bt ; fW ` ) < 1=2 � 
 ïðè íåêîòîðîì 
 > 0, òî AdaBoost
ãàðàíòèðóåò ïîñòðîåíèå êîððåêòíîãî àëãîðèòìà a(x) çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.
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Àëãîðèòì 1.5. AdaBoost � ïîñòðîåíèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êëàññèôèêàòîðî â

1: èíèöèàëèçàöèÿ âåñîâ îáúåêòîâ: wi := 1=`, i = 1; : : : ; `;
2: äëÿ âñåõ t = 1; : : : ; T, ïîêà íå âûïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâà
3: bt := arg min

b
Q(b; W ` );

4: � t :=
1
2

ln
1 � Q(bt ; W ` )

Q(bt ; W ` )
;

5: ïåðåñ÷¼ò âåñîâ îáúåêòîâ:wi := wi exp
�
� � tyi bt (x i )

�
, i = 1; : : : ; `;

6: íîðìèðîâêà âåñîâ îáúåêòîâ: w0 :=
P `

j =1 wj ; wi := wi =w0, i = 1; : : : ; `;

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåïîñðåäñòâåííî èç ( 1.10) âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëà QT ê íóëþ ñî ñêî-

ðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: QT +1 6 eQT +1 6 eQ1(1 � 4
 2)
T
2 . Íàñòóïèò ìîìåíò,

êîãäà çíà÷åíèå eQT îêàæåòñÿ ìåíüøå 1. Íî òîãäà ôóíêöèîíàë QT îáðàòèòñÿ â íóëü,
ïîñêîëüêó îí ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. �

Ðåàëèçàöèÿ AdaBoost ïîêàçàíà â Àëãîðèòìå 1.5. Ýòî î÷åíü ïðîñòîé àëãîðèòì,
â êîòîðîì áóêâàëüíî ïîâòîðÿþòñÿ ôîðìóëû, äîêàçàííûå â òåîð åìå.

Íåêîòîðûõ êîììåíòàðèåâ çàñëóæèâàåò ïðàâèëî ìóëüòèïëèêàò èâíîãî ïåðåñ÷¼òà
âåñîâ íà øàãå 5. Îíî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíè ÿ wi â (1.9). Âåñ îáú-
åêòà óâåëè÷èâàåòñÿ âe� t ðàç, êîãäà bt äîïóñêàåò íà í¼ì îøèáêó, è âî ñòîëüêî æå
ðàç óìåíüøàåòñÿ, êîãäà bt ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðóåò x i . Òàêèì îáðàçîì, íåïîñðåä-
ñòâåííî ïåðåä íàñòðîéêîé áàçîâîãî àëãîðèòìà íàèáîëüøèé âå ñ íàêàïëèâàåòñÿ ó òåõ
îáúåêòîâ, êîòîðûå ÷àùå îêàçûâàëèñü òðóäíûìè äëÿ ïðåäûäóùè õ àëãîðèòìîâ.

Çàìå÷àíèå 1.1. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà áàçîâûõ àëãîðèòìî â
(ñêàæåì, ïàðû äåñÿòêîâ) èìååò ñìûñë ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàñï ðåäåëåíèå âåñîâ îáúåê-
òîâ. Îáúåêòû ñ íàèáîëüøèìè âåñàìè wi , ñêîðåå âñåãî, ÿâëÿþòñÿ øóìîâûìè âûáðîñà-
ìè, êîòîðûå ñòîèò èñêëþ÷èòü èç âûáîðêè, ïîñëå ÷åãî íà÷àòü ïî ñòðîåíèå êîìïîçèöèè
çàíîâî. Âîîáùå, áóñòèíã ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê óíèâåðñàëü íûé ìåòîä ôèëüòðàöèè
âûáðîñîâ ïåðåä ïðèìåíåíèåì ëþáîãî äðóãîãî ìåòîäà êëàññèôè êàöèè.

Îáîáùàþùàÿ ñïîñîáíîñòü áóñòèíãà. Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ 10 ëåò áóñòèíã îñòà¼òñÿ
îäíèì èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, í àðÿäó ñ íåéðîííû-
ìè ñåòÿìè è ìàøèíàìè îïîðíûõ âåêòîðîâ. Îñíîâíûå ïðè÷èíû � ïð îñòîòà, óíèâåð-
ñàëüíîñòü, ãèáêîñòü (âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìî äèôèêàöèé), è, ãëàâíîå,
íåîæèäàííî âûñîêàÿ îáîáùàþùàÿ ñïîñîáíîñòü.

Áóñòèíã íàä ðåøàþùèìè äåðåâüÿìè ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç íàèáîëå å ýôôåêòèâíûõ
ìåòîäîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ êà÷åñòâà êëàññèôèêàöèè. Âî ìíîãèõ ýê ñïåðèìåíòàõ íàáëþ-
äàëîñü ïðàêòè÷åñêè íåîãðàíè÷åííîå óìåíüøåíèå ÷àñòîòû îøè áîê íà íåçàâèñèìîé
òåñòîâîé âûáîðêå ïî ìåðå íàðàùèâàíèÿ êîìïîçèöèè. Áîëåå òîã î, êà÷åñòâî íà òåñòî-
âîé âûáîðêå ÷àñòî ïðîäîëæàëî óëó÷øàòüñÿ äàæå ïîñëå äîñòèæå íèÿ áåçîøèáî÷íîãî
ðàñïîçíàâàíèÿ âñåé îáó÷àþùåé âûáîðêè [ 22]. Ýòî ïåðåâåðíóëî ñóùåñòâîâàâøèå äîë-
ãîå âðåìÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî äëÿ ïîâûøåíèÿ îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè íåîá-
õîäèìî îãðàíè÷èâàòü ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ. Íà ïðèìåðå áóñò èíãà ñòàëî ïîíÿòíî,



17

÷òî õîðîøèì êà÷åñòâîì ìîãóò îáëàäàòü ñêîëü óãîäíî ñëîæíûå ê îìïîçèöèè, åñëè èõ
¾ïðàâèëüíî íàñòðàèâàòü¿.

Âïîñëåäñòâèè ôåíîìåí áóñòèíãà ïîëó÷èë òåîðåòè÷åñêîå îáîñ íîâàíèå. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî âçâåøåííîå ãîëîñîâàíèå íå óâåëè÷èâàåò ýôôåêòèâí óþ ñëîæíîñòü àëãîðèò-
ìà, à ëèøü ñãëàæèâàåò îòâåòû áàçîâûõ àëãîðèòìîâ. Êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè îáîáùà-
þùåé ñïîñîáíîñòè áóñòèíãà ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ îòñòóï à [17]. Ýôôåêòèâíîñòü
áóñòèíãà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïî ìåðå äîáàâëåíèÿ áàçîâûõ àë ãîðèòìîâ óâåëè÷èâà-
þòñÿ îòñòóïû îáó÷àþùèõ îáúåêòîâ M i = yi a(x i ). Ïðè÷¼ì áóñòèíã ïðîäîëæàåò ¾ðàç-
äâèãàòü¿ êëàññû äàæå ïîñëå äîñòèæåíèÿ áåçîøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè îáó÷àþùåé
âûáîðêè.

Ê ñîæàëåíèþ, òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè [17] äàþò ëèøü
êà÷åñòâåííîå îáîñíîâàíèå ôåíîìåíó áóñòèíãà. Õîòÿ îíè ñóùå ñòâåííî òî÷íåå áîëåå
îáùèõ îöåíîê Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà [ 42], âñ¼ æå îíè ñèëüíî çàâûøåíû, è òðåáóåìàÿ
äëèíà îáó÷àþùåé âûáîðêè îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà 104 : : : 106.

Áîëåå îñíîâàòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî èíîãäà áóñ òèíã âñ¼ æå ïåðå-
îáó÷àåòñÿ [35, 34]. Ïî ìíåíèþ àâòîðà ñòàòüè [ 24] ïðè÷èíû ýôôåêòèâíîñòè áóñòèíãà
äî êîíöà åù¼ íå ïîíÿòû è åãî äàëüíåéøåå óëó÷øåíèå îñòà¼òñÿ îò êðûòîé ïðîáëåìîé.

Äîñòîèíñòâà AdaBoost.

� Õîðîøàÿ îáîáùàþùàÿ ñïîñîáíîñòü. Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ (íå âñå ãäà, íî ÷àñòî)
óäà¼òñÿ ñòðîèòü êîìïîçèöèè, ïðåâîñõîäÿùèå ïî êà÷åñòâó áàç îâûå àëãîðèòìû.
Îáîáùàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ìîæåò óëó÷øàòüñÿ (â íåêîòîðûõ çàäà ÷àõ) ïî ìåðå
óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà áàçîâûõ àëãîðèòìîâ.

� Ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè.

� Ñîáñòâåííûå íàêëàäíûå ðàñõîäû áóñòèíãà íåâåëèêè. Âðåìÿ ïî ñòðîåíèÿ êîìïî-
çèöèè ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì îáó÷åí èÿ áàçîâûõ àëãî-
ðèòìîâ.

� Âîçìîæíîñòü èäåíòèôèöèðîâàòü îáúåêòû, ÿâëÿþùèåñÿ øóìîâû ìè âûáðîñàìè.
Ýòî íàèáîëåå ¾òðóäíûå¿ îáúåêòû x i , äëÿ êîòîðûõ â ïðîöåññå íàðàùèâàíèÿ êîì-
ïîçèöèè âåñà wi ïðèíèìàþò íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ.

Íåäîñòàòêè AdaBoost.

� AdaBoost ñêëîíåí ê ïåðåîáó÷åíèþ ïðè íàëè÷èè çíà÷èòåëüíîãî óðîâíÿ øóìà
â äàííûõ. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü ñëèøêîì ñèëüíî ó âåëè÷èâàåò âå-
ñà ¾íàèáîëåå òðóäíûõ¿ îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ îøèáàþòñÿ ìíîãè å áàçîâûå àë-
ãîðèòìû. Îäíàêî èìåííî ýòè îáúåêòû ÷àùå âñåãî îêàçûâàþòñÿ ø óìîâûìè âû-
áðîñàìè. Â ðåçóëüòàòå AdaBoost íà÷èíàåò íàñòðàèâàòüñÿ íà øóì, ÷òî âåä¼ò
ê ïåðåîáó÷åíèþ. Ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ïóò¼ì óäàëåíèÿ âûáðîñîâ èëè ïðèìåíå-
íèÿ ìåíåå ¾àãðåññèâíûõ¿ ôóíêöèé ïîòåðü. Â ÷àñòíîñòè, àëãîð èòì LogitBoost
èñïîëüçóåò ëîãèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ [ 23].

� AdaBoost òðåáóåò äîñòàòî÷íî äëèííûõ îáó÷àþùèõ âûáîðîê. Äð óãèå ìåòîäû
ëèíåéíîé êîððåêöèè, â ÷àñòíîñòè, áýããèíã, ñïîñîáíû ñòðîèò ü àëãîðèòìû ñîïî-
ñòàâèìîãî êà÷åñòâà ïî ìåíüøèì âûáîðêàì äàííûõ.
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� Æàäíàÿ ñòðàòåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîáàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ
íåîïòèìàëüíîãî íàáîðà áàçîâûõ àëãîðèòìîâ. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ê îìïîçèöèè ìîæ-
íî ïåðèîäè÷åñêè âîçâðàùàòüñÿ ê ðàíåå ïîñòðîåííûì àëãîðèòì àì è îáó÷àòü èõ
çàíîâî. Äëÿ óëó÷øåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ � t ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü èõ åù¼ ðàç
ïî îêîí÷àíèè ïðîöåññà áóñòèíãà ñ ïîìîùüþ êàêîãî-íèáóäü ñòà íäàðòíîãî ìåòîäà
ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè. Ðåêîìåíäóå òñÿ èñïîëüçîâàòü
äëÿ ýòîé öåëè SVM � ìàøèíû îïîðíûõ âåêòîðîâ [ 43].

� Áóñòèíã ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîñòðîåíèþ ãðîìîçäêèõ êîìïîçèöè é, ñîñòîÿùèõ
èç ñîòåí àëãîðèòìîâ. Òàêèå êîìïîçèöèè èñêëþ÷àþò âîçìîæíîñ òü ñîäåðæàòåëü-
íîé èíòåðïðåòàöèè, òðåáóþò áîëüøèõ îáú¼ìîâ ïàìÿòè äëÿ õðàí åíèÿ áàçîâûõ
àëãîðèòìîâ è ñóùåñòâåííûõ çàòðàò âðåìåíè íà âû÷èñëåíèå êëà ññèôèêàöèé.

Ÿ1.3 Ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êîìïîçèöèé

1.3.1 Áýããèíã è ìåòîä ñëó÷àéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Áàçîâûå àëãîðèòìû, ñîñòàâëÿþùèå ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ, äîë æíû áûòü â äî-
ñòàòî÷íîé ñòåïåíè ðàçëè÷íûìè, ÷òîáû èõ ïîãðåøíîñòè êîìïåí ñèðîâàëè äðóã äðóãà.
Íåò íèêàêîãî ñìûñëà ñêëàäûâàòü îäèíàêîâûå (èëè ïî÷òè îäèíà êîâûå) àëãîðèòìû.

Â áóñòèíãå è äðóãèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ àëãîðèòìàõ ðàçëè÷íîñ òü äîñòèãàåòñÿ
áëàãîäàðÿ ïåðåñ÷¼òó âåñîâ îáúåêòîâ. Íî âîçìîæíà è äðóãàÿ ñò ðàòåãèÿ ïîâûøåíèÿ
ðàçëè÷íîñòè, êîãäà áàçîâûå àëãîðèòìû íàñòðàèâàþòñÿ íåçàâ èñèìî äðóã îò äðóãà
íà ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ïîäìíîæåñòâàõ îáó÷àþùåé âûáîðêè, ëè áî íà ðàçëè÷íûõ
ñëó÷àéíûõ ïîäìíîæåñòâàõ ïðèçíàêîâ. Åù¼ îäèí ñïîñîá îáåñïå ÷èòü ðàçëè÷íîñòü �
âûáèðàòü ñëó÷àéíûå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ïðè îïòèìèçàöèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
(îáû÷íî òàê ïîñòóïàþò ïðè íàñòðîéêå íåéðîííûõ ñåòåé), ëèáî ïðèìåíÿòü ñòîõàñòè÷å-
ñêèå àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè. Ïîëó÷åííûå áàçîâûå àëãîðèòìû îáúåäèíÿþòñÿ â êîì-
ïîçèöèþ ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî èëè âçâåøåííîãî ãîëîñîâàíèÿ. Â ñ ëó÷àå âçâåøåííîãî
ãîëîñîâàíèÿ äëÿ íàñòðîéêè êîýôôèöèåíòîâ � t ïðèìåíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå ëèíåéíûå
ìåòîäû.

Áýããèíã. Ìåòîä áýããèíãà(bagging, bootstrap aggregation) áûë ïðåäëîæåí Ë. Áðåé-
ìàíîì â 1996 ãîäó [ 18]. Èç èñõîäíîé îáó÷àþùåé âûáîðêè äëèíû ` ôîðìèðóþòñÿ
ðàçëè÷íûå îáó÷àþùèå ïîäâûáîðêè òîé æå äëèíû ` ñ ïîìîùüþ áóòñòðåïà � ñëó÷àé-
íîãî âûáîðà ñ âîçâðàùåíèÿìè. Ïðè ýòîì íåêîòîðûå îáúåêòû ïîï àäàþò â ïîäâûáîðêó
ïî íåñêîëüêî ðàç, íåêîòîðûå � íè ðàçó. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äî ëÿ îáúåêòîâ, îêà-
çàâøèõñÿ â êàæäîé ïîäâûáîðêå, ñòðåìèòñÿ ê 1 � e� 1 � 0:632 ïðè ` ! 1 . Áàçîâûå
àëãîðèòìû, îáó÷åííûå ïî ïîäâûáîðêàì, îáúåäèíÿþòñÿ â êîìïî çèöèþ ñ ïîìîùüþ
ïðîñòîãî ãîëîñîâàíèÿ.

Ýôôåêòèâíîñòü áýããèíãà îáúÿñíÿåòñÿ äâóìÿ îáñòîÿòåëüñòâàìè. Âî-ïåðâûõ,
áëàãîäàðÿ ðàçëè÷íîñòè áàçîâûõ àëãîðèòìîâ, èõ îøèáêè âçàèì íî êîìïåíñèðóþòñÿ
ïðè ãîëîñîâàíèè. Âî-âòîðûõ, îáúåêòû-âûáðîñû ìîãóò íå ïîïà äàòü â íåêîòîðûå îáó-
÷àþùèå ïîäâûáîðêè. Òîãäà àëãîðèòì, ïîñòðîåííûé ïî ïîäâûáî ðêå, ìîæåò îêàçàòüñÿ
òî÷íåå àëãîðèòìà, ïîñòðîåííîãî ïî ïîëíîé âûáîðêå.

Áýããèíã îñîáåííî ýôôåêòèâåí íà ìàëûõ âûáîðêàõ, êîãäà èñêëþ ÷åíèå äàæå
íåáîëüøîé äîëè îáó÷àþùèõ îáúåêòîâ ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ ñó ùåñòâåííî ðàçëè÷-
íûõ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ. Â ñëó÷àå ñâåðõáîëüøèõ èçáûòî÷íûõ â ûáîðîê ïðèõîäèòñÿ
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Àëãîðèòì 1.6. Áýããèíã è RSM

Ïàðàìåòðû:
`0 � äëèíà îáó÷àþùèõ ïîäâûáîðîê;
n0 � äëèíà ïðèçíàêîâîãî ïîäîïèñàíèÿ;
"1 � ïîðîã êà÷åñòâà áàçîâûõ àëãîðèòìîâ íà îáó÷åíèè;
"2 � ïîðîã êà÷åñòâà áàçîâûõ àëãîðèòìîâ íà êîíòðîëå;

1: äëÿ âñåõ t = 1; : : : ; T, ïîêà íå âûïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâà
2: U := ñëó÷àéíîå ïîäìíîæåñòâî X ` äëèíû `0;
3: G := ñëó÷àéíîå ïîäìíîæåñòâî F äëèíû n0;
4: bt := � (G; U);
5: åñëè Q(bt ; U) > " 1 èëè Q(bt ; X ` n U) > " 2 òî
6: íå âêëþ÷àòü bt â êîìïîçèöèþ;

ñòðîèòü ïîäâûáîðêè ìåíüøåé äëèíû `0 � `, ïðè ýòîì âîçíèêàåò çàäà÷à ïîäáîðà
îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ `0.

RSM. Â ìåòîäå ñëó÷àéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (random subspace method, RSM) áà-
çîâûå àëãîðèòìû îáó÷àþòñÿ íà ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâàõ ïðèç íàêîâîãî îïèñàíèÿ,
êîòîðûå òàêæå âûäåëÿþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì [ 39]. Ýòîò ìåòîä ïðåäïî÷òèòåëåí
â çàäà÷àõ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïðèçíàêîâ è îòíîñèòåëüíî íåáîëüø èì ÷èñëîì îáúåêòîâ,
à òàêæå ïðè íàëè÷èè èçáûòî÷íûõ íåèíôîðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ àë-
ãîðèòìû, ïîñòðîåííûå ïî ÷àñòè ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ, ìîãó ò îêàçûâàòüñÿ òî÷íåå
àëãîðèòìîâ, ïîñòðîåííûõ ïî âñåì ïðèçíàêàì.

Îáîáùåíèå áýããèíãà è RSM ïðèâîäèò ê Àëãîðèòìó 1.6. Ïóñòü îáúåêòû îïèñû-
âàþòñÿ íàáîðîì ïðèçíàêîâ F = f f 1; : : : ; f ng è ìåòîä îáó÷åíèÿ � (G; U) ñòðîèò àëãî-
ðèòìè÷åñêèé îïåðàòîð ïî îáó÷àþùåé ïîäâûáîðêå U � X ` , èñïîëüçóÿ òîëüêî ÷àñòü
ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ G � F . ×èñëà `0 = jUj 6 ` è n0 = jGj 6 n ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåò-
ðàìè ìåòîäà. Àëãîðèòì 1.6 ñîîòâåòñòâóåò áýããèíãó ïðèG = F , è ìåòîäó ñëó÷àéíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ ïðè U = X ` .

Øàãè 5�6 îñóùåñòâëÿþò ôèëüòðàöèþ íåóäà÷íûõ áàçîâûõ àëãîðè òìîâ. Áàçî-
âûé àëãîðèòì bt ïðèçíà¼òñÿ íåóäà÷íûì, åñëè åãî êà÷åñòâî íà îáó÷àþùåé ïîäâû áîð-
êå õóæå çàäàííîãî ïîðîãà "1, ëèáî êà÷åñòâî íà êîíòðîëüíûõ äàííûõ X ` nU õóæå"2.
Ýòî ìîæåò ïðîèñõîäèòü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â îáó÷àþùåé âûáîð êå ñëó÷àéíî îêà-
çàëîñü ñëèøêîì ìíîãî øóìîâûõ âûáðîñîâ, èëè ñðåäè ïðèçíàêîâ îêàçàëîñü ñëèøêîì
ìàëî èíôîðìàòèâíûõ.

Íè îäèí èç ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ êîìïîçèöèé íå ÿâëÿåò ñÿ îäíîçíà÷íî
ëó÷øèì. Êàê îáû÷íî, äëÿ êàæäîãî ìåòîäà ìîæíî íàéòè ïðèêëàäí ûå çàäà÷è, íà êî-
òîðûõ îí ïðåâîñõîäèò îñòàëüíûå. Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå âûâîäû , âûòåêàþùèå èç ýì-
ïèðè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ áóñòèíãà, áýããèíãà è RSM [39].

� Áóñòèíã ðàáîòàåò ëó÷øå íà áîëüøèõ îáó÷àþùèõ âûáîðêàõ. Ïðè ý òîì îí ëó÷øå
âîñïðîèçâîäèò ãðàíèöû êëàññîâ ñëîæíîé ôîðìû.

� Áýããèíã è RSM ïðåäïî÷òèòåëüíû äëÿ êîðîòêèõ îáó÷àþùèõ âûáîðî ê.
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� RSM áåçóñëîâíî ïðåäïî÷òèòåëüíåå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðèçíà êîâ áîëüøå, ÷åì
îáúåêòîâ è/èëè êîãäà ñðåäè ïðèçíàêîâ ìíîãî íåèíôîðìàòèâíû õ.

� Áýããèíã è RSM äîïóñêàþò ýôôåêòèâíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå, â òî âðåìÿ êàê
áóñòèíã âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãî ïîñëåäîâàòåëüíî.

1.3.2 Êîîïåðàòèâíàÿ êîýâîëþöèÿ

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îáúåêòû îïèñ ûâàþòñÿ íàáî-
ðîì ïðèçíàêîâ F = f f 1; : : : ; f ng, è çàäàí ìåòîä îáó÷åíèÿ � , ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü
áàçîâûå àëãîðèòìû b = � (G; U) ïî ðàçëè÷íûì ïîäâûáîðêàì U � X ` è ðàçëè÷íûì
÷àñòÿì ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ G � F .

Îáùàÿ èäåÿ ïðèìåíåíèÿ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ äëÿ ãëîáàëüíîé îïòèìèçà-
öèè ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà Q(a) â íåêîòîðîì ñëîæíî óñòðîåííîì ïðîñòðàíñòâå a 2 A
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ôîðìèðóåòñÿ ïîïóëÿöèÿ èíäèâèäîâ � êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî �( t) � A. Íàä íèìè ïðîèçâîäÿòñÿ ãåíåòè÷åñêèå îïåðàöèè, ïîðîæäàþùå å íîâîå
ïîêîëåíèå èíäèâèäîâ. Îáû÷íî ýòî áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ðåêîìáè íàöèè (ñêðåùèâàíèÿ)
è óíàðíàÿ � ìóòàöèè. Èç áîëüøîãî ÷èñëà ïîðîæä¼ííûõ èíäèâèäî â â ñëåäóþùåå
ïîêîëåíèå �( t + 1) îòáèðàþòñÿ òîëüêî íàèáîëåå àäàïòèâíûå � íàèëó÷øèå ñ òî÷êè
çðåíèÿ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà Q(a). Ýâîëþöèîííûé ïðîöåññ ñìåíû ïîêîëåíèé îñòà-
íàâëèâàåòñÿ, êîãäà êà÷åñòâî ëó÷øåãî èíäèâèäà ïåðåñòà¼ò óëó÷øàòüñÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìïîçèöèè îáó÷àåìûõ àëãîðèòìîâ õîðîøî ïîä õîäèò ñïåöèôè-
÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè, íàçûâàåìàÿ êîîïåðàòèâíîé êîýâîëþöèåé [33]. Êàê âñÿêèé
ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì, îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòåðàöèîííû é ïðîöåññ ñìåíû ïîêî-
ëåíèé, ñì. Àëãîðèòì 1.7.

Èíèöèàëèçàöèÿ íóëåâîãî ïîêîëåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì.
Íà t-ì ïîêîëåíèè ñòðîèòñÿ íå îäíà, à p(t) ïîïóëÿöèé � 1(t); : : : ; � p(t )(t). Êàæ-

äàÿ ïîïóëÿöèÿ � j (t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî èíäèâèäîâ. Êàæäûé èíäèâèä
êîäèðóåòñÿ (` + n)-ìåðíûì áèíàðíûì âåêòîðîì, ñîñòàâëåííûì èç õàðàêòåðèñòè÷ å-
ñêèõ âåêòîðîâ ïîäìíîæåñòâà îáúåêòîâ X 0 � f x1; : : : ; x`g è ïîäìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ
G0 � f g1; : : : ; gng. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó èíäèâèäó vj 2 � j (t) ñîîòâåòñòâóåò ïà-
ðà ïîäìíîæåñòâ (G0; X 0), ê êîòîðîé ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä îáó÷åíèÿ è ïîëó÷èòü
áàçîâûé àëãîðèòì bj = � (G0; X 0) � � (vj ).

Äëÿ îöåíêè àäàïòèâíîñòè (�tness) èíäèâèäà vj âû÷èñëÿåòñÿ îöåíêà êà÷åñòâà
êîìïîçèöèè, â êîòîðîé íà j -ì ìåñòå ñòîèò àëãîðèòì bj , íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ � íàè-
áîëåå àäàïòèâíûå àëãîðèòìû b�

s, âçÿòûå ïî îäíîìó èç êàæäîé ïîïóëÿöèè � s(t), s 6= j :

' (vj ) = Q
�
F (b�

1; : : : ; b�
j � 1; � (vj ); b�

j +1 ; : : : ; b�
p(t )); X `

�
;

Àäàïòèâíîñòü îöåíèâàåòñÿ äëÿ êàæäîãî èíäèâèäà â êàæäîé ïîï óëÿöèè.
Çàòåì ïðîèçâîäèòñÿ ñåëåêöèÿ èíäèâèäîâ. Â êàæäîé ïîïóëÿöèè îòáèðàåòñÿ îãðà-

íè÷åííîå êîëè÷åñòâî íàèáîëåå àäàïòèâíûõ èíäèâèäîâ. Ê íèì ï ðèìåíÿþòñÿ ãåíåòè÷å-
ñêèå îïåðàöèè ðåêîìáèíàöèè (crossover), ìóòàöèè è ñåëåêöèè, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ
ïîðîæäàåòñÿ íîâîå ïîêîëåíèå � j (t + 1) , j = 1; : : : ; p(t). Èç êàæäîãî ïîêîëåíèÿ t îò-
áèðàåòñÿ è çàïîìèíàåòñÿ ëó÷øàÿ êîìïîçèöèÿ âèäà F (b1; : : : ; bp(t )).

Â ìîìåíò ñìåíû ïîêîëåíèé ìîæåò ïðèíèìàòüñÿ ðåøåíèå îá óâåëè ÷åíèè
èëè óìåíüøåíèè ÷èñëà ïîïóëÿöèé. Åñëè ïîïóëÿöèÿ äà¼ò ñëèøêî ì ìàëûé âêëàä
â êîìïîçèöèþ â òå÷åíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà ïîêîëåíèé, òî îíà óä àëÿåòñÿ. Åñëè ïðî-
öåññ ýâîëþöèè âîøåë â ñîñòîÿíèå ñòàãíàöèè, òî åñòü êà÷åñòâîëó÷øèõ êîìïîçèöèé
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Àëãîðèòì 1.7. Êîýâîëþöèîííîå îáó÷åíèå àëãîðèòìè÷åñêîé êîìïîçèöèè CCEL

Âõîä:
Tmax � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîêîëåíèé;
N0 � ðàçìåð îñíîâíîé ïîïóëÿöèè;
N1 � ðàçìåð ïðîìåæóòî÷íîé ïîïóëÿöèè;
N2 � ðàçìåð ýëèòû, ïåðåõîäÿùåé â ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå áåç èçìåí åíèé;

Âûõîä:
êîìïîçèöèÿ a = F (b1; : : : ; bp);

1: íà÷àëüíîå ÷èñëî ïîïóëÿöèé: p(1) := 1 ;
2: ñîçäàòü ïîïóëÿöèþ: � 1(1) := Èíèöèàëèçàöèÿ(N0);
3: äëÿ âñåõ ïîêîëåíèé t := 1; : : : ; Tmax

4: äëÿ âñåõ ïîïóëÿöèé � j (t), j := 1; : : : ; p(t)
5: ïîðîäèòü ïðîìåæóòî÷íóþ ïîïóëÿöèþ:

� 0
j := Ðåêîìáèíàöèÿ (� j (t); N1);

� 00
j := Ìóòàöèÿ(� 0

j ) [ Ñåëåêöèÿ(� j (t); N2);
6: äëÿ âñåõ vj 2 � 00

j
7: îöåíèòü àäàïòèâíîñòü èíäèâèäà ' (vj );
8: Qt := min f Qt ; ' (vj )g;
9: çàïîìíèòü ëó÷øåãî èíäèâèäà â ïîïóëÿöèè:

v�
j := arg min

v2 � 00
j

' (v); b�
j := � (v�

j );

10: îòîáðàòü ëó÷øèõ èíäèâèäîâ â ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå:
� j (t + 1) := Ñåëåêöèÿ(� 00

j ; N0);
11: åñëè Âêëàä(� j ) < � òî
12: óäàëèòü ïîïóëÿöèþ � j ; p(t + 1) := p(t) � 1;
13: åñëè Ñòàãíàöèÿ(Q; t) òî
14: p(t + 1) := p(t) + 1 ; äîáàâèòü � p(t+1) (t + 1) := Èíèöèàëèçàöèÿ(N0);
15: åñëè Îñòàíîâ (Q; t) òî
16: âûõîä ;
17: âåðíóòü êîìïîçèöèþ F

�
b�

1; : : : ; b�
p(t )

�
, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ min

t
Qt .

ïåðåñòàëî çàìåòíî èçìåíÿòüñÿ, òî ñîçäà¼òñÿ íîâàÿ ïîïóëÿöè ÿ. Åñëè è ýòè ìåðû íå ïî-
ìîãàþò âûéòè èç ñòàãíàöèè, òî ïðîöåññ ýâîëþöèè îñòàíàâëèâà åòñÿ.

Îñíîâíîå îòëè÷èå êîîïåðàòèâíîé êîýâîëþöèè îò ñòàíäàðòíûõ ãåíåòè÷åñêèõ àë-
ãîðèòìîâ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ àäàïòèâíîñòè îöåíèâàåò íå êà÷åñ òâî àëãîðèòìà bj â îò-
äåëüíîñòè, à åãî ïîëåçíîñòü äëÿ êîìïîçèöèè. Â õîäå ýâîëþöèè áàçîâûå àëãîðèòìû
îáó÷àþòñÿ êîîïåðèðîâàòü äðóã ñ äðóãîì ñ öåëüþ íàèëó÷øåãî ðå øåíèÿ ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ïîïóëÿöèÿ (ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé á àçîâûé àëãîðèòì)
ñïåöèàëèçèðóåòñÿ â ñâîåé îáëàñòè îáúåêòîâ è â ñâî¼ì ïîäïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ.

Îïèñàííûé ìåòîä ïîëó÷èë íàçâàíèå CCEL � Cooperative Coevol ution Ensemble
Learner [3]. Îí èìååò áîëüøîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ è áîëüøóþ ñâîáîäó âûáîð à ðàçëè÷-
íûõ ýâðèñòèê. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç íèõ áîëåå ïîäðîáíî.

Èíèöèàëèçàöèÿ(N0) � ïðîöåäóðà, ñîçäàþùàÿ N0 èíäèâèäîâ. Êàæäûé èíäèâèä
ôîðìèðóåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Äëÿ ýòîãî çàäàþòñÿ äâà ïàðà ìåòðà � âåðîÿòíîñòü
âêëþ÷åíèÿ îáúåêòà qX è âåðîÿòíîñòü âêëþ÷åíèÿ ïðèçíàêà qG.
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Ñåëåêöèÿ(� ; N ) � ãåíåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, îòáèðàþùàÿ N íàèáîëåå àäàïòèâíûõ
èíäèâèäîâ ïîïóëÿöèè � . Â ìåòîäå CCEL îíà èñïîëüçóåòñÿ äâàæäû. Íà øàãå 5 � äëÿ
ïåðåíîñà ëó÷øèõ èíäèâèäîâ ( ýëèòû ) èç ïîïóëÿöèè ðîäèòåëåé â ïîïóëÿöèþ ïîòîìêîâ.
Íà øàãå 11 � äëÿ åñòåñòâåííîãî îòáîðà, ïðè êîòîðîì èç N1 ïîòîìêîâ òîëüêî N0

ëó÷øèõ ïåðåíîñÿòñÿ â ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå.
Ðåêîìáèíàöèÿ (� ; N1) � ãåíåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, ïîðîæäàþùàÿ N1 íîâûõ èíäè-

âèäîâ ïóò¼ì ïîïàðíîãî ñêðåùèâàíèÿ èíäèâèäîâ ïîïóëÿöèè � . Ðîäèòåëüñêèå ïàðû
âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, âîçìîæíî, ñ ïîîùðåíèåì íàèá îëåå àäàïòèâíûõ èí-
äèâèäîâ. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïîòîìêà â ìåòîäå CCEL èñïîëüçóåò ñÿ òàê íàçûâàåìûé
ðàâíîìåðíûé êðîññèíãîâåð (uniform crossover) � êàæäûé áèò ïîòîìêà ðàâíîâåðîÿòíî
âûáèðàåòñÿ ó îäíîãî èç ðîäèòåëåé.

Ìóòàöèÿ(�) � ãåíåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, ïðîèçâîäÿùàÿ ñëó÷àéíûå èçìåíåíè ÿ
â èíäèâèäàõ ïîïóëÿöèè � . Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà àëãîðèòìà çàäà¼òñÿ âåðîÿòíîñòü
èíâåðñèè áèòà â áèíàðíîì êîäå èíäèâèäà.

Âêëàä(� j ) � ôóíêöèÿ, îöåíèâàþùàÿ âêëàä ïîïóëÿöèè � j â êîìïîçèöèþ. Ïðè
èñïîëüçîâàíèè ïðîâåðêè èçúÿòèåì ñòðîÿòñÿ äâå êîìïîçèöèè � ñ ó÷àñòèåì è áåç ó÷à-
ñòèÿ j -ãî áàçîâîãî àëãîðèòìà. Ñîîòâåòñòâåííî, âû÷èñëÿþòñÿ îöåí êè èõ êà÷åñòâà:Qjt

è �Qjt . Âêëàä j -é ïîïóëÿöèè âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñðåäíÿÿ ðàçíîñòü ýòèõ îöåíîê ç à ïî-
ñëåäíèå d èòåðàöèé: 1

d

P t
� = t � d+1

� �Qj� � Qj�
�
. Åñëè âêëàä ñëèøêîì ìàë, ïîïóëÿöèÿ

öåëèêîì óäàëÿåòñÿ. Ìåòîä ïðîâåðêè èçúÿòèåì � íàä¼æíûé, íî ð åñóðñî¼ìêèé. Âîç-
ìîæåí àëüòåðíàòèâíûé ïðè¼ì: åñëè ñòðîèòñÿ ëèíåéíàÿ êîððåê òèðóþùàÿ îïåðàöèÿ,
òî âêëàä ìîæíî îöåíèâàòü êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå âåñà j -ãî áàçîâîãî àëãîðèòìà çà ïî-
ñëåäíèå d èòåðàöèé:1

d

P t
� = t � d+1 � j (� ). Åñëè ýòî çíà÷åíèå îêàæåòñÿ ìåíüøå çàäàííîãî

äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïîðîãà, ïîïóëÿöèÿ öåëèêîì óäàëÿåòñÿ.
Ñòàãíàöèÿ(Q; t) � êðèòåðèé, ïðîâåðÿþùèé íàñòóïëåíèå ñòàãíàöèè â ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè Q = f Qtg â ìîìåíò âðåìåíè t. Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü îòñóòñòâèå
çàìåòíûõ óëó÷øåíèé êà÷åñòâà íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ d ïîêîëåíèé: Qt � d � Qt < " ,
ãäå d, " � ïàðàìåòðû àëãîðèòìà. Ïðè íàñòóïëåíèè ñòàãíàöèè ñîçäà¼òñ ÿ íîâàÿ ïî-
ïóëÿöèÿ, â íàäåæäå íà òî, ÷òî óâåëè÷åíèå ñëîæíîñòè êîìïîçèö èè ñìîæåò ïðèâåñòè
ê óëó÷øåíèþ å¼ êà÷åñòâà.

Îñòàíîâ (Q; t) � êðèòåðèé îñòàíîâà, ïðîâåðÿþùèé íàñòóïëåíèå äëèòåëüíîé
ñòàãíàöèè ïî óñëîâèþ: Qt � D � Qt < " , ãäå D � d � ïàðàìåòð àëãîðèòìà. Äîëæ-
íî ñîñòîÿòüñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå íåñêîëüêî áåçóñïåøíûõ ïîïûòî ê äîáàâèòü åù¼ îäíó
ïîïóëÿöèþ, ïðåæäå ÷åì ñòàíåò ÿñíî, ÷òî äàëüíåéøåå èçìåíåíè å ñòðóêòóðû êîìïî-
çèöèè íå ñïîñîáíî å¼ óëó÷øèòü.

Ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà CCEL.

� Ýêñïåðèìåíòû íà ðåàëüíûõ äàííûõ ïîêàçàëè, ÷òî êà÷åñòâî êëà ññèôèêàöèè
(îáîáùàþùàÿ ñïîñîáíîñòü) CCEL íå õóæå, ÷åì ó áóñòèíãà èëè áý ããèíãà [3, 27].

� CCEL ñòðîèò î÷åíü êîðîòêèå êîìïîçèöèè. Êàê ïðàâèëî, îò 3 äî 6 áàçîâûõ
àëãîðèòìîâ áûâàåò äîñòàòî÷íî, òîãäà êàê áóñòèíã è áýããèíã í àáèðàþò ñîòíè
àëãîðèòìîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ ñîïîñòàâèìîãî êà÷åñòâà.

� CCEL ïðèìåíèì ê ëþáûì áàçîâûì àëãîðèòìàì è ìåòîäàì èõ îáó÷åí èÿ.

� Àâòîìàòè÷åñêè îòáèðàþòñÿ èíôîðìàòèâíûå îáúåêòû è ïðèçíàê è, ÷òî äà¼ò äî-
ïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ ïîíèìàíèÿ çàäà÷è.
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� Ïðîöåññ îáó÷åíèÿ CCEL ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì ñ ïðîèçâîëüíûì âðåìåíåì ðà-
áîòû (anytime algorithm). Îáó÷åíèå ìîæåò áûòü â ëþáîé ìîìåíò ïðå ðâàíî äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ëó÷øåé èç íàéäåííûõ êîìïîçèöèé, è âíîâü âîçîáíîâ ëåíî äëÿ ïîèñêà
åù¼ ëó÷øåãî ðåøåíèÿ. Ïðèìåíåíèå òàêèõ àëãîðèòìîâ ïðåäïî÷ò èòåëüíî â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà èìååòñÿ ïðîñòàèâàþùèé âû÷èñëèòåëüíûé ðåñóðñ.

Íåäîñòàòêè ìåòîäà CCEL.

� Ìåòîä CCEL ñëîæåí äëÿ ðåàëèçàöèè è èìååò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ,
êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ çàäàâàòü èç ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.

� Åñëè íå èñïîëüçîâàòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, CCEL ðàáîòàåò î÷åíü äîëãî. Ïðàê-
òè÷åñêè ïðèìåíèìûìè îêàçûâàþòñÿ òîëüêî î÷åíü ïðîñòûå è áûñ òðûå ìåòîäû
îáó÷åíèÿ � , íàïðèìåð, íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð (ñòð. ??).

Ÿ1.4 Êâàçèëèíåéíûå êîìïîçèöèè (ñìåñè àëãîðèòìîâ)

Ëèíåéíûå êîððåêòèðóþùèå îïåðàöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì îá îáùàþòñÿ íà òîò
ñëó÷àé, êîãäà âåñà áàçîâûõ àëãîðèòìîâ íå ïîñòîÿííû è çàâèñÿ ò îò ïîëîæåíèÿ îáú-
åêòàx â ïðîñòðàíñòâå X .

Ïîñòàâèì êàæäîìó áàçîâîìó àëãîðèòìó bt (x) â ñîîòâåòñòâèåôóíêöèþ êîìïå-
òåíòíîñòè gt (x), ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [0; 1]. Îïðåäåëèì êîìïîçèöèþ
òàê, ÷òîáû îòâåò áàçîâîãî àëãîðèòìà bt (x) íà îáúåêòå x ó÷èòûâàëñÿ ñ âåñîì gt (x).

Îïð. 1.2. Êâàçèëèíåéíàÿ êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ åñòü ôóíêöèÿ F : R2T ! R,

F
�
b1; : : : ; bT ; g1; : : : ; gT

�
=

TX

t=1

gtbt : (1.11)

Ñîîòâåòñòâåííî, àëãîðèòìè÷åñêàÿ êîìïîçèöèÿ èìååò âèä

a(x) = C
� TX

t=1

gt (x)bt (x)
�

;

ãäåC � ôèêñèðîâàííîå ðåøàþùåå ïðàâèëî. ×åì áîëüøå çíà÷åíèå gt (x), òåì ñ á�îëü-
øèì âåñîì ó÷èòûâàåòñÿ îòâåò àëãîðèòìà bt (x) íà îáúåêòå x. Ìíîæåñòâî


 t =
�

x 2 X : gt (x) > gs(x); s = 1; : : : ; T; s 6= t
	

íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ êîìïåòåíòíîñòè áàçîâîãî àëãîðèòìà bt (x).
Îñíîâíàÿ èäåÿ ñìåñåé çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè ïðèíöèïà ¾ðà çäåëÿé è âëàñò-

âóé¿. Èñïîëüçóÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûå áàçîâûå àëãîðèòìû bt (x) è ôóíêöèè êîìïåòåíò-
íîñòè gt (x), ìîæíî âîññòàíàâëèâàòü äîâîëüíî ñëîæíûå çàâèñèìîñòè.

Ïîíÿòèå îáëàñòè êîìïåòåíòíîñòè áûëî ââåäåíî Ðàñòðèãèíûì â [10]. Â àíãëî-
ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå êîìïîçèöèè âèäà ( 1.11) ïðèíÿòî íàçûâàòü ñìåñÿìè ýêñïåðòîâ
(mixture of experts, ME), áàçîâûå àëãîðèòìû � ýêñïåðòàìè , ôóíêöèè êîìïåòåíòíî-
ñòè � øëþçàìè (gates) [ 16]. Øëþçû îïðåäåëÿþò, ê êàêèì ýêñïåðòàì äîëæåí áûòü
íàïðàâëåí îáúåêò x. Ïî-ðóññêè ¾ñìåñü ýêñïåðòîâ¿ çâó÷èò íå î÷åíü óäà÷íî, ïîýòî ìó
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áóäåì ãîâîðèòü î ¾ñìåñÿõ àëãîðèòìîâ¿. Ïðîèçâåäåíèÿ gt (x)bt (x) íàçûâàþòñÿ êîìïî-
íåíòàìè ñìåñè .

Åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèåì ê øëþçàì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå íîðìèð îâêè:

TX

t=1

gt (x) = 1 ; äëÿ ëþáîãî x 2 X: (1.12)

Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî äëÿ ëþáîãî îáúåêòà x êîððåêöèÿ ñâîäèòñÿ ê óñðåäíå-
íèþ îòâåòîâ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ ñ íåêîòîðûìè âåñàìè, ïðè÷¼ì ðåçóëüòàò íèêîãäà
íå âûõîäèò çà ïðåäåëû îòðåçêà

�
min

t
bt (x); max

t
bt (x)

�
.

×òîáû ãàðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ( 1.12), èñïîëüçóþò
ôóíêöèþ ¾ìÿãêîãî ìàêñèìóìà¿ SoftMax: RT ! RT :

~gt (x) = SoftMax t
�
g1(x); : : : ; gT (x)

�
=

e�g t (x)

e�g 1 (x) + � � � + e�g T (x)
:

Ýòà ôóíêöèÿ ïåðåâîäèò âåêòîð (g1; : : : ; gT ) â íîðìèðîâàííûé âåêòîð (~g1; : : : ; ~gT ).
Ïðè � ! 1 , âñå êîìïîíåíòû ~gt ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, êðîìå îäíîé, ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ maxt gt , êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå. ×åì áîëüøå çíà÷å-
íèå ïàðàìåòðà � , òåì ¾÷¼ò÷å¿ ãðàíèöû îáëàñòåé êîìïåòåíòíîñòè.

Â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè ñ ïîðîãîâûì ðåøàþùèì ïðàâèëîì C(b) = [ b > 0] èëè
C(b) = sign(b) äåëàòü íîðìèðîâêó, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàòåëüíî, ïîñêîëü êó äëÿ
êëàññèôèêàöèè âàæåí òîëüêî çíàê âûðàæåíèÿ ( 1.11).

Çàäà÷à îáíàðóæåíèÿ íåòèïè÷íûõ îáúåêòîâ. Åñëè çíà÷åíèå gt (x) ìåíüøå íåêîòî-
ðîãî ïîðîãà äëÿ âñåõ t = 1; : : : ; T, òî ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî îáúåêò x ïîïàäàåò â ¾îá-
ëàñòü íåóâåðåííîñòè¿, ãäå âñå àëãîðèòìû íå êîìïåòåíòíû. Êà ê ïðàâèëî, ýòî ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî â äàííîé îáëàñòè îáó÷àþùèõ ïðåöåäåíòîâ ïðîñòî íå á ûëî. Òàêèì îáðàçîì,
ñìåñè àëãîðèòìîâ ïîçâîëÿþò ðåøàòü çàäà÷ó îáíàðóæåíèÿ íåòè ïè÷íûõ îáúåêòîâ èëè
íîâèçíû (novelty detection). Èíîãäà ýòó çàäà÷ó íàçûâàþò êëàññèôèêàöèåé ñ îäíèì
êëàññîì (one-class classi�cation).

Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ôóíêöèè gt (x) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
íå÷¼òêèå ìíîæåñòâà, à ïðè óñëîâèè íîðìèðîâêè � è êàê âåðîÿòí îñòíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Åñëè äëÿ áàéåñîâñêîãî êëàññèôèêàòîðà ðàñïèñàòü àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè
êëàññîâ, òî ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñòè ïðèîáðåòóò ñìûñë àïðèî ðíûõ âåðîÿòíîñòåé:

a(x) = arg max
y2 Y

� y Pf yjxg = arg max
y2 Y

� y

TX

t=1

P(t)
|{z}
gt (x)

Pf yjt; xg
| {z }

bty (x)

:

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé áàçîâûé àëãîðèòì bt (x) âîçâðàùàåò âåêòîð àïî-
ñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé

�
Pf yjt; xg

�
y2 Y

. Çàòåì êâàçèëèíåéíàÿ êîððåêòèðóþùàÿ îïå-
ðàöèÿ ïåðåâîäèò T òàêèõ âåêòîðîâ â îäèí âåêòîð àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé�
Pf yjxg

�
y2 Y

, è ê íåìó ïðèìåíÿåòñÿ ðåøàþùåå ïðàâèëî arg maxy.
Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðèâîäèò ê ÅÌ-àëãîðèòìó, êîò îðûé îáðàñòàåò

ìàññîé òåõíè÷åñêèõ óñëîæíåíèé [ 16, 26, 44]. Ìû ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòûå îïòèìè-
çàöèîííûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè âûïóêëûõ ôóíêö èé ïîòåðü.
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Âèä ôóíêöèé êîìïåòåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöèôèêîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Íà-
ïðèìåð, ìîæåò èìåòüñÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î òîì, ÷òî ïðè áî ëüøèõ è ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ íåêîòîðîãî ïðèçíàêà f (x) ïîâåäåíèå öåëåâîé çàâèñèìîñòè ïðèíöèïèàëüíî
ðàçëè÷íî. Òîãäà èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü âåñîâóþ ôóíêöèþ â èäà

g(x; �; � ) = � (�f (x) + � );

ãäå �; � 2 R � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, � (z) = (1 + e� z)� 1 � ñèãìîèäíàÿ ôóíêöèÿ,
ïîçâîëÿþùàÿ îïèñàòü ïëàâíûé ïåðåõîä ìåæäó äâóìÿ îáëàñòÿìè êîìïåòåíòíîñòè.

Åñëè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè íåò, òî â êà÷åñòâå ¾óíèâåðñàëüíû õ¿ îáëàñòåé êîì-
ïåòåíòíîñòè áåðóò îáëàñòè ïðîñòîé ôîðìû. Íàïðèìåð, â ïðîñò ðàíñòâåX = Rn ìîæíî
âçÿòü ïîëóïëîñêîñòè

g(x; �; � ) = � (xò� + � )

èëè ñôåðè÷åñêèå ãàóññèàíû

g(x; �; � ) = exp( � � kx � � k2);

ãäå � 2 Rn , � 2 R � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå íàñòðàèâàþòñÿ ïî âûáîðêå
àíàëîãè÷íî òîìó, êàê íàñòðàèâàþòñÿ ïàðàìåòðû áàçîâûõ àëãî ðèòìîâ.

1.4.1 Âûïóêëûå ôóíêöèè ïîòåðü

Ïðåèìóùåñòâî ñìåñåé â òîì, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò ðàçáèòü âñ¼ ïðî ñòðàíñòâî X
íà îáëàñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ çàäà÷à ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüí î ïðîñòî, è çàòåì
¾ñêëåèòü¿ ýòè ðåøåíèÿ â åäèíóþ êîìïîçèöèþ. Îñíîâíîé òåõíè÷ åñêèé ïðè¼ì, ïîç-
âîëÿþùèé ðåøèòü ýòè îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå ïîäçàäà÷è ïî-îòä åëüíîñòè, íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà, ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì âûïóêëûõ ôóíêöèé ïîò åðü.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë ( 1.5), õàðàêòåðèçóþùèé êà÷åñòâî àëãîðèòìè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ ïðè çàäàííîì âåêòîðå âåñîâ îáúåêòîâ W ` = ( w1; : : : ; w` ).

Ãèïîòåçà 1.1. Ôóíêöèÿ ïîòåðü eL(b; y) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïî b, òî åñòü äëÿ ëþáûõ
b1; b2 2 R, y 2 Y è íåîòðèöàòåëüíûõ g1, g2, òàêèõ, ÷òî g1 + g2 = 1, âûïîëíÿåòñÿ

eL(g1b1 + g2b2; y) 6 g1
eL(b1; y) + g2

eL(b2; y):

Óñëîâèå âûïóêëîñòè èìååò ïðîçðà÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ: ïîòåð è ðàñòóò íå ìåä-
ëåííåå, ÷åì âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ îò ïðàâèëüíîãî îòâåòà y. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ òðå-
áîâàíèå âûïóêëîñòè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì. Â ÷àñòíîñòè, åì ó óäîâëåòâîðÿåò êâàä-
ðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ eL(b; y) = ( b� y)2, ïðèìåíÿåìàÿ â ðåãðåññèîííûõ çàäà÷àõ. Ê ñîæà-
ëåíèþ, ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ eL(b; y) = [ by < 0], ïðèìåíÿåìàÿ â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè
ïðè Y = f� 1; 1g, íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Îäíàêî íåêîòîðûå å¼ íåïðåðûâíûå àïï ðîê-
ñèìàöèè âûïóêëû, ñì. Ðèñ. 1 íà ñòð. 14:

eL(b; y) = [ by < 0] 6

8
><

>:

e� by � ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ;

log2(1 + e� by) � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ;

(1 � by)+ � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ :
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Çàìåíà ïîðîãîâîé ôóíêöèè ïîòåðü íà íåïðåðûâíóþ ÿâëÿåòñÿ ðà ñïðîñòðàí¼í-
íîé ïðàêòèêîé. Â ÷àñòíîñòè, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöè ÿ èñïîëüçóåòñÿ â ëîãè-
ñòè÷åñêîé ðåãðåññèè (ñì.??), ýêñïîíåíöèàëüíàÿ � â àëãîðèòìå AdaBoost (ñì. 1.2.3),
êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ � â ìåòîäå îïîðíûõ âåêòîðîâ SVM (ñì. ??). Íåïðåðûâíûå ôóíê-
öèè ïîòåðü èìåþò âàæíîå äîñòîèíñòâî � îíè øòðàôóþò îáó÷àþùè å îáúåêòû çà ïðè-
áëèæåíèå ê ãðàíèöå êëàññîâ, ÷òî ñïîñîáñòâóåò óâåëè÷åíèþ çàçîðà ìåæäó êëàññàìè
è ïîâûøåíèþ íàä¼æíîñòè êëàññèôèêàöèè. Òàêèì îáðàçîì, òðåá îâàíèå âûïóêëîñòè
ôóíêöèè ïîòåðü íå ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíî è äàæå åñòåñòâåíí î êàê äëÿ çàäà÷ ðå-
ãðåññèè, òàê è äëÿ êëàññèôèêàöèè.

Èòàê, ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå íîðìèðîâêè ( 1.12) è ôóíêöèÿ ïîòåðü eL âûïóê-
ëà. Âìåñòî ôóíêöèîíàëà Q(a) áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü åãî âåðõíþþ îöåíêó, êîòîðàÿ
íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç óñëîâèÿ âûïóêëîñòè:

Q(a) =
`X

i =1

eL
� TX

t=1

~gt (x i )bt (x i ); yi

�
6

TX

t=1

`X

i =1

~gt (x i )eL
�
bt (x i ); yi

�

| {z }
Q(bt ;W ` )

: (1.13)

Ôóíêöèîíàë Q(a) ðàñïàäàåòñÿ íà ñóììó T ôóíêöèîíàëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
çàâèñèò òîëüêî îò bt è ~gt . Åñëè çàôèêñèðîâàòü ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñòè ~gt , òî âñå
áàçîâûå àëãîðèòìû bt ìîæíî íàñòðîèòü ïî-îòäåëüíîñòè, íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.
Çàòåì ìîæíî çàôèêñèðîâàòü áàçîâûå àëãîðèòìû è íàñòðîèòü èõ ôóíêöèè êîìïåòåíò-
íîñòè. Äëÿ íàñòðîéêè âñåé êîìïîçèöèè îðãàíèçóåòñÿ èòåðàöè îííûé ïðîöåññ, â êîòî-
ðîì ýòè äâà øàãà âûïîëíÿþòñÿ ïî î÷åðåäè. Îñòà¼òñÿ òîëüêî ïîí ÿòü, êàêèì îáðàçîì
êîìïîíåíòû áóäóò äîáàâëÿòüñÿ â ñìåñü, êàê ñòðîèòü äëÿ íèõ íà ÷àëüíûå ïðèáëèæå-
íèÿ, è êîãäà ïðåêðàùàòü ïîðîæäåíèå íîâûõ êîìïîíåíò.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà èòåðàöèîííûõ ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ñìåñåé, îòëè÷à-
þùèåñÿ ñïîñîáîì äîáàâëåíèÿ êîìïîíåíò, � ïîñëåäîâàòåëüíûé è èåðàðõè÷åñêèé.

1.4.2 Ïîñëåäîâàòåëüíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñìåñè

Àëãîðèòì 1.8 ðåàëèçóåò ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ ñìåñè.
Ïåðâûé áàçîâûé àëãîðèòì b1(x) íàñòðàèâàåòñÿ ïî âñåé âûáîðêå ñ ïîìîùüþ ñòàí-

äàðòíîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ. Çàòåì âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà LearnInitG , êîòîðàÿ íà-
ñòðàèâàåò ôóíêöèþ êîìïåòåíòíîñòè g1(x), ïûòàÿñü àïïðîêñèìèðîâàòü îáëàñòü, íà êî-
òîðîé b1(x) ÷àùå äà¼ò âåðíûå îòâåòû:

LearnInitG (b; X ` ; Y ` ) = arg min
g

`X

i =1

(g(x i ) � zi )2;

ãäåzi =  
�
L(b(x i ); yi )

�
� âåëè÷èíà ïîòåðè, ïðèâåä¼ííàÿ ê îòðåçêó [0; 1] ñ ïîìîùüþ

íåêîòîðîé ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèè  . Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëàãàòü

zi = [ b(x i ) = yi ] � â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè;

zi =
�
jb(x i ) � yi j < "

�
ïðè íåêîòîðîì " > 0 � â çàäà÷àõ ðåãðåññèè.

Äàëåå â öèêëå ïî t ïðîèñõîäèò äîáàâëåíèå íîâûõ êîìïîíåíò. Ïðè âõîäå â öèêë
íà øàãå 3 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñìåñü èç t êîìïîíåíò óæå ïîñòðîåíà:

at (x) = C
�
g1(x)b1(x) + � � � + gt (x)bt (x)

�
; x 2 X:
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Àëãîðèòì 1.8. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîñòðîåíèå ñìåñè àëãîðèòìîâ

Ïàðàìåòðû:
`0 � äîïóñòèìîå ÷èñëî îøèáîê;
� � ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîòåðü;

1: íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïåðâîé êîìïîíåíòû ñìåñè:
b1 := � (X ` ; Y ` );
g1 := LearnInitG (b1; X ` ; Y ` );

2: äëÿ âñåõ t = 1; : : : ; T � 1, ïîêà íå âûïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâà:
3: ïîäìíîæåñòâî îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ êîìïîçèöèÿ at (x) äîïóñêàåò îøèáêè:

X (t ) :=
�

x i 2 X ` : L(at (x i ); yi ) > �
	

;
4: åñëè jX (t ) j 6 `0 òî
5: âåðíóòü (at );
6: íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå t-é êîìïîíåíòû ñìåñè:

bt+1 := � (X (t ) ; Y (t ));
gt+1 := LearnInitG (bt+1 ; X ` ; Y ` );

7: äëÿ âñåõ k = 1; 2; : : : , ïîêà íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ çíà÷åíèå Q(at+1 ; X ` ; Y ` )
8: äëÿ âñåõ j = 1; : : : ; t + 1
9: wi := gj (x i ) äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `;

10: ïåðåñòðîéêà j -é êîìïîíåíòû ñìåñè íà k-é èòåðàöèè:
bj := � (X ` ; Y ` ; W ` );
gj := LearnGj (X ` ; Y ` );

11: âåðíóòü (aT );

Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ (t + 1) -é êîìïîíåíòû ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê è íà øà-
ãå 1, òîëüêî òåïåðü áàçîâûé àëãîðèòì bt+1 îáó÷àåòñÿ íå íà ïîëíîì îáú¼ìå äàííûõ,
à íà ïîäâûáîðêå X (t ) , ñîñòàâëåííîé èç ¾ñàìûõ ïëîõèõ¿ îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ êîì-
ïîçèöèÿ at (x) âûäàëà íàèìåíåå òî÷íûå îòâåòû. Åñëè òàêèõ îáúåêòîâ íàáèðàå òñÿ ìå-
íåå `0, ïîñòðîåíèå ñìåñè çàâåðøàåòñÿ.

Çàòåì âíóòðåííèé öèêë èòåðàöèé ïîî÷åð¼äíî ïîäñòðàèâàåò âñ å áàçîâûå àëãî-
ðèòìû è èõ ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñòè (øàãè 7�10). Ñîãëàñíî ( 1.13) îáó÷åíèå áàçîâîãî
àëãîðèòìà bj ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Q(bj ; W ` ) ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðò-
íîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ � .

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñòè òàêæå ìîæíî íàñòðàèâà òü ïî îòäåëü-
íîñòè, ïðèìåíÿÿ äëÿ ýòîãî ñòàíäàðòíûå ìåòîäû îáó÷åíèÿ. Çàô èêñèðóåì âñå áàçîâûå
àëãîðèòìû è âñå ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñòè, êðîìå gj (x), è ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

A ji =
t+1X

s=1 ; s6= j

gs(x i )bs(x i ); Gji =
t+1X

s=1 ; s6= j

gs(x i ); bji = bj (x i ); i = 1; : : : ; `:

Òîãäà ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà Q áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò ôóíêöèè gj , è åãî ìîæíî
ìèíèìèçèðîâàòü ïî gj :

LearnGj (X ` ; Y ` ) = arg min
g

`X

i =1

eL(A ji + bji gj (x i ); yi ):

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïðîöåäóðó íàñòðîéêè LearnGj , îòäåëüíî äëÿ çàäà÷
êëàññèôèêàöèè è ðåãðåññèè.
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Íàñòðîéêà ôóíêöèé êîìïåòåíòíîñòè â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè. Äîïóñòèì äëÿ
ïðîñòîòû, ÷òî Y = f� 1; +1g, è áàçîâûå àëãîðèòìû âîçâðàùàþò òîëüêî äâà âîçìîæ-
íûõ çíà÷åíèÿ � 1 è +1. Äëÿ íàñòðîéêè ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñòè gj (x) â ñìåñè at+1 (x)
áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë Q ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ïîòåðü:

Q(at+1 ) =
`X

i =1

exp
�
� A ji yi � gj (x i )bji yi

�
=

=
`X

i =1

exp(� A ji yi )| {z }
~wi

exp
�
� gj (x i ) bji yi|{z}

~yi

�
=

`X

i =1

~wi exp(� gj (x i )~yi ):

Òàêèì îáðàçîì, íàñòðîéêà îòäåëüíîé ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñò è ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
êëàññèôèêàöèè, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ïóò¼ì ìèíèìèçàöèè ñòàíäà ðòíîãî ôóíêöèîíàëà
êà÷åñòâàQ. Ôîðìóëû äëÿ âåñîâ îáúåêòîâ ~wi = exp( � A ji yi ) è ìîäèôèöèðîâàííûõ
îòâåòîâ ~yi = bji yi ïîçâîëÿþò äàòü ýòîé çàäà÷å î÷åâèäíóþ èíòåðïðåòàöèþ: ôóíêö èÿ
êîìïåòåíòíîñòè îáó÷àåòñÿ âûäåëåíèþ îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ á àçîâûé àëãîðèòì bj (x)
íå äîïóñêàåò îøèáêè. Ïðè ýòîì á�îëüøèé âåñ ïîëó÷àþò ¾íàèáîë åå òðóäíûå¿ îáúåêòû,
íà êîòîðûõ ñìåñü âñåõ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò èìååò áîëüøîé îòð èöàòåëüíûé îòñòóï.

Íàñòðîéêà ôóíêöèé êîìïåòåíòíîñòè â ðåãðåññèîííûõ çàäà÷àõ. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àéY = R. Çàôèêñèðóåì âñå áàçîâûå àëãîðèòìû è âñå ôóíêöèè êîìïåòåíò íî-
ñòè êðîìå gj (x). Çàìåòèì, ÷òî â îáîçíà÷åíèÿõ, ââåä¼ííûõ âûøå, A ji =Gji = a(j )

t (x i ),
ãäå a(j )

t � êîìïîçèöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç at+1 (x) ïóò¼ì èñêëþ÷åíèÿ j -é êîìïîíåíòû.
Áóäåì íàçûâàòü a(j )

t ¾ñìåñüþ âñåõ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò¿.
Äëÿ íàñòðîéêè ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñòè gj (x) â ñìåñè at+1 (x) áóäåì ìèíèìè-

çèðîâàòü ôóíêöèîíàë ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ:

Q(at+1 ) =
`X

i =1

(at+1 (x i ) � yi )2 =
`X

i =1

�
A ji + gj (x i )bji

Gji + gj (x i )
� yi

� 2

=

=
`X

i =1

�
gj (x i )

Gji + gj (x i )

�
bji �

A ji

Gji

�
�

�
yi �

A ji

Gji

�� 2

=

=
`X

i =1

�
bji �

A ji

Gji

� 2

| {z }
~wi

�
gj (x i )

Gji + gj (x i )
�

yi � A ji =Gji

bji � A ji =Gji| {z }
~yi

� 2

:

Íàñòðîéêà ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñòè gj (x) ñâîäèòñÿ ê íåëèíåéíîé ðåãðåññèîí-
íîé çàäà÷å ñî ñòàíäàðòíûì ôóíêöèîíàëîì ñðåäíåêâàäðàòè÷íî é îøèáêè. Âûïîëíåí-
íûå âûøå íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëèëè âûäåëèòü âåñà îáúåêòîâ ~wi è ìî-
äèôèöèðîâàííûå îòâåòû ~yi . Èõ ñìûñë äîñòàòî÷íî î÷åâèäåí. Âåñà ~wi áëèçêè ê íó-
ëþ íà òåõ îáúåêòàõ x i , ãäå áàçîâûé àëãîðèòì bj (x i ) ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ñìåñè âñåõ
îñòàëüíûõ êîìïîíåíò. Âïîëíå ðàçóìíî, ÷òî ôóíêöèîíàë Q îñòà¼òñÿ íå÷óâñòâèòåëü-
íûì ê çíà÷åíèÿì ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñòè gj (x i ) íà òàêèõ îáúåêòàõ. Ìîäèôèöèðî-
âàííûå îòâåòû ~yi ïðåäñòàâëÿþò îòíîøåíèå îòêëîíåíèé ïðàâèëüíîãî îòâåòà yi è çíà-
÷åíèÿ bj (x i ) îò çíà÷åíèÿ, êîòîðîå äà¼ò ñìåñü âñåõ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò a(j )

t (x i ). Åñëè
ýòè îòêëîíåíèÿ ðàçíîãî çíàêà, òî áàçîâûé àëãîðèòì bj äà¼ò ìåíåå òî÷íûé îòâåò,
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÷åì ñìåñü âñåõ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ô óíêöèè êîìïåòåíòíî-
ñòègj (x i ) äîëæíî áûòü áëèçêî ê íóëþ. Åñëè æå ýòè îòêëîíåíèÿ îäíîãî çíàê à, òî áà-
çîâûé àëãîðèòì bj ïûòàåòñÿ êîìïåíñèðîâàòü îøèáêó, äîïóùåííóþ âñåìè îñòàëüí ûìè
êîìïîíåíòàìè. Â ýòîì ñëó÷àå åãî êîìïåòåíòíîñòü äîëæíà áûòü áëèçêà ê åäèíèöå.

Íåäîñòàòêè ïîñëåäîâàòåëüíîãî ìåòîäà.

� Íèçêàÿ ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ. Ïðè äîáàâëåíèè êàæäîé íîâîé êîìï îíåíòû ñìåñè
ïðèõîäèòñÿ ïåðåñòðàèâàòü âñå ïðåäûäóùèå êîìïîíåíòû, ÷òî â åä¼ò ê ñóùåñòâåí-
íûì çàòðàòàì âðåìåíè. Ýòîãî íåäîñòàòêà ëèøåíû èåðàðõè÷åñê èå ìåòîäû.

1.4.3 Èåðàðõè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñìåñè

Ñìåñü äâóõ àëãîðèòìîâ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà êîìïîçèöèÿ
ñîñòîèò èç äâóõ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ, ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñò è óäîâëåòâîðÿþò òðå-
áîâàíèþ íîðìèðîâêè, ðåøàþùåå ïðàâèëî ôèêñèðîâàíî:

a(x) = C
�
g1(x)b1(x) + g2(x)b2(x)

�
; g1(x) + g2(x) = 1 ; x 2 X:

Ãèïîòåçà 1.1 ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñâåðõó ôóíêöèîíàë Q(a; W ` ) ñóììîé äâóõ
ôóíêöèîíàëîâ ñòàíäàðòíîãî âèäà:

Q(a; W ` ) 6 eQ(a; W ` ) =
`X

i =1

g1(x i )wi
eL

�
b1(x i ); yi

�

| {z }
Q(b1 ;W `

1 )

+
`X

i =1

g2(x i )wi
eL

�
b2(x i ); yi

�

| {z }
Q(b2 ;W `

2 )

:

Åñëè ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñòè g1(x) è g2(x) èçâåñòíû, òî ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöè-
îíàëîâ Q(b1; W `

1) è Q(b2; W `
2) ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ïîðîçíü. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûé ìåòîä îáó÷åíèÿ � :

b1 = � (X ` ; Y ` ; W `
1); W `

1 =
�
wi g1(x i )

� `

i =1
;

b2 = � (X ` ; Y ` ; W `
2); W `

2 =
�
wi g2(x i )

� `

i =1
:

Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè èçâåñòíû áàçîâûå àëãîðèòìû b1(x) è b2(x), òî ìîæíî
îöåíèòü ôóíêöèè g1(x) è g2(x). Â ñèëó óñëîâèÿ íîðìèðîâêè g2(x) = 1 � g1(x) äîñòà-
òî÷íî íàéòè ôóíêöèþ g1(x), äîñòàâëÿþùóþ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

eQ(g1) =
`X

i =1

g1(x i ) wi
� eL(b1(x i ); yi ) � eL(b2(x i ); yi )

�

| {z }
di =const( g1 )

: (1.14)

Åñëè èçâåñòåí ïàðàìåòðè÷åñêèé âèä ôóíêöèè g1(x), òî çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ ãðà-
äèåíòíûìè ìåòîäàìè, àíàëîãè÷íûìè ìåòîäàì îáó÷åíèÿ íåéðîí íûõ ñåòåé.

Èòàê, çíàíèå ôóíêöèé êîìïåòåíòíîñòè ïîçâîëÿåò íàñòðîèòü î áà áàçîâûõ àë-
ãîðèòìà, à çíàíèå áàçîâûõ àëãîðèòìîâ ïîçâîëÿåò àïïðîêñèìè ðîâàòü ôóíêöèè êîì-
ïåòåíòíîñòè. Îñòà¼òñÿ òîëüêî çàïóñòèòü èòåðàöèîííûé ïðîö åññ, â êîòîðîì ýòè äâå
çàäà÷è ðåøàþòñÿ ïîî÷åð¼äíî. Èòåðàöèè ìîæíî íà÷èíàòü ñ ïîñò ðîåíèÿ íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ b0(x) äëÿ îäíîãî èç áàçîâûõ àëãîðèòìîâ. Àëãîðèòì 1.9 îïèñûâàåò ïðî-
öåäóðó M2E (mixture of 2 experts) ïîäðîáíî.
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Àëãîðèòì 1.9. M2E � ïîñòðîåíèå ñìåñè äâóõ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ

Âõîä:
X ` , Y ` � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;
W ` = ( w1; : : : ; w` ) � èñõîäíûé âåêòîð âåñîâ îáúåêòîâ;
b0(x) � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå îäíîãî èç áàçîâûõ àëãîðèòìîâ;

Âûõîä:
àëãîðèòìè÷åñêàÿ êîìïîçèöèÿ: a(x) = b1(x)g1(x) + b2(x)g2(x);

1: g1 := arg min
g

P `
i =1 g(x i )wi

eL(b0(x i ); yi );

2: ïîâòîðÿòü
3: íàñòðîéêà äâóõ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ:

b1 := � (X ` ; Y ` ; W `
1) ñ âåñàìè w1i = wi g1(x i );

b2 := � (X ` ; Y ` ; W `
2) ñ âåñàìè w2i = wi (1 � g1(x i )) ;

4: íàñòðîéêà ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñòè:
di := wi

� eL(b1(x i ); yi ) � eL(b2(x i ); yi )
�
, äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `;

g1 := arg min
g

P `
i =1 di g(x i );

5: îöåíêà êà÷åñòâà êîìïîçèöèè:
Q :=

P `
i =1 wi L

�
b1(x i )g1(x i ) + b2(x i )g2(x i ); yi

�
;

6: ïîêà íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ çíà÷åíèåQ;

Èåðàðõè÷åñêàÿ ñìåñü àëãîðèòìîâ. Ìåòîä M2E ëåãêî ïðèñïîñîáèòü äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ñêîëü óãîäíî ñëîæíûõ ñìåñåé, ñîñòîÿùèõ èç ïðîèçâîëüíîã î ÷èñëà àëãîðèòìîâ.

Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ñìåñü äâóõ àëãîðèòìîâ
è àíàëèçèðóåòñÿ êà÷åñòâî ðàáîòû êàæäîãî èç íèõ íà ñâîåé îáëàñòè êîìïåòåíòíî-
ñòè. Åñëè êà÷åñòâî àëãîðèòìà íåäîñòàòî÷íî, òî îí çàìåíÿåòñ ÿ ñìåñüþ äâóõ íîâûõ
àëãîðèòìîâ, ðàçáèâàþùèõ åãî îáëàñòü g(x) íà äâå íîâûå îáëàñòè ñ ôóíêöèÿìè êîì-
ïåòåíòíîñòè g(x)g1(x) è g(x)g2(x), ïðè÷¼ì g1(x) + g2(x) = 1 , ÷òîáû ïî-ïðåæíåìó
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå íîðìèðîâêè. Ïðîöåññ äðîáëåíèÿ îáëàñò åé êîìïåòåíòíîñòè ïðî-
äîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà â ñìåñè îñòàþòñÿ àëãîðèòìû íåóäîâ ëåòâîðèòåëüíîãî êà-
÷åñòâà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ áèíàðíîå äåðåâî àëãîðèòìîâ, íàçûâàåìîå èåðàðõè÷å-
ñêîé ñìåñüþ àëãîðèòìîâ (hierarchical mixture of experts, HME). Àëãîðèòì 1.10áîëåå
ïîäðîáíî îïèñûâàåò äåòàëè ðåêóðñèâíîé ðåàëèçàöèè ýòîé èäå è.

Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ HME íàïîìèíàåò ñèíòåç áèíàðíîãî ðåøàþùå ãî äåðåâà
(ñì. ðàçäåë ??). Ãëàâíîå îòëè÷èå â òîì, ÷òî çäåñü ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñòè ï ðîèçâî-
äÿò íå÷¼òêîå ðàçäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà îáúåêòîâ íà îáëàñòè.Åù¼ îäíî ñóùåñòâåííîå
îòëè÷èå � â ïðèìåíÿåìîì êðèòåðèè âåòâëåíèÿ.

Êðèòåðèè âåòâëåíèÿ. Áàçîâûé àëãîðèòì ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà, êîãäà êà÷åñòâî åãî
ðàáîòû îêàçûâàåòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì. Ñóùåñòâóþò ðàç ëè÷íûå ñïîñîáû îöå-
íèòü êà÷åñòâî àëãîðèòìà, íî ìû ðàññìîòðèì òîëüêî äâà.

� Îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü íà îáó÷àþùåé âûáîðêå X ` õóæå çàäàííîãî ïîðîãà ":

ÊðèòåðèéÂåòâëåíèÿ(W ` ; b) :=
h
Q(b; W ` ) > "

P `
i =1 wi

i
:

Íåäîñòàòêîì ýòîãî êðèòåðèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü çàäàíè ÿ ïàðàìåòðà ".
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Àëãîðèòì 1.10. Ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èåðàðõè÷åñêîé ñìåñè àëãî ðèò-
ìîâ
Âõîä:

X ` ; Y ` � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

1: ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ Ðàçâåòâèòü(W ` ; b0):
W ` = ( w1; : : : ; w` ) � âåñà îáó÷àþùèõ îáúåêòîâ;
b0 � àëãîðèòì, çàìåíÿåìûé ñìåñüþ a(x) = b1(x)g1(x) + b2(x)g2(x);

2: b1; g1; b2; g2 := M 2E(W ` ; b0);
3: W `

1 =
�
wi g1(x i )

� `

i =1
;

4: åñëè ÊðèòåðèéÂåòâëåíèÿ(W `
1 ; b1) òî

5: Ðàçâåòâèòü(W `
1 ; b1);

6: W `
2 =

�
wi g2(x i )

� `

i =1
;

7: åñëè ÊðèòåðèéÂåòâëåíèÿ(W `
2 ; b2) òî

8: Ðàçâåòâèòü(W `
2 ; b2);

Îñíîâíîé àëãîðèòì
9: W ` := (1 =`; : : : ;1=`);

10: b0 := � (X ` ; Y ` ; W ` );
11: Ðàçâåòâèòü(W ` ; b0);

� Òî÷íîñòü íà çàðàíåå âûäåëåííîé êîíòðîëüíîé âûáîðêå X k õóæå, ÷åì ó ðîäè-
òåëüñêîãî àëãîðèòìà:

ÊðèòåðèéÂåòâëåíèÿ(W ` ; b) :=
�
Q(b; X k ; Y k ; W k) > Q (b0; X k ; Y k ; W k)

�
:

Äàííûé êðèòåðèé îöåíèâàåò ñêëîííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé âåò êè èåðàðõèè ê ïå-
ðåîáó÷åíèþ. Íåäîñòàòêîì ýòîãî êðèòåðèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè ìîñòü âûäåëåíèÿ
÷àñòè îáúåêòîâ â êîíòðîëüíóþ âûáîðêó.

Ÿ1.5 Íåëèíåéíûå ìîíîòîííûå êîìïîçèöèè

Ìîíîòîííàÿ êîððåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åù¼ îäíèì îáîáùåíèåì ëèíåéí îé. Ïðîèçâîëü-
íàÿ ëèíåéíàÿ êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ F (b1; : : : ; bT ) = � 1b1 + � � � + � T bT ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè � t ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì îòîáðàæåíèåì èç RT â Y.
Ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíûõ (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûõ) ìîíîòîí íûõ ôóíêöèé ñóùå-
ñòâåííî øèðå, ïîýòîìó ìîíîòîííûå êîððåêòèðóþùèå îïåðàöèè îáëàäàþò á�îëüøèìè
âîçìîæíîñòÿìè äëÿ íàñòðîéêè. Â òî æå âðåìÿ, ìîíîòîííîñòü ÿâ ëÿåòñÿ áîëåå åñòå-
ñòâåííûì òðåáîâàíèåì ê êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè, íåæåëè ëè íåéíîñòü. Ìîíîòîí-
íîñòü F êàê îòîáðàæåíèÿ RT ! Y îçíà÷àåò, ÷òî îäíîâðåìåííîå óâåëè÷åíèå çíà÷å-
íèé b1(x); : : : ; bT (x) íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ F (b1(x); : : : ; bT (x)) .
Íàïðèìåð, â àëãîðèòìàõ êëàññèôèêàöèè çíà÷åíèå bt (x) ÷àñòî èìååò ñìûñë âåðîÿòíî-
ñòè òîãî, ÷òî îáúåêò x ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó êëàññó. Áûëî áû
ñòðàííî, åñëè áû ïîâûøåíèå ýòîé îöåíêè îäíîâðåìåííî äëÿ âñå õ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ
ñîïðîâîæäàëîñü ïîíèæåíèåì çíà÷åíèÿ F (b1(x); : : : ; bT (x)) , ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå
êîððåêöèè. Òðåáîâàíèå ëèíåéíîñòè ñâÿçàíî ñ áîëåå æåñòêèì ï ðåäïîëîæåíèåì, ÷òî
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âåñà áàçîâûõ àëãîðèòìîâ ïîñòîÿííû è íå çàâèñÿò îò x � âåñüìà ñîìíèòåëüíàÿ ýâðè-
ñòèêà, åñëè ó÷åñòü, ÷òî áàçîâûå àëãîðèòìû ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå îáëàñòè êîìïå-
òåíòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå îáúåêòîâ.

Îïð. 1.3. Ïóñòü R è Y � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Ìîíîòîííûå ôóíê-
öèè âèäàF : RT ! Y áóäåì íàçûâàòü ìîíîòîííûìè êîððåêòèðóþùèìè îïåðàöèÿìè .

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ðåøàþùèå ïðàâèëà íå èñïîëüçóþò ñÿ, è êîððåê-
òèðóþùèå îïåðàöèè äåéñòâóþò íåïîñðåäñòâåííî â Y. Ñîîòâåòñòâåííî, èñêîìûé àë-
ãîðèòì a èìååò âèä a(x) = F (b1(x); : : : ; bT (x)) .

Ëåììà î ïðîâåäåíèè ìîíîòîííîé ôóíêöèè ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè.

Îïð. 1.4. Ïóñòü U, V � ïðîèçâîëüíûå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Ñîâî-
êóïíîñòü ïàð (ui ; vi )`

i =1 èç U � V íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé , åñëè èçuj 6 uk ñëåäóåò
vj 6 vk äëÿ âñåõj; k = 1; : : : ; `.

Ëåììà 1.3. Ïóñòü U, V � ïðîèçâîëüíûå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Ìî-
íîòîííàÿ ôóíêöèÿ f : U ! V òàêàÿ, ÷òî f (ui ) = vi äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `, ñóùåñòâóåò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâîêóïíîñòü (ui ; vi )`

i =1 ìîíîòîííà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè : åñëèf ìîíîòîí-

íà, òî ñîâîêóïíîñòü (ui ; f (ui )) `
i =1 ìîíîòîííà.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñîâîêóïíîñòü (ui ; vi )`
i =1 ìîíîòîííà,

ïîñòðîèì ôóíêöèþ f â êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé. Îïðåäåëèì äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî u 2 U ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I (u) = f k : ui 6 ug è ïîëîæèì

f (u) =

8
<

:

min
i =1 ;:::;`

vi ; åñëèI (u) = ? ;

max
i 2 I (u)

vi ; åñëèI (u) 6= ? .

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ u è u0èç u 6 u0ñëåäóåò
I (u) � I (u0), çíà÷èò f (u) 6 f (u0).

Äîêàæåì, ÷òî f (ui ) = vi äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `. Ìíîæåñòâî I (ui ) íå ïóñòî, òàê
êàê i 2 I (ui ). Äëÿ ëþáîãî k 2 I (ui ) â ñèëó ìîíîòîííîñòè (ui ; vi )`

i =1 èç uk 6 ui ñëåäóåò
vk 6 vi . Íî òîãäà max

k2 I (u i )
vk äîñòèãàåòñÿ ïðèk = i , îòêóäà ñëåäóåòf (ui ) = vi . �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû êîíñòðóêòèâíî, îäíàêî ïðåäëîæåííûé ñïîñîá ïîñòðîå-
íèÿ ôóíêöèè f ìàëî ïðèãîäåí äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ íóæä. Â ðåãðåññèîííûõ çàäà÷ àõ
(êîãäà Y = R) æåëàòåëüíî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f áûëà ãëàäêîé èëè õîòÿ áû íåïðåðûâ-
íîé, çäåñü æå f êóñî÷íî ïîñòîÿííà. Â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè (êîãäà Y = f 0; 1g)
æåëàòåëüíî, ÷òîáû ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü ïðîõîäèëà êàê ì îæíî äàëüøå îò òî-
÷åê âûáîðêè, çäåñü æå ðàçäåëÿþùàÿ ïîëîñà öåëèêîì îòíîñèòñÿ ê êëàññó0. Áîëåå
ïðàêòè÷íûå êîíñòðóêöèè áóäóò ïîêàçàíû íèæå.
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1.5.1 Îïòèìèçàöèÿ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ui âåêòîð çíà÷åíèé áàçîâûõ àëãîðèòìîâ íà îáúåêòå x i , ÷å-
ðåç f i � çíà÷åíèå, âûäàííîå àëãîðèòìîì a(x) íà îáúåêòå x i :

ui = ( b1(x i ); : : : ; bt (x i ));

f i = a(x i ) = F (b1(x i ); : : : ; bt (x i )) = F (ui ); i = 1; : : : ; `:

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ óñëîâèå êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà a(x i ) = yi ïðèìåò âèä

F (ui ) = yi ; i = 1; : : : ; `: (1.15)

Îïð. 1.5. Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ïàðà èíäåêñîâ (j; k )
íàçûâàåòñÿ äåôåêòíîé äëÿ ôóíêöèè b: X ! V, åñëèyj < y k è b(x j ) > b(xk). Äåôåê-
òîì ôóíêöèè b(x) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ å¼ äåôåêòíûõ ïàð:

D(b) = f (j; k ) : yj < y k ^ b(x j ) > b(xk)g :

Äåôåêòíàÿ ïàðà îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìîíîòî ííîé ôóíê-
öèè F âûïîëíÿåòñÿ F (b(x j )) > F (b(xk)) , ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì a(x) = F (b(x))
äîïóñòèò îøèáêó õîòÿ áû íà îäíîì èç äâóõ îáúåêòîâ x j , xk , êàêîé áû íè áûëà F .

Îïð. 1.6. Ñîâîêóïíûì äåôåêòîì îïåðàòîðîâ b1; : : : ; bt íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

DT (b1; : : : ; bt ) = D(b1) \ : : : \ D(bt ) = f (j; k ) : yj < y k ^ uj > ukg:

Áóäåì òàêæå ïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàù¼ííûì îáîçíà÷åíèåì Dt = Dt (b1; : : : ; bt ).
Äëÿ ëþáîé ïàðû (j; k ) èç ñîâîêóïíîãî äåôåêòà è ëþáîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè F

âûïîëíÿåòñÿ F (uj ) > F (uk), ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì a(x) = F (b1(x); : : : ; bt (x)) äî-
ïóñòèò îøèáêó õîòÿ áû íà îäíîì èç äâóõ îáúåêòîâ x j , xk .

Òåîðåìà 1.4. Ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ F : Rt ! Y , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ êîð-
ðåêòíîñòè 1.15ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâîêóïíûé äåôåêò îï åðàòî-
ðîâ b1; : : : ; bt ïóñò. Ïðè ýòîì äåôåêò àëãîðèòìà a = F (b1; : : : ; bt ) òàêæå ïóñò.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé:
à) ñîâîêóïíûé äåôåêò ïóñò: Dt (b1; : : : ; bt ) = ? ;
á) äëÿ ëþáûõ j; k íå âûïîëíÿåòñÿ (uk 6 uj ) ^ (yj < y k) (ñîãëàñíî Îïð. 1.6);
â) äëÿ ëþáûõ j; k ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ (uk 6 uj ) ! (yk 6 yj );
ã) ñîâîêóïíîñòü ïàð (ui ; yi )`

i =1 ìîíîòîííà (ñîãëàñíî Îïð. 1.4);
ä) ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ F : Rt ! Y òàêàÿ, ÷òî F (ui ) = yi äëÿ âñåõ

i = 1; : : : ; ` (ñîãëàñíî Ëåììå 1.3).
Èç óòâåðæäåíèÿ ä) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿyj < y k è F (uj ) > F (uk) íå ìîãóò

âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî, çíà÷èò, äåôåêò D(F (b1; : : : ; bt )) òàêæå ïóñò. �

Èòàê, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü êîððåêòíîñòü êîìïîçèöèè a = F (b1; : : : ; bt ), äîñòà-
òî÷íî ïîñòðîèòü îïåðàòîðû b1; : : : ; bt , ñîâîêóïíûé äåôåêò êîòîðûõ ïóñò. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 1.6 äîáàâëåíèå êàæäîãî íîâîãî îïåðàòîðà â êîìïîçèöèþ ìîæåò òîë üêî
óìåíüøàòü äåôåêò, ïîñêîëüêó Dt � Dt � 1. Åñëè ïàðà (j; k ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

bt (x j ) < bt (xk); (j; k ) 2 Dt � 1; (1.16)
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òî îíà óæå íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü Dt , òàê êàê äîáàâëåíèå îïåðàòîðà bt óâåëè÷èâàåò
ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ uk è uj íà åäèíèöó, ïðè ýòîì îíè ñòàíîâÿòñÿ íåñðàâíèìûìè.
Èòàê, âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ( 1.16) ïðèâîäèò ê óñòðàíåíèþ äåôåêòíîé ïàðû (j; k ).

Òåîðåìà 1.5 (î ñõîäèìîñòè). Ïóñòü íà ïåðâîì øàãå ïðîöåññà ( 1.7) ïîñòðîåí îïå-
ðàòîð b1, è ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ B âûáðàíî òàê, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäâûáîðêè X 2m

äëèíû 2m, m > 1, íàéä¼òñÿ îïåðàòîð b 2 B è ìîíîòîííàÿ êîððåêòèðóþùàÿ îïåðà-
öèÿ F , óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé

F (b(x i )) = yi ; x i 2 X 2m :

Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ( 1.7� 1.8) ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ êîððåêòíîé êîìïîçè-
öèè a = F (b1; : : : ; bT ) çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ T 6

�
D(b1)=m

�
+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì t-é øàã, t > 2, èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ( 1.8). Åñëè jDt � 1j > m ,

òî âûáåðåì íåêîòîðîå m-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ñîâîêóïíîãî äåôåêòà � t � 1 � Dt � 1.
Åñëè jDt � 1j 6 m, òî ïîëîæèì � t � 1 = Dt � 1. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî îáúåêòîâ
âûáîðêè, îáðàçóþùèõ âñåâîçìîæíûå äåôåêòíûå ïàðû èç � t � 1:

U =
�

x i 2 X `
�
� 9k : (k; i ) 2 � t � 1 èëè (i; k ) 2 � t � 1

	
:

Î÷åâèäíî, ìîùíîñòü U íå ïðåâûøàåò 2m. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò îïå-
ðàòîð bt 2 B è ìîíîòîííàÿ êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ F , óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå
îãðàíè÷åíèé F (bt (x i )) = yi ïðè âñåõ x i 2 U. Íî òîãäà äëÿ îïåðàòîðà bt âûïîëíÿåòñÿ
òàêæå ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé

bt (x j ) < bt (xk); (j; k ) 2 � t � 1:

Äîêàæåì ýòî îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü bt (xk) 6 bt (x j ), òîãäà F (bt (xk)) 6 F (bt (x j )) , ñëå-
äîâàòåëüíî, yk 6 yj , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ yj < y k , âõîäÿùåìó â îïðåäåëåíèå
äåôåêòíîé ïàðû (j; k ).

Åñëè âûáèðàòü îïåðàòîðû bt , t = 2; 3; : : : óêàçàííûì ñïîñîáîì, òî ìîùíîñòü
ñîâîêóïíîãî äåôåêòà áóäåò óìåíüøàòüñÿ, êàê ìèíèìóì, íà m íà êàæäîì øàãå èòå-
ðàöèîííîãî ïðîöåññà: jDt j 6 jDt � 1j � m. Äëÿ ïîëíîãî óñòðàíåíèÿ äåôåêòà ïîòðåáóåòñÿ
íå áîëåå

�
D(b1)=m

�
îïåðàòîðîâ, íå ñ÷èòàÿ b1. �

Ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ ìîæíî îðãàíèçî-
âàòü ïî ïðèíöèïó íàèñêîðåéøåãî óñòðàíåíèÿ äåôåêòà . Êàæäûé ñëåäóþùèé îïåðàòîð
îïòèìèçèðóåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí óñòðàíÿë êàê ìîæíî á îëüøå äåôåêòíûõ
ïàð èç ñîâîêóïíîãî äåôåêòà âñåõ ïðåäûäóùèõ îïåðàòîðîâ.

Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ âèäà ( 1.16) íå ÿâëÿåòñÿ ñòàí-
äàðòíîé çàäà÷åé îáó÷åíèÿ, ïîñêîëüêó êàæäîå íåðàâåíñòâî â ý òîé ñèñòåìå îòíîñèòñÿ ê
ïàðå îáúåêòîâ, à íå ê îòäåëüíîìó îáúåêòó. Òåì íå ìåíåå, çàäà÷ à ìîæåò áûòü ñâåäåíà
ê ñòàíäàðòíîé: îêàçûâàåòñÿ, ìîùíîñòü ñîâîêóïíîãî äåôåêòà ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó
îáû÷íûì ôóíêöèîíàëîì ÷èñëà îøèáîê ( 1.5), åñëè ñïåöèàëüíûì îáðàçîì çàäàòü âåñà
îáó÷àþùèõ îáúåêòîâ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå êëàññèôèêàöèè âåñi -ãî îáúåêòà
ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì ÷èñëó ïàð èç ñîâîêóïíîãî äåôåêòà Dt � 1, â êîòîðûõ ó÷àñò-
âóåò äàííûé îáúåêò.



35

Òåîðåìà 1.6. Åñëè Y = f 0; 1g è ôóíêöèÿ ïîòåðü èìååò âèä eL(b; y) =
�
[b > 0] 6= y

�
,

òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

jDt (b1; : : : ; bt )j 6
`X

i =1

wi
eL(bt (x i ); yi ); (1.17)

wi = jD(i )j;

D(i ) =
�

xk 2 X `
�
� (k; i ) 2 Dt � 1 èëè (i; k ) 2 Dt � 1

	
; i = 1; : : : ; `: (1.18)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç � i = bt (x i ) çíà÷åíèå t-ãî îïåðàòîðà íà i -ì îáó÷àþùåì îáúåêòå,

÷åðåçL i = eL(� i ; yi ) =
�
[� i > 0] 6= yi

�
� çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîòåðü, ðàâíîå 1, åñëè

îïåðàòîð bt äîïóñêàåò îøèáêó íà i -ì îáúåêòå, 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ � j , � k ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

[� j > � k ] 6 [� j > 0] + [ � k 6 0]:

Åñëè yj < y k , òî èç äâóõýëåìåíòíîñòè ìíîæåñòâà Y ñëåäóåò:

yj = 0; [ � j > 0] =
�
[� j > 0] 6= 0

�
=

�
[� j > 0] 6= yj

�
= L j ;

yk = 1; [ � k 6 0] =
�
[� k > 0] 6= 1

�
=

�
[� k > 0] 6= yk

�
= L k :

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå Dt = Dt � 1 \ D(bt ), ðàñïèøåì ìîùíîñòü ñîâîêóïíîãî
äåôåêòà â âèäå ñóììû ïî ïàðàì îáúåêòîâ è ïðèìåíèì îöåíêó [� j > � k ] 6 L j + L k :

jDt j =
X

(j;k )2 Dt � 1

�
(j; k ) 2 D(bt )

�
=

X

(j;k )2 Dt � 1

�
� j > � k

�
6

X

(j;k )2 Dt � 1

(L j + L k) =

=
`X

j =1
yj =0

L j

`X

k=1

�
(j; k ) 2 Dt � 1

�
+

`X

k=1
yk =1

L k

`X

j =1

�
(j; k ) 2 Dt � 1

�
=

=
`X

i 2 1

L i

`X

k=1

�
(k; i ) 2 Dt � 1 èëè (i; k ) 2 Dt � 1

�
=

`X

i 2 1

L i jD(i )j:

�

Â ñëó÷àå ðåãðåññèè ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà [2].

Òåîðåìà 1.7. Åñëè Y = R è ôóíêöèÿ ïîòåðü èìååò âèä eL(b; y) = ( b� y)2, òî ñïðà-
âåäëèâà òà æå îöåíêà (1.17), òîëüêî âåñà îïðåäåëÿþòñÿ ïî-äðóãîìó: wi = h� 2

i jD(i )j,
ãäåhi = 1

2 min
k2 D (i )

jyi � yk j, D(i ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ( 1.18).

1.5.2 Ìîíîòîííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ è àïïðîêñèìàöèÿ

Åñëè ñîâîêóïíûé äåôåêò îïåðàòîðîâ b1; : : : ; bt ïóñò, òî ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ
ôóíêöèÿ F òàêàÿ, ÷òî F (ui ) = yi äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òàêîé
ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ìîíîòîííîé èíòåðïîëÿöèè .

Åñëè æå äåôåêò íå ïóñò, òî ñîâîêóïíîñòü ïàð (ui ; yi )`
i =1 íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîí-

íîé, è ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé F (ui ) = yi íåñîâìåñòíà. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé
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Ðèñ. 2. Âåðõíèé (M M
i ) è íèæíèé ( M O

i ) êîíóñû
âåêòîðà ui .

Ðèñ. 3. Ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà u äî áëèæàéøåãî
âåðõíåãî êîíóñà.

ôóíêöèè F , ïðèáëèæåííî óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì F (ui ) = yi , íàçûâàåòñÿ çàäà-
÷åé ìîíîòîííîé àïïðîêñèìàöèè . Îíà ðåøàåòñÿ â äâà ýòàïà.

Íà ïåðâîì ýòàïå íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ f i 2 Y, i = 1; : : : ; `, íàèìåíåå îòêëîíÿþ-
ùèåñÿ îò yi , äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ui ; f i )`

i =1 ìîíîòîííà:
8
><

>:

`X

i =1

(f i � yi )2 ! min;

f j 6 f k ; äëÿ âñåõ(i; j ) : uj 6 uk :

Ýòî çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëèíåéíûìè îãð àíè÷åíèÿìè-íåðàâåí-
ñòâàìè. Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ñòàíäàðòíûå ìåò îäû, íàïðèìåð, ìå-
òîä àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé.

Íà âòîðîì ýòàïå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìîíîòîííîé èíòåðïîëÿöèè � ñ òðîèòñÿ ìîíî-
òîííàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì F (ui ) = f i äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `.

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó ìîí îòîííîé èíòåð-
ïîëÿöèè. Ðàññìîòðèì å¼ áîëåå ïîäðîáíî.

Çàäà÷à ìîíîòîííîé èíòåðïîëÿöèè. Çàäàíà âûáîðêà � ìîíîòîííàÿ ñîâîêóï-
íîñòü ïàð (ui ; f i )`

i =1 , ãäå ui 2 Rt , f i 2 R. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìîíîòîííóþ ôóíê-
öèþ F : Rt ! R ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âñå òî÷êè âûáîðêè: F (ui ) = f i , i = 1; : : : ; `.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñðåäè çíà÷åíèé f i åñòü ðàçëè÷íûå (çàäà÷à íå âûðîæäåíà).

Îïðåäåëèì âåðõíèé êîíóñ M M
i è íèæíèé êîíóñ M O

i äëÿ êàæäîãî èç âåêòîðîâ ui ,
êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2:

M M
i = f u 2 Rt j ui 6 ug;

M O
i = f u 2 Rt j u 6 ui g:

Ïóñòü � : Rt
+ ! R+ � íåêîòîðàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íóëåâîå

çíà÷åíèå òîëüêî â òî÷êå (0; : : : ; 0). Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü îäíó èç ôóíêöèé

� (z1; : : : ; zt ) =

8
><

>:

max(z1; : : : ; zt );

z1 + � � � + zt ;p
z2

1 + � � � + z2
t ;

Â òî æå âðåìÿ, ôóíêöèÿ min(z1; : : : ; zt ) íå ïîäõîäèò, òàê êàê îíà ïðèíèìàåò íóëåâîå
çíà÷åíèå íå òîëüêî â íóëå.
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Ðèñ. 4. Äèñêðåòíàÿ ìîíîòîííàÿ ñòóïåíüêà F (u)
äëÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè.

Ðèñ. 5. Íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííàÿ ñòóïåíüêà
�( u; 
 ) äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ îò ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà u = ( u1; : : : ; ut )
äî âåðõíåãî è íèæíåãî êîíóñîâ âåêòîðîâ ui = ( u1

i ; : : : ; ut
i ):

r M
i (u) = �

�
(u1

i � u1)+ ; : : : ; (ut
i � ut )+

�
;

r O
i (u) = �

�
(u1 � u1

i )+ ; : : : ; (ut � ut
i )+

�
;

ãäå (z)+ = [ z > 0]z. Ðàññòîÿíèå r M
i (u) ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò ïî u è îáðàùàåòñÿ

â íóëü íà âåðõíåì êîíóñå M M
i . Ðàññòîÿíèå r O

i (u) ìîíîòîííî íå óáûâàåò ïî u è îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü íà íèæíåì êîíóñå M O

i . Åñëè ôóíêöèÿ � íåïðåðûâíà, òî ôóíêöèè r M
i

è r O
i òàêæå íåïðåðûâíû.

Äëÿ ëþáîãî 
 èç ïîëóèíòåðâàëà [mini f i ; maxi f i ) îïðåäåëèì ðàññòîÿíèÿ îò ïðî-
èçâîëüíîãî âåêòîðà u = ( u1; : : : ; ut ) äî áëèæàéøåãî âåðõíåãî è äî áëèæàéøåãî íèæ-
íåãî êîíóñîâ:

hM(u; 
 ) = min
i :f i >


r M
i (u);

hO(u; 
 ) = min
i :f i 6 


r O
i (u):

Èíòåðïîëÿöèÿ áèíàðíîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè. Â çàäà÷å êëàññèôèêàöèè íà äâà
êëàññàY = f 0; 1g ôóíêöèè hM, hO ñðàçó ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü èñêîìóþ ìîíîòîí-
íóþ êîððåêòèðóþùóþ îïåðàöèþ F (u). Âåêòîð u áóäåò îòíîñèòüñÿ ê êëàññó 1, åñëè
ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî âåðõíåãî êîíóñà êëàññà 1 ìåíüøå, ÷ åì ðàññòîÿíèå äî áëè-
æàéøåãî íèæíåãî êîíóñà êëàññà 0.

Òåîðåìà 1.8. Äëÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè,Y = f 0; 1g, ôóíêöèÿ

F (u) = [ hM(u; 
 ) 6 hO(u; 
 )]

ïðè ëþáîì 
 2 [0; 1) îïðåäåëåíà íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå Rt , ìîíîòîííî íå óáûâàåò,
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç Y è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì F (ui ) = f i , äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [ 2].
Ðèñ. 4 ïîÿñíÿåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè F (u): îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ìîíîòîííóþ ¾ñòóïåíüêó¿, ðàâíóþ åäèíèöå íà îáúåäèíåíèè âåð õíèõ êîíóñîâ êëàññà 1,
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è íóëþ íà îáúåäèíåíèè íèæíèõ êîíóñîâ êëàññà 0. Ðàçäåëÿþùàÿ ï îâåðõíîñòü ïðîõî-
äèò ïîñåðåäèíå ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè. Ãðàôèê íà Ðèñ. 4 ïîñòðîåí äëÿ äâóìåðíîãî
ñëó÷àÿt = 2, ïðè � (z1; : : : ; zt ) = ( z2

1 + � � � + z2
t )� 1=2.

Èíòåðïîëÿöèÿ íåïðåðûâíîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè. Â ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèÿ ðå-
ãðåññèè çàäà÷à îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî àëãîðèòì a(x), à çíà÷èò è êîððåêòèðóþùàÿ
îïåðàöèÿ F (u), äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè èëè õîòÿ áû íåïðåðûâíûìè. Ýòî
åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå âîçíèêàåò â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

�( u; 
 ) =
hO(u; 
 )

hO(u; 
 ) + hM(u; 
 )
; u 2 Rt ; 
 2 R:

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, ìîíîòîííî í å óáûâàåò, è íà âåê-
òîðàõ ui , i = 1; : : : ; ` ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ëèáî 0, ëèáî 1:

�( ui ; 
 ) = [ f i > 
 ]:

Ôóíêöèÿ �( u; 
 ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíûé àíàëîã äèñêðåòíîé ìîíîòîí íîé
¾ñòóïåíüêè¿, ðàññìîòðåííûé âûøå, ÷òî õîðîøî âèäíî èç ñðàâí åíèÿ Ðèñ. 4 è Ðèñ.5.

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîé ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé ôóíêöè è, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç çàäàííûå òî÷êè, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ¾ïîñòàâèòü äðóã íà äðóãà¿` � 1
íåïðåðûâíûõ ñòóïåíåê âèäà �( u; 
 ).

Òåîðåìà 1.9. Ïóñòü Y = R è òî÷êè âûáîðêè ïðîíóìåðîâàíû ïî âîçðàñòàíèþ çíà-
÷åíèé: f 1 6 f 2 : : : 6 f ` . Òîãäà ôóíêöèÿ

F (u) = f 1 +
` � 1X

i =1

(f i +1 � f i )�( u; f i )

îïðåäåëåíà íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå Rt , ìîíîòîííî íå óáûâàåò è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
F (ui ) = f i äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `. Åñëè ôóíêöèÿ � (u) íåïðåðûâíà, òî ôóíêöèÿ F (u)
òàêæå íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [ 2].
Çàìåòèì, ÷òî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ F (u) â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé,

å¼ ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò ïðåòåðïåâàòü ðàçðûâû â ìåñòàõ ¾ñêëåéêè¿ ñòóïåíåê.
Íà Ðèñ. 6 ïîêàçàí ïðèìåð ôóíêöèè F (u), ïîñòðîåííîé ïî äâóìåðíûì ìîäåëü-

íûì äàííûì. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà Ðèñ. 7 ïîêàçàí êëàññè÷åñêèé ãëàäêèé èíòåðïîëÿöè-
îííûé ñïëàéí, ïîñòðîåííûé ïî òîé æå ìîíîòîííîé âûáîðêå. Çàì åòèì, ÷òî îí íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé.

Ÿ1.6 Êðàòêèé îáçîð ëèòåðàòóðû

Îáùàÿ òåîðèÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ êîìïîçèöèé íàä ïðîèçâîëüíûì è ìîäåëÿìè àë-
ãîðèòìîâ è ïðîèçâîëüíûìè ñåìåéñòâàìè êîððåêòèðóþùèõ îïåð àöèé áûëà âïåðâûå
ïðåäëîæåíà Æóðàâë¼âûì â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå ê ïðîáëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ [ 4, 5].
Äî ýòîãî áûëè èçâåñòíû òîëüêî íàèáîëåå ïðîñòûå ìåòîäû êîìáè íèðîâàíèÿ àëãîðèò-
ìîâ, òàêèå êàê âçâåøåííîå ãîëîñîâàíèå è êîìèòåòíûå ñèñòåìû [8]. Ïðè ýòîì, êàê
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Ðèñ. 6. Ìîíîòîííàÿ êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ
F (u) â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè.

Ðèñ. 7. Êëàññè÷åñêèé (íåìîíîòîííûé) ãëàäêèé
ñïëàéí, ïîñòðîåííûé ïî ìîíîòîííîé âûáîðêå.

ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàëèñü âïîëíå êîíêðåòíûå ìîäåëè áàçîâû õ àëãîðèòìîâ, à êîð-
ðåêòèðóþùèå îïåðàöèè íå îáëàäàëè âîçìîæíîñòüþ íàñòðîéêè. Ôàêòè÷åñêè, ýòè ðà-
áîòû îñòàâàëèñü íà óðîâíå îáû÷íûõ ýâðèñòè÷åñêèõ ïðè¼ìîâ è í å íîñèëè õàðàêòåðà
ñèñòåìàòè÷åñêîé íàó÷íîé òåîðèè. Áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå ìåò îäîâ êîìáèíèðîâàíèÿ
àëãîðèòìîâ òàêæå ïîÿâèëîñü ñóùåñòâåííî ïîçæå.

Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èäåå îáëàñòåé êîìïåòåíòíîñòè , áûëè ïðåäëîæåíû
Ðàñòðèãèíûì [ 10] è ïîçæå Äæîðäàíîì è Äæàêîáñîì è äð. â [ 16].

Â 1988 â ðàáîòàõ Êåðíñà è Âàëèàíòà [28] áûëà ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëå-
ìà. Áóäåì ïîä ñëàáîé îáó÷àåìîñòüþ (weak learnability) ïîíèìàòü âîçìîæíîñòü ïî-
ñòðîåíèÿ (çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ) àëãîðèòìà, âåðîÿòíîñò ü îøèáîê êîòîðîãî ëèøü
íåìíîãî ìåíüøå 50%; ïîä ñèëüíîé îáó÷àåìîñòüþ (strong learnability) áóäåì ïîíèìàòü
âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ (îïÿòü-òàêè, çà ïîëèíîìèàëüíîå âð åìÿ) àëãîðèòìà, âåðîÿò-
íîñòü îøèáîê êîòîðîãî ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ ï ðè ` ! 1 . Áûëà âû-
äâèíóòà ãèïîòåçà, ÷òî ïîíÿòèÿ ñèëüíîé è ñëàáîé îáó÷àåìîñòè ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü
÷òî ëþáóþ ñëàáóþ ìîäåëü ìîæíî óñèëèòü (boost). Ýòà ãèïîòåçà áûëà òåîðåòè÷åñêè
ïîäòâåðæäåíà â ðàáîòå Øàïèðà [ 38], êîòîðûé ïðåäëîæèë ïåðâûé àëãîðèòì áóñòèíãà
(boosting). Ãîäîì ïîçæå Ôðîéíä ïðåäëîæèë ñâîé àëãîðèòì [ 20]. Îáà àëãîðèòìà îñ-
íîâûâàëèñü íà âçâåøåííîì ãîëîñîâàíèè, íî áûëè íåóäîáíû äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðè-
ìåíåíèÿ. Ëèøü ïÿòüþ ãîäàìè ïîçæå èì óäàëîñü ðàçðàáîòàòü àëã îðèòì AdaBoost,
ïîëó÷èâøèé âïîñëåäñòâèè øèðîêóþ èçâåñòíîñòü áëàãîäàðÿ ïð îñòîòå è âûñîêîé ýô-
ôåêòèâíîñòè [ 21]. Àíàëîãè÷íûå ìåòîäû, íî ñ íåñêîëüêî èíîé ñòðàòåãèåé îïòèì èçàöèè
áàçîâûõ îïåðàòîðîâ, áûëè ðàçðàáîòàíû Óîëïåðòîì [ 45] è Áðåéìàíîì [ 18]. Ñëåäóþ-
ùèì îáîáùåíèåì ñòàëî ââåäåíèå íåëèíåéíûõ âåñîâûõ ôóíêöèé â [41]. Çàòåì áûëè
ïðåäëîæåíû íåëèíåéíûå ìîíîòîííûå êîððåêòèðóþùèå îïåðàöè è [1, 2, 15]

Ïî îòíîøåíèþ ê àëãåáðàè÷åñêîìó ïîäõîäó ïåðå÷èñëåííûå ìåòî äû ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè, îòëè÷àÿñü, ãëàâíûì îáðàçîì, âèäîì êîðð åêòèðóþùåé îïåðàöèè.
Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ¾ïîðîæäàòü¿ òàêîãî ðîäà ì åòîäû ñ îáùèõ òåîðå-
òè÷åñêèõ ïîçèöèé. Íàèáîëåå àáñòðàêòíûì ðàçäåëîì àëãåáðàè ÷åñêîãî ïîäõîäà ÿâëÿ-
åòñÿòåîðèÿ óíèâåðñàëüíûõ è ëîêàëüíûõ îãðàíè÷åíèé Ðóäàêîâà. Îíà äà¼ò êðèòåðèè
ïîëíîòû, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü ñåìåéñòâà áàçîâûõ àëãîðèòìî â è êîððåêòèðóþùèõ
îïåðàöèé ìèíèìàëüíîé äîñòàòî÷íîé ñëîæíîñòè [ 13, 11, 12, 14].
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Â ñîâðåìåííûõ îáçîðàõ ïî ìåòîäàì ðàñïîçíàâàíèÿ [ 25] è àëãîðèòìè÷åñêèì êîì-
ïîçèöèÿì [ 40] ïîä÷åðêèâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåíèå êîìïîçèöèé, â êîòîðûõ ðàç ëè÷íûå
àëãîðèòìû êîìïåíñèðóþò íåäîñòàòêè äðóã äðóãà, ÿâëÿåòñÿ îä íèì èç íàèáîëåå ïåð-
ñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.

Ÿ1.7 Âûâîäû

Îñíîâíûå ñâîéñòâà êîìïîçèöèé, îòëè÷àþùèå èõ îò îáû÷íûõ àëãîðèòìîâ.

� Àëãîðèòìè÷åñêàÿ êîìïîçèöèÿ îáúåäèíÿåò áàçîâûå àëãîðèòìû , ñïîñîáíûå ñàìî-
ñòîÿòåëüíî ðåøàòü òó æå èñõîäíóþ çàäà÷ó.

� Êîìïîçèöèÿ íå çíàåò âíóòðåííåãî óñòðîéñòâà áàçîâûõ àëãîðè òìîâ. Äëÿ íå¼ ýòî
¾÷¼ðíûå ÿùèêè¿, èìåþùèå òîëüêî äâå ôóíêöèè: îáó÷åíèÿ ïî çàä àííîé âûáîðêå
è âû÷èñëåíèÿ îòâåòà äëÿ çàäàííîãî îáúåêòà. Ýòî ñâîéñòâî î÷å íü óäîáíî ñ òåõ-
íîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ: äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçîâûõ àëãîðèò ìîâ ìîæíî çàäåé-
ñòâîâàòü áîãàòûé àðñåíàë ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ.

� Êîìïîçèöèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü âûñîêîå êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ, íåäîñòèæèìîå äëÿ
îòäåëüíûõ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ.

Äâà îñíîâíûõ ïðèíöèïà ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ êîìïîçèöèé.

� Ñïåöèàëèçàöèÿ. Ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ äåëèòñÿ íà îáëàñòè, â êàæäîé èç êî-
òîðûõ ñòðîèòñÿ ñâîé àëãîðèòì, ñïåöèàëèçèðóþùèéñÿ íà îáúåê òàõ òîëüêî ýòîé
îáëàñòè. Èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà áîëåå ïðîñòûå ïîäçàäà÷è ïî ïðèíöèïó
¾ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿. Ê òàêèì ìåòîäàì îòíîñÿòñÿ êîìèòåòû ñ òàðøèíñòâà [9]
è ñìåñè ýêñïåðòîâ [26].

� Óñðåäíåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ íå ïîëó÷àåò èíôîðìà öèè
î òîì, â êàêîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà íàõîäèòñÿ îáúåêò, è ðàáî òàåò òîëüêî ñ îòâå-
òàìè, âûäàííûìè áàçîâûìè àëãîðèòìàìè. Åñëè áàçîâûå àëãîðè òìû äîñòàòî÷íî
ðàçëè÷íû, òî èõ ïîãðåøíîñòè êîìïåíñèðóþòñÿ â ðåçóëüòàòå óñ ðåäíåíèÿ. Ïðè-
÷¼ì óñðåäíåíèå ñëåäóåò ïîíèìàòü â îáîáù¼ííîì ñìûñëå, ýòî íå îáÿçàòåëüíî
ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå, è äàæå íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíàÿ îïå ðàöèÿ. Íà èäåå
óñðåäíåíèÿ îñíîâàíû êîìèòåòû áîëüøèíñòâà, áóñòèíã [ 22], áýããèíã [18], ìîíî-
òîííàÿ êîððåêöèÿ [ 2].

Îñíîâíûå ñòðàòåãèè ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ êîìïîçèöèé.

� Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ . Áàçîâûå àëãîðèòìû ñòðîÿòñÿ ïî î÷åðåäè,
è êàæäûé ñëåäóþùèé ñòàðàåòñÿ êîìïåíñèðîâàòü íåäîñòàòêè ïð åäûäóùèõ. Ýòî
æàäíàÿ ñòðàòåãèÿ. Îíà íå ãàðàíòèðóåò ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øåé êîìïîçèöèè,
íî íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî óäîáíîé. Ê òàêèì ìåòî äàì îòíîñÿò-
ñÿ ïðîñòåéøèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êîìèòåòîâ áîëüøèíñòâà è ñò àðøèíñòâà, áó-
ñòèíã [37], ìîíîòîííàÿ êîððåêöèÿ [ 1].
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� Ïàðàëëåëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ . Áàçîâûå àëãîðèòìû íàñòðàèâàþòñÿ íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà. ×òîáû îíè íå ïîëó÷àëèñü ñëèøêîì ïîõîæèìè, íàñ òðîéêà ïðîèç-
âîäèòñÿ ïî ðàçëè÷íûì ÷àñòÿì îáó÷àþùåé âûáîðêè, ëèáî ïî ðàçë è÷íûì ÷àñòÿì
ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ, ëèáî ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïðèáë èæåíèÿõ. Òèïè÷-
íûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ áýããèíã [ 19], ìåòîä ñëó÷àéíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ (random subspace method) [39] è ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû [3].
Â îòëè÷èå îò ïîñëåäîâàòåëüíîé îïòèìèçàöèè, ýòè àëãîðèòìû ä îïóñêàþò ýô-
ôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ íà ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñòð îéñòâàõ.

� Ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ îäíîâðåìåííî âñåõ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ òÿ-
æ¼ëîé ìíîãîýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé. Ê òîìó æå, îíà òðåáóåò çí àíèÿ âíóòðåí-
íåãî óñòðîéñòâà àëãîðèòìîâ, ÷òî çàòðóäíÿåò ïðèìåíåíèå ñòà íäàðòíûõ ìåòîäîâ
îáó÷åíèÿ. Íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå óñîâåðøå íñòâîâàíèÿ ïà-
ðàëëåëüíûõ è ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñ ÿ ¾ãëîáàëüíûìè¿
â ïîëíîì ñìûñëå ñëîâà. Íàïðèìåð, ïðè ïîñòðîåíèè ñìåñåé ýêñï åðòîâ áàçîâûå
àëãîðèòìû è èõ ôóíêöèè êîìïåòåíòíîñòè ïåðåñòðàèâàþòñÿ ïîî ÷åð¼äíî è ìíîãî-
êðàòíî ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, íàïîìèíàþùåãî EM -àëãîðèòì [ 26].
Â äðóãîì ìåòîäå ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîð èòìà îïòèìèçè-
ðóþòñÿ ïîäìíîæåñòâà îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ, íà êîòîðûõ íàñòð àèâàþòñÿ áàçî-
âûå àëãîðèòìû [ 3]. Ôàêòè÷åñêè, ýòî ðàçâèòèå èäåé áýããèíãà è ìåòîäà ñëó÷àéíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ.

� Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä, îïèñàííûé â òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîòàõ Æóðàâë¼âà è åãî
ó÷åíèêîâ [ 6, 7], ïîçâîëÿåò ñòðîèòü êîððåêòíûå àëãîðèòìè÷åñêèå êîìïîçèö èè ÷è-
ñòî àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè, âîîáùå íå ïðèáåãàÿ ê îïòèìèç àöèè. Ýòîò ïîä-
õîä êðàéíå ïðîäóêòèâåí ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ ïîëíîòû ì îäåëåé àëãîðèò-
ìîâ âèäà ( 1.1). Îäíàêî îí ïëîõî ïðèñïîñîáëåí äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïîñòðîåí èÿ
àëãîðèòìîâ, òàê êàê íå ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü ñëîæíîñòüþ êîìï îçèöèè è ñêëîíåí
ê ïåðåîáó÷åíèþ. Áîëåå ïðàêòè÷íûå ñõåìû, ðàçðàáîòàííûå â ðà ìêàõ àëãåáðàè-
÷åñêîãî ïîäõîäà, èñïîëüçóþò óïîìÿíóòóþ âûøå ñòðàòåãèþ ïîñ ëåäîâàòåëüíîé
îïòèìèçàöèè [ 1, 2].
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