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Предмет работы

Алгоритмы исследования систем 

полиномиальных уравнений, связанных с 

задачей об однородности.



Однородность
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Определение 1. Множество (многообразие) называется 

однородным, если на нем транзитивно действует некоторая 

группа Ли.

Определение 2. Многообразие М называется однородным, 

если алгебра Ли касательных к нему векторных 

полей накрывает своими значениями касательное 

пространство к M в каждой точке.



Простейшие примеры 
однородности
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2-мерный случай
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Э.Картан (1932) Полное описание голоморфно-однородных 

гиперповерхностей в 

А.Лобода (2000) Коэффициентная интерпретация:

всякая голоморфно-однородная гиперповерхность в 

определяется тройкой вещественных коэффициентов

мозеровского нормального уравнения. 

Эта тройка удовлетворяет паре квадратичных уравнений:
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Задача об однородности в 
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Изучаемые поверхности задаются уравнениями:

Требуется описать все такие поверхности, однородные 

относительно голоморфных преобразований.

220 320 221 420 330 321 222
, , , , , ,N N N N N N N

Опорный набор многочленов:



Матричное представление 
многочленов
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Векторные поля, касательные к 
изучаемой поверхности в
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Параметры векторных полей
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Оценка числа опорных 
коэффициентов:
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Информационная модель задачи
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1.

2.

3.



Формализация задачи
(билинейные системы с параметрами)
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Число уравнений: 𝑁 = 30
Число переменных X: 𝑛 = 100
Число переменных Z: 𝑚 = 10
Число свободных переменных P: 𝑘 = 5

    0A X Z B X P 



Пример
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Решение.



Об условиях разрешимости
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Теорема. Если количество уравнений в билинейной системе

на единицу превышает количество 𝑚 «главных» переменных 

𝑧1…𝑧𝑚 , то достаточным условием ее нетривиальной 

разрешимости является выполнение совокупности некоторых 

m полиномиальных уравнений (степени 𝑚 + 1 ) и одного 

полиномиального неравенства (степени 𝑚) относительно 

«базовых» переменных 𝑥1…𝑥𝑛 .

    0A X Z B X P 



Переход к системе полиномиальных 
уравнений

1
• 3 векторных уравнения

2
• 30 скалярных уравнений

3

• Удаление второстепенных параметров

• Переход к 20 скалярным уравнениям

4

• Исключение свободных параметров

• Переход к системе 100 на 100
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Сложность вычислений
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Пример 1. В процессе многошаговых подстановок число

слагаемых в отдельных уравнениях обсуждаемой

системы достигает 800; часть уравнений обнуляется, а

одно факторизуется на 3 комплексных многочлена 5-

степени от 6 вещественных переменных.

Пример 2. Базис Гребнера для идеала из 30 нелинейных

многочленов от 9 переменных содержит 64 многочлена, 3

из которых имеют вид:
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Вычислительные результаты
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Специальное нормальное уравнение однородной поверхности

удовлетворяющее условиям:

полностью определяется 13 коэффициентами: параметром 𝜇,
многочленом 𝑁320 и одним вещественным коэффициентом из

тройки    4 4 2
, , .Re t Im t 

Замечание. В случае вещественного многочлена 𝑁320 и при

𝜇 = 0 изучаемая поверхность определяется 7 вещественными

коэффициентами.
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Вычислительные результаты
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1. НЕ существует однородных поверхностей при

(математически установленный факт).

2. У многочлена        из специального нормального

уравнения однородной поверхности в      хотя бы

один из двух коэффициентов отличен от нуля

(компьютерные вычисления).
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Схема классификации 
однородности
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Матричные представления в 
-случае
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Выводы
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1.Теоретически обоснованы возможность и

эффективность использования компьютерных

алгоритмов и символьных вычислений в задачах,

связанных с изучением свойств и классификацией

однородных многообразий.

2. Получены оценки числа параметров, 

описывающих голоморфно-однородные 

поверхности в      в разных случаях (в частности, в 

случае общего положения, такие поверхности 

определяются 13 коэффициентами

мозеровского нормального уравнения). 

3



Выводы
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3. Частично подтверждена (в случае специального 

вида) гипотеза об определении однородных поверхностей 

не более чем 3 тейлоровскими коэффициентами.

4.Алгоритмы построения и исследования систем

полиномиальных уравнений, связанных с задачей

классификации однородных поверхностей

3-мерного комплексного пространства, реализованы в

виде программного комплекса
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Спасибо за внимание !


