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Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó - ìåòîä íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé íåêîòîðûõ
ëèíåéíûõ è (÷åðåç çàäà÷ó îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ) íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Âåñåëîâ, Çàõàðîâ, Ãðèíåâè÷, Äóáðîâèí, Ìàòâååâ, Íîâèêîâ, Øàáàò, Öàðåâ
Kamran, Salle, Tenenblat
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

L =
d∑

i+j=0

aijD
i
xD

j
y

(íåïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû) ÷àñòî îïðåäåëÿþò ÷åðåç òàê íàçûâàåìîå
ñïëåòàþùåå ñîîòíîøåíèå

N ◦ L = L1 ◦M . (*)

Òàêèì îáðàçîì ìû îïðåäåëÿåì ïðåîáðàçîâàíèå L
M−→ L1 îïåðàòîðà L â

îïåðàòîð L1 òàêîãî æå âèäà ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî îïåðàòîðà M.
Ìíîãî÷èñëåííûå è ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó:
äëÿ îïåðàòîðîâ áîëåå îáùåãî âèäà è, íàïðèìåð,
äëÿ twisted derivation D óäîâëåòâîðÿþùåé D(AB) = D(A) + σ(A)B, ãäå σ �
ãîìîìîðôèçì.
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó è âðîíñêèàíû

Èç âðîíñêèàíîâ ìîæíî ïîëó÷àòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó äëÿ îïåðàòîðîâ ìíîãèõ âèäîâ ìîæíî ïîñòðîèòü
èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ñ âðîíñêèàíàìè, êîòîðûå èçíà÷àëüíî áûëè ïðèäóìàíû
Äàðáó äëÿ îïåðàòîðîâ âèäà

L = Dxy + aDx + bDy + c (1)

(êîýôôèöèåíòû íåïîñòîÿííû â îáùåì âèäå). Âïîñëåäñòâèè, îêàçàëîñü, ÷òî
òàêèå æå ôîðìóëû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé
Äàðáó äëÿ îïåðàòîðîâ è äðóãèõ âèäîâ.

Ìàëî èçâåñòíî î �íå-âðîíñêèàíîâñêèõ� ïðåîáðàçîâàíèÿõ
Äàðáó.

Èçâåñòíû òîëüêî äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó - òàê íàçûâàåìûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïîñëåäíèå îïðåäåëåíû òîëüêî äëÿ îïåðàòîðîâ
âèäà (1).
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó ïîðîæäåííûå M = Dx , M = Dy

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó ïåðâîãî ïîðÿäêà âñåãäà ìîæíî
ñâåñòè ê òàêèì.

Lemma

Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â
êîëüöå K [Dx ,Dy ], ãäå K � íåêîå äèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå êîýôôèöèåíòîâ, òî
åñòü

L =
d∑

i+j=0

aijD
i
xD

j
y , aij ∈ K . (**)

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó äëÿ ïàðû (L,M = Dx +m), m ∈ K
òîãäà ñóùåñòâóåò è äëÿ ïàðû (g−1Lg ,Dx) äëÿ ëþáîãî îáðàòèìîãî g ∈ K.

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó äëÿ ïàðû (L,M = Dy +m), m ∈ K
òîãäà ñóùåñòâóåò è äëÿ ïàðû (g−1Lg ,Dy ) äëÿ ëþáîãî îáðàòèìîãî g ∈ K.
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Theorem

L =
d∑

i+j=0

aijD
i
xD

j
y , aij ∈ K (**)

èìååò ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó ïîðîæäåííîå M = Dx ⇐⇒ âñå íåíóëåâûå
êîýôôèöèåíòû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà óìíîæåíèåì íà êàêóþ-òî
ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò ïåðåìåííîé y.

Òî åñòü äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ a0j è a0k , j = 0, . . . , d, k = 0, . . . , d âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ

a0j = Gjk(y)a0k (2)

äëÿ íåêîòîðûõ Gjk(y).

Àíàëîãè÷íî, äëÿ L ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó ïîðîæäåííîå M = Dy

⇐⇒ äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ

ai0 = Fik(x)ak0 (3)

äëÿ íåêîòîðûõ Fik(x).
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Îáðàòèìîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó

Îïðåäåëåíèå.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó L→ L1, îïðåäåëåííîå ñïëåòàþùèì
ñîîòíîøåíèåì

N ◦ L = L1 ◦M . (*)

Ýòîìó ïðåîáðàçîâàíèþ îïåðàòîðîâ ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèå ëèíåéíûõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

ker L→ ker L1 : w 7→Mw

Ñêàæåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó îáðàòèìî, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå
ïðåîáðàçîâàíèå ÿäåð ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òî åñòü ÿäðî ýòîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ íóëåâîå:

ker L ∩ kerM = {0} .

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ
âðîíñêèàíîâ íåîáðàòèìû...

Áåðåì ýëåìåíòû ÿäðà ψ1, . . . , ψn ∈ ker L è ñòðîèì M, èñïîëüçóÿ âðîíñêèàíû,
÷òî àâòîìàòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ψ1, . . . , ψn ∈ kerM.
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Êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó

Òåîðåìà

Ïóñòü

L =
d∑

i+j=0

aijD
i
xD

j
y , aij ∈ K (**)

èìååò ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó ïîðîæäåííîå M = Dx èëè M = Dy . Òîãäà

dim(ker(L) ∩ ker(M)) =

[
∞ , a0k = 0, ∀k ∈ {0, . . . , d} ,
dy , âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ,

ãäå dy � ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ j òàêîé, ÷òî a0j 6= 0.

Â ÷àñòíîñòè, èìååì êðèòåðèé îáðàòèìîñòè:
ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó îáðàòèìî ⇐⇒ âûïîëíÿþòñÿ âñå ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:{

a0k = 0 ∀k ∈ {1, . . . , d} ,
a00 6= 0 .
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó äëÿ ïàðû (L,Dx). ßäðî îïåðàòîðà
M ñîñòîèò èç ôóíêöèé âèäà g = g(y).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî k > 0 òàêîå, ÷òî a0k 6= 0. Òîãäà

L(g(y)) =
d∑

j=0

a0jD
j
y (g(y))

= a0k

d∑
j=0

Gjk(y)D
j
y (g(y)) .

Òî åñòü L(g(y)) = 0 � ëèíåéíûé äèôóð ïîðÿäêà dy . Ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé òàêîãî óðàâíåíèÿ � dy .

Åñëè æå íå ñóùåñòâóåò òàêîãî k, òî ëèáî a00 = 0 òîæå è
ker L ∩ kerM = {f (y)}, ëèáî a00 6= 0 è ker L ∩ kerM = {0}.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé ñ Dy .
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà � åäèíñòâåííûå îáðàòèìûå äëÿ
Dxy + aDx + bDy + c

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà � äâà ñïåöèàëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ïðåîáðàçîâàíèé
Äàðáó äëÿ îïåðàòîðîâ âèäà

L = Dxy + aDx + bDy + c (4)

(â îáùåì ñëó÷àå ñ íåïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè). Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñîîòâåòñòâóþò

M = Dx + b è M = Dy + a .

Ñëåäñòâèå

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà � åäèíñòâåííûå îáðàòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó
äëÿ îïåðàòîðîâ âèäà (4).

Äîêàæåì ýòî, ïîïóòíî èëëþñòðèðóÿ èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷åííîãî êðèòåðèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó äëÿ îïåðàòîðîâ

âèäà (4) � ýòî ëèáî êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà, ëèáî ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ âðîíñêèàíîâ. Ïîñëåäíèå - íåîáðàòèìû ïî ïîñòðîåíèþ.

[She12b] - äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà,

[She12a] - äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé âòîðîãî ïîðÿäêà,

è íîâûé ðåçóëüòàò - äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà
(ñâåäåíî ê ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì).

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó äëÿ ïàðû (L,M = Dx + b), òî åñòü
L→ L1 îïðåäåëåííîå ñïëåòàþùèì ñîîòíîøåíèåì

N ◦ L = L1 ◦M . (*)

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì, ñîïðÿæåì îáà îïåðàòîðà ïàðû
(L,M = Dx + b) ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ýëåìåíòà g òàê, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå
ñîïðÿæåíèÿ M ñòàë áû ïðîñòî îïåðàòîðîì Dx . Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ëþáîå g
óäîâëåòâîðÿþùåå gxg

−1 = −b. Òîãäà
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L
g = g−1Lg ,

= DxDy + (a+ gyg
−1)Dx + (b + gxg

−1)Dy + c + agxg
−1 + bgyg

−1 + gxyg
−1 ,

= DxDy + (a+ gyg
−1)Dx + c − ab + bgyg

−1 + gxyg
−1 ,

= DxDy + (a+ gyg
−1)Dx + c − ab − by ,

= DxDy + (a+ gyg
−1)Dx + k ,

ãäå k � îäèí èç òàê íàçûâàåìûõ èíâàðèàíòîâ Ëàïëàñà. Âñïîìíèì
ïîëó÷åííûé êðèòåðèé îáðàòèìîñòè: ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó îáðàòèìî ⇐⇒
âûïîëíÿþòñÿ âñå ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:{

a0k = 0 ∀k ∈ {1, . . . , d} ,
a00 6= 0 .

Òàêèì îáðàçîì, k 6= 0 åñòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îáðàòèìîñòè.

Âñïîìíèì, ÷òî ñòðîãîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà òðåáóåò èìåííî óñëîâèÿ
k 6= 0.

Øåìÿêîâà (ÂÖ ÐÀÍ) 12 / 21



Òåïåðü ïîíÿòíî êàê ãåíåðèðîâàòü îáðàòèìûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó

Íàïðèìåð,
L = DxD

2

y + D2

x + xDx + 1 .

è M = Dx ñîãëàñíî êðèòåðèþ ãåíåðèðóþò îáðàòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó.
Ðåçóëüòàò ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � îïåðàòîð

L1 = DxD
2

y + D2

x + xDx + 2 .

Ñîîòâåòñòâóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîð N = Dx . Â ýòîì ñëó÷àå
ñóùåñòâóåò è îáðàòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðîâ:

L1 7→ L

îñóùåñòâëÿåìîå ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ M′ = N′ = Dx .

Ëþáîé òàêîé ïðèìåð àâòîìàòè÷åñêè ïîðîæäàåò ñåðèþ ïðèìåðîâ îáðàòèìûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ñ M âèäà Dx +m èëè Dy +m, m 6= 0.
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Êîãäà âðîíñêèàíû äàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó?

Ñíà÷àëà àâòîð ïîëó÷èë îäèí ïðèìåð, êîãäà âðîíñêèàíû
íå ðàáîòàþò:

L = D2

xDy + yD2

x + xD2

y + 1

è

ψ1 = sin

(
y√
x

)
∈ ker L .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �âðîíñêèàíîâñêèå ôîðìóëû� äëÿ M,

M(ψ) =Mx(ψ) =

(
Dx −

ψ1,x

ψ1

)
(ψ) =

∣∣∣∣ ψ ∂xψ
ψ1 ∂xψ1

∣∣∣∣
− |ψ1|

,

M(ψ) =My (ψ) =

(
Dy −

ψ1,y

ψ1

)
(ψ) =

∣∣∣∣ ψ ∂yψ
ψ1 ∂yψ1

∣∣∣∣
− |ψ1|

íå äàþò ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó, òî åñòü íåëüçÿ íàéòè îïåðàòîðû L1,N òàêèå,
÷òî èìååò ìåñòî ñïëåòàþùåå ñîîòíîøåíèå

N ◦ L = L1 ◦M . (*)
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Êîãäà æå âðîíñêèàíû ðàáîòàþò?
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Òåîðåìà

Äëÿ

L =
d∑

i+j=0

aijD
i
xD

j
y , aij ∈ K (**)

ïîëîæèì k, ãäå k = d , åñëè a0d 6= 0, è k = d − 1, åñëè a0d = 0. Ïóñòü ñóùåñòâóþò
k ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà óìíîæåíèåì íà
ôóíêöèþ òîëüêî îò y , íî âñå æå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ è äàæå ñòðîêè
ïðîèçâîäíûõ äîëæíû áûòü ñóùåñòâåííî ðàçíûìè. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïóñòü
ñóùåñòâóþò

ψ1, ψ2, . . . , ψk ∈ ker L/{0} , ψi

ψ1

= Ti (y) , W0,k−1 (1,T2, . . . ,Tk) 6= 0 ,

äëÿ íåêîòîðûõ íåïîñòîÿííûõ ôóíêöèé Ti (y) ∈ K , i = 2, . . . , k.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó äëÿ îïåðàòîðà L ïîðîæäåííîå
âðîíñêèàíîì ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ψ1. Òî åñòü ñ ïîìîùüþ

M = Dx −
ψ1,x

ψ1

.

Ñïðàâåäëèâ è àíàëîãè÷íûé ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó ñ
M = Dy − ψ1,y

ψ1
.
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Ýòà òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàòîðîâ DxDy + aDx + bDy + c

ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè Äàðáó

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû âèäà

DxDy + aDx + bDy + c , a, b, c ∈ K

Ñîãëàñíî òåîðåìå k = d , åñëè a0d 6= 0, è k = d − 1, åñëè a0d = 0. Òî åñòü â
äàííîì ñëó÷àå k = 1.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîñòàòî÷íî èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ, òî åñòü ψ ∈ ker L, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî M ïîëó÷åííîå èç
ôîðìóë âðîíñêèíîâ è ýòîãî ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðåîáðàçîâàíèå
Äàðáó.

Øåìÿêîâà (ÂÖ ÐÀÍ) 17 / 21



Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñîïðÿæåì îïåðàòîð L ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

L
′ = Lψ1 =

d∑
i+j=0

a′ijD
i
xD

j
y .

Òîãäà ÿäðó ýòîãî îïåðàòîðà ïðèíàäëåæàò ðåøåíèÿ èñõîäíîãî, äåëåííûå íà
ψ1, òî åñòü

1 ∈ ker L′ , Ti (y) ∈ ker L′ , i = 1, . . . , k .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a′
00

= 0, è

d∑
j=1

a′
0jD

j
y (Ti (y)) = 0 , i = 2, . . . , k . (sys)

Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé k − 1 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. ×èñëî íåèçâåñòíûõ
a′
0j ðàâíî ÷èñëó íåíóëåâûõ a′

0j , j = 1, . . . , d .
Åñëè k = d , òî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ìåíüøå èëè ðàâíî k.
Åñëè k = d − 1, òî a0d = 0, è òàê êàê ãëàâíûé ñèìâîë îïåðàòîðà èíâàðèàíòåí
îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òî a′

0d = a0d = 0.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ìåíüøå èëè ðàâíî k.
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Òàê êàê ïî óñëîâèþ,

W0,k−1 (1,T2, . . . ,Tk) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 T2 . . . Tk

0 T ′
2

. . . T ′k
. . . . . . . . .

0 T
(k−1)
2

. . . T
(k−1)
k

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0 ,

òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (sys) èìååò ìàòðèöó ñ ðàíãîì k − 1 è òàê êàê ÷èñëî
íåèçâåñòíûõ ðàâíî k, òî èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ

a′
0j = Gjk(y)a

′
0k

äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ a′
0j è a′

0k , j = 0, . . . , d , k = 0, . . . , d äëÿ íåêîòîðûõ
Gjk(y) ∈ K .

Ò.î. ïî òåîðåìå, äîêàçàííîé âíà÷àëå äîêëàäà, ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå
Äàðáó äëÿ ïàðû (L′,Dx). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå
Äàðáó äëÿ ïàðû (L, ψ1Dxψ

−1
1

), òî åñòü äëÿ ïàðû (L,Dx − ψ1,xψ
−1
1

).
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Ê ñîæàëåíèþ, ïîêà íåò êðèòåðèÿ âîçìîæíîñòè
èñïîëüçîâàíèÿ âðîíñêèàíîâ. Õîòÿ íà ñàìîì äåëå, íàø

ïðèçíàê ÿâëÿåòñÿ �ïî÷òè êðèòåðèåì�.

Êîðåíü ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå j òàêîå ÷òî a0j 6= 0
íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
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