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Пролегомены Математика и физика
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Пролегомены Кризис философии науки

Изначально философия претендовала на формирование
представлений не только о бытии как таковом (онтология), но и о
его частностях, являющихся предметом специализированных наук.

Источники кризиса
Претензии на всеобщность были порождены неразвитостью
науки.
Вряд ли можно надеяться на постижение бытия в целом
посредством приписывания ему тех или иных общих истин и
закономерностей.
Незнание современной науки.

Итог
Философия вынуждена ограничиться онтологией.
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Подходы к построению физических теорий Парадигмы физических теорий

Триалистическая

Дуалистические 1

Дуалистические 2

Экстремальные

Монистические

Геометрический Реляционный Полевой

G P

G + P + F

F

P

G F

G + F → P

F

P G

P + G → F

G

F P

F + P → G

P

G × F

G × F + P
F × G + P

F

P × G

P × G + F
G × P + F

G

F × P

F × P + G
P × F + G

P

G × F

G × F → P

F

P × G

P × G → F

G

F × P

F × P → G

G × P × F

G × P → F
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Подходы к построению физических теорий Примеры теорий

Триалистическая парадигма. G + P + F
Электродинамика.
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Подходы к построению физических теорий Примеры теорий

Геометрическая парадигма. G + F → P
Нелинейная теория поля. Солитоны.

Геометрическая парадигма. G × F + P
Общая теория относительности (ОТО).

Геометрическая парадигма. G × F → P
Геометродинамика Уилера.
Супергравитация.

Кулябов Д.С. (РУДН) Геометрические методы 21 января 2015 г. 7 / 26



Подходы к построению физических теорий Примеры теорий

Реляционная парадигма. P + G → F
Электродинамика Фоккера–Фейнмана.
Квантовая механика в терминах интегралов по траекториям.

Реляционная парадигма. P × G + F
Аксиоматическая частная теория относительности.
Твисторная программа.
Петлевая теория гравитации.

Реляционная парадигма. P × G → F
Теория 𝑆-матриц.
Бинарная геометрофизика Ю. С. Владимирова.
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Подходы к построению физических теорий Примеры теорий

Полевая парадигма. P × F + G
Квантовая механика.

Полевая парадигма. F × P + G
Квантовая теория поля.
Струнные теории.
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Подходы к построению физических теорий Методы

Геометрическая парадигма
Формализм расслоений.
Дополнительные размерности (Калуца–Клейн).

Реляционная парадигма
Интегралы по траекториям.
Метод функции Грина.

Полевая парадигма
Операторный метод.
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Гамильтониан электромагнитного поля Формализм

Метод
Формализм расслоеных пространств.

Гамильтонов формализм
Дираковские системы со связями.
Симплектические гамильтоновы системы.
Неавтономные гамильтоновы системы.
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Гамильтониан электромагнитного поля Требования к CAS

Требования к CAS
Универсальные системы компьютерной алгебры.
Дифференциальная геометрия.

Варианты CAS
Mathematica.
Mathematica: Atlas 2 for Mathematica
<http://digi-area.com/Mathematica/atlas/>.
Maple.
Maple: DifferentialGeometry
<http://digitalcommons.usu.edu/dg/>.
Sage.
Maxima.
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Гамильтониан электромагнитного поля Уравнения Максвелла

В терминах характеристик поля⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[∇⃗, �⃗�] = −1

𝑐
𝜕𝑡�⃗�,

(∇⃗, �⃗�) = 0,

[∇⃗, �⃗�] =
1

𝑐
𝜕𝑡�⃗� +

4𝜋

𝑐
�⃗�,

(∇⃗, �⃗�) = 4𝜋𝜌.

В терминах связностей ⎧⎨⎩ 𝐹[𝛼𝛽;𝛾] = 0,

∇𝛼𝐺
𝛼𝛽 =

4𝜋

𝑐
𝑗𝛽.

𝐹𝛼𝛽 = 𝜕𝛼𝐴𝛽 − 𝜕𝛽𝐴𝛼.
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Гамильтониан электромагнитного поля Лагранжиан

Лагранжиан

ℒ = − 1

16𝜋
𝐺𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽 − 1

𝑐
𝑗𝛼𝐴

𝛼.

Преобразование Лежандра

ℋ := 𝑝𝑛𝑞
𝑛 − ℒ;

𝑝𝑎 =
𝜕ℒ
𝜕�̇�𝑎

.
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Гамильтониан электромагнитного поля Лагранжиан

Детерминант матрицы Гессе (гессиан)

det{H}(ℒ) ̸= 0,

{H(ℒ)}𝑖𝑗 =
𝜕2ℒ

𝜕�̇�𝑖𝜕�̇�𝑗
.

Вырожденность лагранжевой системы

𝐹00 = 0, {H(ℒ)}00 =
𝜕2ℒ

𝜕(�̇�0)2
= 0. Следовательно, det{H(ℒ)} = 0.
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Гамильтониан электромагнитного поля Метод удвоения переменных

Система 𝑠 уравнений

𝑞𝑛 = 𝑓 𝑛(𝑞𝑛, 𝑞𝑛;𝑖, 𝑥
𝑖, 𝑡), 𝑛 = 1, 𝑠.

Скобка Пуассона

𝜉𝑛 := 𝑞𝑛, 𝜉𝑛+𝑠 := 𝑝𝑛, 𝜉𝑎 ∈ R2𝑠; 𝑛 = 0, 𝑠, 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 0, 2𝑠.

{𝐴(𝜉𝑐, 𝑡), 𝐵(𝜉𝑐, 𝑡)} = Ω𝑎𝑏𝜕𝐴(𝜉𝑐, 𝑡)

𝜕𝜉𝑎
𝜕𝐵(𝜉𝑐, 𝑡)

𝜕𝜉𝑏
, Ω𝑎𝑏 =

(︃
0 𝐼

−𝐼 0

)︃
.
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Гамильтониан электромагнитного поля Метод удвоения переменных

Гамильтониан

ℋ(𝑞𝑛, 𝑝𝑛, 𝑥
𝑖, 𝑡) = 𝑝𝑛𝑓

𝑛(𝑞, 𝑞;𝑖, 𝑥
𝑖, 𝑡).

Исходная система

𝑞𝑛 =
𝛿ℋ
𝛿𝑝𝑛

, 𝑛 = 0, 𝑠.

Ассоциированная система

�̇�𝑛 = − 𝛿ℋ
𝛿𝑞𝑛

= −𝑝𝑚
𝛿𝑓 𝑚

𝛿𝑞𝑛
.
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Гамильтониан электромагнитного поля Реализация метода

Для простоты рассмотрим случай однородной и изотропной среды.

𝑞𝑛 =
(︀
𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3

)︀𝑇
, 𝑛 = 1, 6.

Уравнения Максвелла

𝑞𝑛 = 𝑓𝑛.

Гамильтонова запись

ℋ = 𝑝𝑛𝑓
𝑛⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑞𝑛 =
𝛿ℋ
𝛿𝑝𝑛

,

�̇�𝑛 = − 𝛿ℋ
𝛿𝑞𝑛

.
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Гамильтониан электромагнитного поля Реализация метода

Координаты и импульсы

𝑞𝑛 =
𝛿ℋ
𝛿𝑝𝑛

=
𝛿 (𝑝𝑚𝑓𝑚)

𝛿𝑝𝑛
=

𝜕 (𝑝𝑚𝑓𝑚)

𝜕𝑝𝑛
= 𝑓𝑛.

�̇�𝑛 = − 𝛿ℋ
𝛿𝑞𝑛

= −𝛿 (𝑝𝑚𝑓𝑚)

𝛿𝑞𝑛
= −𝜕 (𝑝𝑚𝑓𝑚)

𝜕𝑞𝑛
+∇𝑖

𝜕 (𝑝𝑚𝑓𝑚)

𝜕𝑞𝑛;𝑖
= 𝑝𝑚

(︃
𝜕𝑓𝑚

𝜕𝑞𝑛;𝑖

)︃
;𝑖

.

Правые части

𝑓 𝑖1 = 𝑒𝑖𝑗𝑘∇𝑗𝐸𝑘,

𝑓 𝑖2 = 𝑒𝑖𝑗𝑘∇𝑗𝐻𝑘.
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Гамильтониан электромагнитного поля Реализация метода

Уравнения Максвелла

𝜕𝑡𝐸
𝑖 =

𝑐

𝜀

1√︀
𝑔3
𝜀𝑖𝑗𝑘𝐻𝑘,𝑗 , 𝜕𝑡𝐻

𝑖 = − 𝑐

𝜇

1√︀
𝑔3
𝜀𝑖𝑗𝑘𝐸𝑘,𝑗 .

𝐷𝑖 = 𝜀𝐸 𝑖, 𝐵𝑖 = 𝜇𝐻 𝑖.

Гамильтониан

ℋ =

3∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖
𝑐√︀
𝑔3 𝜀

𝜀𝑖𝑗𝑘𝐻𝑘,𝑗 −
3∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖+3
𝑐√︀
𝑔3 𝜇

𝜀𝑖𝑗𝑘𝐸𝑘,𝑗 .
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Геометризация уравнений Максвелла Формализм

Метод
Эффективная геометрическая парадигма.

Геометрии
Квадратичные геометрии.
Неквадратичные геометрии. Метрика Бервальда-Моора.
Пространства с кручением.
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Геометризация уравнений Максвелла Требования к CAS

Требования к CAS
Тензорные манипуляции.
Дифференциальная геометрия.

Варианты CAS
Mathematica: xAct <http://www.xact.es/>, Tensorial
<http://home.comcast.net/~djmpark/TensorialPage.html>,
Atlas 2 for Mathematica
<http://digi-area.com/Mathematica/atlas/>.
Maple: GRTensorII <http://grtensor.phy.queensu.ca/>,
DifferentialGeometry <http://digitalcommons.usu.edu/dg/>.
Cadabra <http://cadabra.phi-sci.com/>.
Redberry <http://redberry.cc/>.
FORM <http://www.nikhef.nl/~form/>.
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Геометризация уравнений Максвелла Наивная геометризация уравнений Максвелла

Уравнения в среде, в декартовых координатах
Метрика 𝜂𝛼𝛽 = diag(1,−1,−1,−1).⎧⎨⎩ 𝜕𝛼𝐹𝛽𝛾 + 𝜕𝛽𝐹𝛾𝛼 + 𝜕𝛾𝐹𝛼𝛽 = 0,

𝜕𝛼𝐺
𝛼𝛽 =

4𝜋

𝑐
𝑗𝛽.

Вакуумные уравнения в эффективном римановом пространстве
Метрический тензор 𝑔𝛼𝛽 .⎧⎨⎩

𝜕𝛼𝐹𝛽𝛾 + 𝜕𝛽𝐹𝛾𝛼 + 𝜕𝛾𝐹𝛼𝛽 = 0,

1√
−𝑔

𝜕𝛼

(︁√
−𝑔�̃�𝛼𝛽

)︁
=

4𝜋

𝑐
�̃�𝛽.
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Геометризация уравнений Максвелла Наивная геометризация уравнений Максвелла

Почленное сравнение

𝐹𝛼𝛽 = �̃�𝛼𝛽.

Подымаем индексы.
𝐹𝛼𝛽 = 𝑔𝛼𝛾𝑔𝛽𝛿�̃�𝛾𝛿.

Результат.

𝐹𝛼𝛽 = 𝐹𝛼𝛽, 𝑗𝛼 =
√
−𝑔�̃�𝛼,

𝐺𝛼𝛽 =
√
−𝑔𝑔𝛼𝛾𝑔𝛽𝛿𝐹𝛾𝛿.
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Геометризация уравнений Максвелла Наивная геометризация уравнений Максвелла

Индукция 𝐷𝑖 и диэлектрическая проницаемость

𝐷𝑖 = −
√
−𝑔

𝑔00
𝑔𝑖𝑗𝐸𝑗 +

1

𝑔00
𝜀𝑖𝑗𝑘𝑔𝑗0𝐻𝑘.

𝜀𝑖𝑗 = −
√
−𝑔

𝑔00
𝑔𝑖𝑗 .

Индукция 𝐵𝑖 и магнитная проницаемость

𝐵𝑖 = −
√
−𝑔

𝑔00
𝑔𝑖𝑗𝐻𝑗 −

1

𝑔00
𝜀𝑖𝑗𝑘𝑔𝑗0𝐸𝑘.

𝜇𝑖𝑗 = −
√
−𝑔

𝑔00
𝑔𝑖𝑗 .
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Геометризация уравнений Максвелла Наивная геометризация уравнений Максвелла

Геометризованные материальные уравнения

𝐷𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝐸𝑗 + 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑤𝑗𝐻𝑘,

𝐵𝑖 = 𝜇𝑖𝑗𝐻𝑗 − 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑤𝑗𝐸𝑘,

𝜀𝑖𝑗 = −
√
−𝑔

𝑔00
𝑔𝑖𝑗 , 𝜇𝑖𝑗 = −

√
−𝑔

𝑔00
𝑔𝑖𝑗 , 𝑤𝑖 =

𝑔𝑖0
𝑔00

.
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