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Øðàéåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ

Ìíîãîîáðàçèå ëèíåéíûõ àëãåáð íàä ïîëåì îïðåäåëÿåòñÿ êàê êëàññ

àëãåáð, çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîäàëãåáð, ãîìîìîðôíûõ

îáðàçîâ è ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé. Ìíîãîîáðàçèå àëãåáð íàçûâàåòñÿ

øðàéåðîâûì, åñëè ëþáàÿ ïîäàëãåáðà ñâîáîäíîé àëãåáðû ýòîãî

ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé (â òîì æå ìíîãîîáðàçèè àëãåáð).

Ïîíÿòèå øðàéåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ âîçíèêëî â òåîðèè ãðóïï: â 1920-õ

ãîäàõ Íèëüñåí è Øðàéåð äîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé

ãðóïïû ñâîáîäíà.

À. Â. Êëèìàêîâ, À. À. Ìèõàë¼â Ìîñêâà, 2018 2 / 18



Øðàéåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ

À. Ã. Êóðîø (1947) äîêàçàë, ÷òî ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ

íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñâîáîäíû.

À. È. Øèðøîâ (1953) ïîêàçàë, ÷òî ìíîãîîáðàçèå âñåõ àëãåáð Ëè

ÿâëÿåòñÿ øðàéåðîâûì (ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí òàêæå Âèòòîì

(1956), ãäå òàêæå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå âñåõ p-àëãåáð Ëè

ÿâëÿåòñÿ øðàéåðîâûì).

À. È. Øèðøîâ (1954) ïîêàçàë, ÷òî ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ

íåàññîöèàòèâíûõ êîììóòàòèâíûõ è ñâîáîäíûõ íåàññîöèàòèâíûõ

àíòèêîììóòàòèâíûõ àëãåáð ñâîáîäíû.Òàêèì îáðàçîì ìíîãîîáðàçèå

âñåõ êîììóòàòèâíûõ àëãåáð (âñåõ àíòèêîììóòàòèâíûõ àëãåáð)

ÿâëÿåòñÿ øðàéåðîâûì.
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Øðàéåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ

À. À. Ìèõàë¼â (1985) è À. Ñ. Øòåðí (1886) ïîêàçàëè, ÷òî

ìíîãîîáðàçèå ñóïåðàëãåáð Ëè ÿâëÿåòñÿ øðàéåðîâûì.

À. À. Ìèõàë¼â (1988) ïîëó÷èë ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ öâåòíûõ

p-ñóïåðàëãåáð Ëè.

À. È. Êîðåïàíîâ (2003) äîêàçàë, ÷òî ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ

ñóïåðêîììóòàòèâíûõ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñâîáîäíû.

Â. Ê. Õàð÷åíêî (2005) ïîëó÷èë îáîáùåíèå òåîðåìû Øèðøîâà-Âèòòà î

ïîäàëãåáðàõ ñâîáîäíûõ àëãåáð Ëè äëÿ àëãåáð Õîïôà íàä ïîëåì

íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ñ êîñûì êîïðîèçâåäåíèåì.

Ó. Ó. Óìèðáàåâ è È. Ï. Øåñòàêîâ (2002) äîêàçàëè, ÷òî ïîäàëãåáðû

ñâîáîäíûõ àëãåáð Àêèâèñà ñâîáîäíû.

Ó. Ó. Óìèðáàåâ (1994) ïîëó÷èë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîãîîáðàçèå àëãåáð áûëî øðàéåðîâûì, è ïîñòðîèë

íîâûå ïðèìåðû øðàéåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé.
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Ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû

Îïðåäåëåíèå

Ïîäìíîæåñòâî M íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîé àëãåáðû F
øðàéåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé ñèñòåìîé

ýëåìåíòîâ, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ

àëãåáðû F , ñîäåðæàùåå ïîäìíîæåñòâî M.

Èñïîëüçóÿ ñâîáîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå, êðèòåðèè

ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèìèòèâíûõ ñèñòåì ýëåìåíòîâ äëÿ ñâîáîäíûõ (p-)
àëãåáð Ëè è ñâîáîäíûõ (p-) ñóïåðàëãåáð Ëè áûëè ïîëó÷åíû

À. À. Çîëîòûõ è À. À. Ìèõàë¼âûì (1994), äëÿ ñâîáîäíûõ

íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð � À. À. Ìèõàë¼âûì, Ó. Ó. Óìèðáàåâûì è

Äæ.-Ò. Þ (2001).
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Ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû

Äëÿ ýëåìåíòà a àëãåáðû A ÷åðåç Ma îáîçíà÷èì ëåâûé U(A)-ïîäìîäóëü
â U(A), ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòàìè ∂a

∂x1
, . . . ∂a∂xn . Àëãåáðà U(A)�

ñâîáîäíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà.

Òåîðåìà

Ñèñòåìà a1, . . . , ar ýëåìåíòîâ àëãåáðû A ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà (∂(a1), . . . , ∂(ar )) îáðàòèìà ñëåâà íàä
U(A). Ýëåìåíò a àëãåáðû A ïðèìèòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû m1, . . . ,mn ∈ U(A), ÷òî
∑n

i=1
mi

∂a
∂xi

= 1.

Àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèìèòèâíûõ ñèñòåì ýëåìåíòîâ è

ïîñòðîåíèå äîïîëíåíèÿ äî ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ äëÿ

ñâîáîäíûõ íåàññîöèàòèâíûõ, ñâîáîäíûõ (àíòè-) êîììóòàòèâíûõ

íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð áûëè ïîñòðîåíû (â òîì ÷èñëå ñ êîìïüþòåðíîé

ðåàëèçàöèåé) â ðàáîòàõ Ê. Øàìïàíüåð (2000), À. À. Ìèõàë¼â,

À. Â. Ìèõàë¼â, À. À. ×åïîâñêèé, Ê. Øàìïàíüåð (2007), À. À. Ìèõàë¼â,

À. Â. Ìèõàë¼â, À. À. ×åïîâñêèé (2010).
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Ïî÷òè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû

Îïðåäåëåíèå

Íåíóëåâîé ýëåìåíò ñâîáîäíîé àëãåáðû F íàçûâàåòñÿ ïî÷òè

ïðèìèòèâíûì, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì àëãåáðû

F , íî ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì â ëþáîé ñîäåðæàùåé åãî

ñîáñòâåííîé ïîäàëãåáðå àëãåáðû F .

Ïî÷òè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû â ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ èçó÷àëèñü â

ðàáîòàõ A. M. Brunner, R. G. Burns, S. Oates-Williams (1993),

L. P. Comerford (1995), B. Fine, G. Rosenberger, D. Spellman, M. Stille

(1999), G. Rosenberger (1978, 1984, 1991). Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ

ïî÷òè ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ ñâîáîäíûõ ãðóïï áûë ïîñòðîåí

L. P. Comerford (1995).
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Ïî÷òè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû

Èçó÷åíèå ïî÷òè ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ ñâîáîäíûõ àëãåáð áûëî

íà÷àòî â ðàáîòå À. À. Ìèõàë¼âà è Äæ. Ò. Þ (2000). Â ÷àñòíîñòè áûëè

ïîñòðîåíû ïðèìåðû ïî÷òè ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ â ñâîáîäíûõ

íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáðàõ, ñâîáîäíûõ (p-) àëãåáðàõ Ëè è (p-)
ñóïåðàëãåáðàõ Ëè ìàëûõ ðàíãîâ. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñâîáîäíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ñâîáîäíûõ àëãåáð, áûëà äîêàçàíà

Òåîðåìà

Ïóñòü F(X ) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ñîáñòâåííûõ

ïîäàëãåáð A è B , F = A ∗ B . Ïóñòü òàêæå a è b ÿâëÿþòñÿ

îäíîðîäíûìè ïî÷òè ïðèìèòèâíûìè ýëåìåíòàìè A è B , îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðûõ âåñîâûõ ôóíêöèé µ1 è µ2 íà A è B , ñîîòâåòñòâåííî (µ1 è µ2
ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè). Òîãäà a + b ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì

ýëåìåíòîì â F .
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Ïî÷òè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû

Â ðàáîòå À. Â. Êëèìàêîâà (2015) áûëî ââåäåíî ïîíÿòèÿ ðàíãà

ïðèìèòèâíîñòè ýëåìåíòà è óñèëåí ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò

Îïðåäåëåíèå

Ðàíãîì ïðèìèòèâíîñòè ýëåìåíòà w ∈ F(X ) íàçûâàåòñÿ

π(w) = min {rank(H) | w ∈ H ⊂ F(X ), w íå ïðèìèòèâåí â H} .

Åñëè íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé òàêîé ïîäàëãåáðû H, òî π(w) =∞.

Òåîðåìà

Ïóñòü F(X ) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ñîáñòâåííûõ

ïîäàëãåáð A è B , F(X ) = A ∗ B , ýëåìåíòû a ∈ A, b ∈ B . Òîãäà
πF(X )(a + b) = πA(a) + πB(b). Åñëè a è b ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè

ïðèìèòèâíûìè ýëåìåíòàìè A è B , òî ýëåìåíò a + b ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè

ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì F(X ).
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Ïî÷òè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû

Â ðàáîòå À. Â. Ìèõàë¼âà, Ó. Ó. Óìèðáàåâà, Äæ. Ò. Þ (2002)

ðàññìàòðèâàëèñü ñâîáîäíûå àëãåáðû Ëè è áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýëåìåíò

ukl = (ad x)k(y) + (x)(Ad y)l , ãäå (ad u)(v) = u ∗ v = (u)(Ad v) è ∗
ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, â ñâîáîäíîé àëãåáðå Ëè L(x , y),
ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì ïðè k , l > 2 è k 6= l .

Â ðàáîòå À. Â. Êëèìàêîâà (2013) áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè k = l = 2 è

k = l = 4 ýëåìåíò uk,l(x , y) íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì â L(x , y).
Ïðè k = l = 3 ýëåìåíò uk,l(x , y) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì â L(x , y)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ïîëå K , íàä êîòîðûì ðàññìàòðèâàåòñÿ

äàííàÿ àëãåáðà, íå èìååò ðåøåíèé óðàâíåíèå α2 + 1 = 0.
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Ïî÷òè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü F(X ) � ñâîáîäíàÿ àëãåáðà ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì X
ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ, {h1, . . . , hk} � ðåäóöèðîâàííîå ìíîæåñòâî

ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ ñîáñòâåííîé ïîäàëãåáðû H àëãåáðû F (X ).

(a) Åñëè ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì â ïîäàëãåáðå H, òî
ñóùåñòâóåò hi , âõîäÿùèé ëèíåéíî â åãî ïðåäñòàâëåíèå;

(b) Åñëè ñóùåñòâóåò hi , âõîäÿùèé òîëüêî ëèíåéíî â ïðåäñòàâëåíèå

ýëåìåíòà, òî ýòîò ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì â ïîäàëãåáðå H;

(c) Åñëè ñóùåñòâóåò hi òàêîãî æå âåñà, ÷òî è ñàì ýëåìåíò,

âõîäÿùàÿ ëèíåéíî â ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà, òî ýòîò ýëåìåíò

ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì â ïîäàëãåáðå H;

(d) Åñëè ñóùåñòâóåò hi , ñòàðøàÿ ÷àñòü êîòîðîãî âõîäèò òîëüêî

ëèíåéíî â ïðåäñòàâëåíèå ñòàðøåé ÷àñòè ýëåìåíòà, òî ýòîò

ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì â ïîäàëãåáðå H.
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Ïî÷òè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü F(X ) � ñâîáîäíàÿ íåàññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà èëè ñâîáîäíàÿ

(àíòè)êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà, èëè ñâîáîäíàÿ àëãåáðà Ëè. Òîãäà:

(a) Åñëè ýëåìåíò u ∈ F (X ) íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì â

F (X ), íî ñòàðøàÿ ÷àñòü u◦ ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì â

ëþáîé ñîáñòâåííîé ïîäàëãåáðå u◦ ∈ H◦ ( F (X ), ïîðîæäåííîé
îäíîðîäíûìè îáðàçóþùèìè, òî ýëåìåíò u ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè

ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì â F (X ).

(b) Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå (a) âåðíî äëÿ îäíîðîäíûõ

ýëåìåíòîâ.

(c) Ñóùåñòâóþò íåîäíîðîäíûå ýëåìåíòû, äëÿ êîòîðûõ óòâåðæäåíèå

(a) â îáðàòíóþ ñòîðîíó òàê æå íåâåðíî.
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Ïî÷òè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû

Âñÿêèé îäíîðîäíûé ýëåìåíò u ñâîáîäíîé íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðû

F (X ) ñòåïåíè d(u) = m > 3 èìååò ïðåäñòàâëåíèå

u = u (x1, . . . , xn) =

(∑
γj 6=0

ΦjΨj

)
+

( n∑
i=1

xiΛi +
n∑

i=1

Nixi

)
= uΦΨ + ũ,

ãäå ýëåìåíò ũ èìååò âèä

ũ =
n∑

i=1

xi

(∑
j

εΛi
j Mj

)
+

n∑
i=1

(∑
j

εNi
j Mj

)
xi ,

ãäå εΛi
j , ε

Ni
j ∈ K , (Φj(x1, . . . , xn),Ψj(x1, . . . , xn)) � ðàçëè÷íûå ïàðû

îäíî÷ëåíîâ ñòåïåíè d(Φj) > 2, d(Ψj) > 2, d(Φj) + d(Ψj) = m,
Λx ,Λy ,Nx ,Ny � îäíîðîäíûå ýëåìåíòû ñòåïåíè

d(Λx) = d(Λy ) = d(Nx) = d(Ny ) = m − 1 èëè íóëåâûå, Mj �

óïîðÿäî÷åííûå îäíî÷ëåíû ñòåïåíè d(Mj) = m − 1.
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Ïî÷òè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû

Ïðåäëîæåíèå

Îäíîðîäíûé ýëåìåíò u (ũ) ñâîáîäíîé íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðû F (X )
ñòåïåíè d(u) = m > 3 ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêèõ y1, . . . , ys , s < n ýëåìåíòîâ

d(yt) = 1 è P1,Q1, . . .Ps ,Qs îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ ñòåïåíè

d(Pt) = d(Qt) = m − 1, ÷òî

n∑
i=1

xiΛi +
n∑

i=1

Nixi =
s∑

t=1

ytPt +
s∑

t=1

Qtyt

Äðóãèìè ñëîâàìè ïî÷òè ïðèìèòèâíîñòü îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà

íåðàçðûâíî ñâÿçàíà ñ íåâîçìîæíîñòüþ çàïèñàòü ýëåìåíò ñ ìåíüøèì

÷èñëîì îáðàóþùèõ åäèíè÷íîãî âåñà â ñëàãàåìûõ ëåâîé è ïðàâîé

ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðû. Ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî s íàçûâàåòñÿ
ρ-÷èñëîì îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà u (ũ).
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Ïî÷òè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû

Ïîñêîëüêó íàì íàäî ïðîâåðèòü ρ(ũ) ðàâíî èëè íåò n = rk(F (X )), òî
ïóñòü äëÿ 1 6 t 6 n − 1

yt =
n∑

i=1

kt,ixi , Pt =
∑
j

at,jMj , Qt =
∑
j

bt,jMj ,

è ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñòåïåíè íå áîëåå 2:
{
Fi ,j = 0,Gi ,j = 0

}
,

ãäå

Fi ,j =
n−1∑
t=1

kt,iat,j − εΛi
j , Gi ,j =

n−1∑
t=1

kt,ibt,j − εNi
j .
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Ïî÷òè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû

Òàêèì îáðàçîì âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà

Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, òîãäà îäíîðîäíûé ýëåìåíò

u ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì â F (X ), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ðåäóöèðîâàííûé áàçèñ Ãðåáíåðà-Øèðøîâà èäåàëà I = (Fi ,j ,Gi ,j)
ñîäåðæèò åäèíèöó.

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè 1 ∈ RedGr(I ), òî îäíîðîäíûé ýëåìåíò u ñòåïåíè

d(u) = m > 3 ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì â F (X ) íå çàâèñèìî îò

àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòè ïîëÿ K .
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Èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà â áàçèñå ðåãóëÿðíûõ

îäíî÷ëåíîâ, ïðåäûäóùèå óòâåðæäåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé

ñâîáîäíîé (àíòè)êîììóòàòèâíîé àëãåáðû è ñâîáîäíîé àëãåáðû Ëè. Â

ïîñëåäíåì ñëó÷àå, íåîáõîäèìî áóäåò ðàññìàòðèâàòü ïðîåêöèè íà

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âñåìè ðåãóëÿðíûìè îäíî÷ëåíàìè

ñòåïåíè d(u):

ũ = [Λ1, x1] + . . .+ [Λn, xn] =
(

[P1, y1] + . . .+ [Pn−1, yn−1]
)∣∣∣

Wm
X

,

ãäå WX ⊂W ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ îäíî÷ëåíîâ âèäà [A, x ], x ∈ X
îäíà èç ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ, A � ðåãóëÿðíûé îäíî÷ëåí ñòåïåíè

d(A) > d(x) = 1, Wm = {w ∈W | d(w) = m}, Wm
X = WX ∩Wm.
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Äëÿ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ ñòåïåíè d(u) = 2, ρ-÷èñëî â òî÷íîñòè
ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì äàííîãî ýëåìåíòà, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà

Îäíîðîäíûé ýëåìåíò u ∈ F(X ), X = {x1, . . . , xn}, ñòåïåíè d(u) = 2

ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíò u
èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã, òî åñòü rank(u) = n.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ýëåìåíòà ñâîáîäíûõ àëãåáð øðàéåðîâûõ

ìíîãîîáðàçèé áûë ïîëó÷åí è ðåàëèçîâàí â ðàáîòàõ À. À. Çîëîòûõ è

À. À. Ìèõàë¼âà (1994), À. À. Ìèõàë¼âà, Ó. Ó. Óìèðáàåâà è Äæ.-Ò. Þ

(2001, 2004), À. À. Ìèõàë¼âà, À. Â. Ìèõàë¼âà, À. À. ×åïîâñêîãî,

Ê. Øàìïàíüåð(2007).
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