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Примеры блочно-рекурсивных алгоритмов компьютерной алгебры 

 1) Блочное матричное умножение: 

 

 

 

 

2) Умножение матриц по алгоритму Штрассена: 

 

 

 

 

 

 

 3) Обращение матриц по алгоритму Шура-Штрассена: 

 

 

4) Дихотомическое умножение полиномов. 

5) Умножение полиномов алгоритмом Карацубы. 



Блочный рекурсивный алгоритм умножения 

двух матриц 
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Параллельная реализация блочного рекурсивного 

алгоритма 

      

 

      Два основных подхода к  реализации блочно-рекурсивных алгоритмов: 

 • статическая реализация; 

 • динамическая реализация. 

 

      Статическая реализация предполагает явное отображение всех подзадач, 

возникающих при рекурсивном разбиении, на вычислительные модули (узлы 

вычислительного кластера, MPI-процессы, ядра многоядерного процессора) до 

начала работы программы. В процессе вычисления никаких изменений не 

происходит. 

 

      Динамическая реализация подразумевает отображение подзадач на 

вычислительные модули в процессе работы параллельной программы. Задается 

только вычислительный модуль (root_node), на котором происходит инициализация 

исходных данных. Всё дальнейшее распределение нагрузки будет осуществляться 

только во время работы программы. 



Плюсы и минусы статической параллельной реализации блочных 

рекурсивных алгоритмов 

Положительные стороны статического подхода: 

• отсутствие дополнительных расходов на перестройку вычислительного 

процесса; 

• простота реализации.  

Главный минус статического подхода к распараллеливанию алгоритмов: 

• требование к однородности входных данных.  



Плюсы и минусы динамической параллельной 

реализации блочных рекурсивных алгоритмов 

 

Положительные стороны динамического распараллеливания: 

• отсутствие проблемы перепрограммирования при изменении числа 

вычислительных модулей или размера входных данных для 

алгоритма; 

• правильная динамическая реализация обеспечивает загрузку всех 

вычислительных модулей и не допускает их простоя при работе 

программы, даже в случае неоднородных данных. 

Минус динамического распараллеливания: 

• требуются дополнительные расходы на функционирование 

диспетчерского потока выполнения инструкций программы. 

 



Динамическая реализация параллельного алгоритма с 

несколькими диспетчерами 

Реализация параллельного алгоритма с одним диспетчером и одним счетных 

потоком на каждом MPI-процессе: 

Реализация параллельного 

алгоритма с одним диспетчером для 

каждого MPI-процессе и количеством 

счетных потоков равным m-1, где m – 

количество ядер, имеющихся на 

вычислительном узле супер-ЭВМ: 



Граф алгоритма нахождения обратной матрицы  

по методу Шура-Штрассена 

- матричное обращение 

  - матричное умножение 



Используемая терминология 

        Блочно-рекурсивные алгебраические алгоритмы будем представлять в виде направленных 

ациклических графов, вершинам которых будут сопоставляться некоторые вычисления (формулы), а дуги будут 

обозначать информационные зависимости. 

            Вершины имеют два типа: 

 • «тяжелые» – вершины, которые могут быть посчитаны параллельно (разными MPI-процессами); 

 • «легкие» – вершины, которые всегда будут считаться в последовательном однопоточном режиме 

на том MPI-процессе, где был инициализирован граф, к которому принадлежит рассматриваемая вершина. 

           Любая вершина имеет: 

 • исходные данные  – входные данные для алгоритма, представляющего данную вершину; 

 • результат – выходные данные алгоритма, представляющего данную вершину. 

 

         Тяжелые вершины в общем случае имеют четыре процедуры обработки: 

 • инициализация – подготовка исходных данных вершины; 

 • счет – параллельное выполнение алгоритма для этой вершины; 

 • сборка графа – процедура получения выходных данных рассматриваемого графа                    

   из результатов вершин этого графа; 

 • постобработка результата – некоторое преобразование выходных данных, выполняемое 

   последовательно в однопоточном режиме на том MPI-процессе, где велся счет рассматриваемого 

   графа. 

         Легкие вершины всегда имеют две процедуры обработки: 

 • инициализация – подготовка исходных данных вершины; 

 • счет – последовательный однопоточный счет вершины. 

 



Пример организации параллельных вычислений при 

использовании DDP-схемы 



Описание работы счетных потоков DDP (dynamic 

decentralized parallelization) 
 

 

   Задания, которые выполняют счетные потоки: 

 

1) выполнить сериализацию данных задачи; 

2) выполнить сериализацию данных для постобработки некоторой тяжелой вершины; 

3) выполнить сериализацию результата задачи; 

4) выполнить десериализацию данных задачи; 

5) выполнить десериализацию данных для постобработки некоторой тяжелой 

вершины;  

6) выполнить десериализацию результата задачи;  

7) выполнить инициализацию некоторой тяжелой вершины графа задачи; 

8) выполнить счет некоторой тяжелой вершины графа задачи; 

9) выполнить счет некоторой легкой вершины графа задачи; 

10) выполнить постобработку некоторой тяжелой вершины графа задачи; 

11) выполнить завершающую сборку некоторого графа задачи; 

12) выполнить счет кустовой задачи (в многопоточном режиме). 



Блочный алгоритм нахождения расширенной присоединенной матрицы [3] 

 



Граф алгоритма нахождения расширенной присоединенной матрицы 

  

  

  

  𝐴 ∙ 𝐵 

Информационные 

зависимости данных 

Информационные 

зависимости постданных 

𝐴 ∙ 𝐵

𝑑
 

𝐴𝑒𝑥𝑡 𝑀, 𝑑0 = (𝐴, 𝑆, 𝐸, 𝑑) 

«Легкие» вершины 



Режимы запуска DDP 

 Если параллельная программа запущена на N узлах с m вычислительных ядер на 

каждом, то возможны следующие режимы работы DDP: 

  

 • запуск на всех N узлах: 

 

 

  

 • запуск на некотором подмножестве имеющихся узлов: 

 

 

  

 • q одновременных запусков нескольких экземпляров DDP, если N было    

   разбито на q непересекающихся подмножеств: 

 

 

 

 • любая последовательная комбинация описанных выше случаев. 

 

           



Объединение статического управления и DDP 
            Параллельные модулярные алгоритмы предполагают независимое вычисление 

результатов по нескольких модулям (необходимое количество которых может быть неизвестно 

заранее). Запускается цикл статического управления, который в зависимости от оставшегося 

количества необработанных модулей выполняет запуск одного из следующих режимов: 

 • запуск последовательной версии алгоритма на каждом доступном ядре (будет 

   произведен одновременный счет по 𝑁 ∙ 𝑚 модулям): 

 

 

 • запуск многопоточной версии алгоритма на каждом вычислительном узле (будет 

   произведен счет по N модулям, в случае отсутствия многопоточной версии 

   алгоритма возможен запуск DDP для каждого узла): 

 

 

 • разбиение множества N на q непересекающихся подмножеств, отличающихся 

   мощностью не более чем на единицу и запуск DDP на каждом из этих подмножеств: 

 

 

 

 

  

 • запуск единственного экземпляра DDP на всех доступных узлах: 



Основные характеристики программной 

платформы DDP 

 1. DDP является фреймворком, позволяющим реализовывать блочно-

рекурсивные алгоритмы, выполняя явное отображение графа алгоритма и 

используемых при его счете формул на заранее определенные абстрактные 

классы. 

 2. Реализация выполнена на языке программирования С++, объем 

исходного кода составил более 10000 строк.  

 3. DDP позволяет тесную интеграцию с системами компьютерной алгебры 

в целях получения возможности производить счет крупных задач на супер-ЭВМ.

  

  

• С++ 

• GMP 

• Pthreads 

• Java (MathPartner) 

 



Результаты экспериментов на вычислительном кластере МВС-10П 

Графики  эффективности параллельной программы, выполняющей умножение двух плотных 

матриц с 15-битными коэффициентами: 

размерность матриц 8192,  

7 счетных потоков: 
размерность матриц 14336,  

7 счетных потоков: 



Результаты экспериментов на вычислительном 

кластере МВС-10П 

Сравнение прямого и модулярного 

параллельных алгоритмов вычисления 

расширенной присоединенной матрицы. 

Количество узлов для всех точек 

равнялось 20, использовалось по 8 ядер на 

узле. Входные матрицы имели плотность 

1% и 15-битные коэффициенты.  

Аппроксимация результатов 

приближающими полиномами,  

𝑛 – размерность входной матрицы: 

Если размер матриц дан в тысячах: 

 𝑛 = 1000 ∙ 𝑁, то 



Результаты экспериментов на вычислительном 

кластере МВС-10П 

Сравнение прямого и модулярного 

параллельных алгоритмов 

вычисления расширенной 

присоединенной матрицы. 

Количество узлов для всех точек 

равнялось 20, использовалось по 8 

ядер на узле. Входные матрицы 

имели плотность 100% и 15-битные 

коэффициенты. 

Аппроксимация результатов 

приближающими полиномами,  

𝑛 – размерность входной матрицы: 

Если размер матриц дан в тысячах:  

𝑛 = 1000 ∙ 𝑁, то 



Результаты экспериментов на вычислительном 

кластере МВС-10П 

Сравнение прямого и модулярного 

параллельных алгоритмов вычисления 

расширенной присоединенной 

матрицы. Количество узлов для всех 

точек равнялось 20, использовалось по 

8 ядер на узле. Входные матрицы 

имели плотность 100% и 100-битные 

коэффициенты. 

Аппроксимация результатов 

приближающими полиномами,  

𝑛 – размерность входной матрицы: 

Если размер матриц дан в тысячах: 

𝑛 = 1000 ∙ 𝑁, то 



Результаты 
         1. Разработаны  алгоритмы динамического 

децентрализованного управления распределенными 

вычислениями. 

         2. Разработана программная платформа DDP для 

создания эффективных масштабируемых параллельных 

программ,  реализующих блочно-рекурсивные   алгоритмы 

компьютерной алгебры. 

         3. Разработаны алгоритмы и параллельные программы, 

выполняющие блочно-рекурсивное матричное умножение, 

умножение матриц по алгоритму Штрассена, обращение 

матриц методом Шура-Штрассена, нахождение ядра оператора 

и обратной матрицы. Сделан сравнительный анализ 

параллельных программ, выполняющих вычисления блочно-

рекурсивным методом с целочисленными операциями и 

методом гомоморфных образов с отображением в конечные 

поля и восстановлением в рациональных числах. 

        4. Осуществлена алгоритмическая и программная 

интеграция  платформы DDP и системы компьютерной алгебры 

MathPartner.  
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