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Цель

Цель

Обосновать использование предметно-ориентированной системы

форм при моделировании марковских процессов
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Задачи

Построение модели и получение уравнений Фоккера–Планка и

Ланжевена;

Выбор методики исследования ОКУ;

Получение модели Ферхюльста;

Эквивалентность комбинаторного и операторного метода;

Обоснование выбора системы компьютерной алгебры и

реализация метода стохастизации модели.
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Схема подходов

Схема взаи-
модействия ОКУ

Теория возмущений

Разложение опе-
ратора Лиувилля

pn

Уравнение
Фоккера-Планка

Решение ОКУ

〈n〉

Уравнение
Ланжевена
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Основное кинетическое уравнение

Основное кинетическое уравнение

∂p(ϕ2, t2|ϕ1, t1)

∂t
=

∫ [
w(ϕ2|ψ, t2)p(ψ, t2|ϕ1, t1)−

− w(ψ|ϕ2, t2)p(ϕ2, t2|ϕ1, t1)

]
dψ .

ОКУ для подансамбля:

∂p(ϕ, t)

∂t
=

∫
[w(ϕ|ψ, t)p(ψ, t)− w(ψ|ϕ, t)p(ϕ, t)] dψ .

При дискретной области определения ϕ ОКУ имеет вид:

∂pn(t)

∂t
=

∑
m

[wnmpm(t)− wmnpn(t)]
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Метод стохастизации одношаговых процессов

Метод стохастизации одношаговых процессов I

Схема взаимодействия

Операторы состояния системы Iiαj и Fiα
j

Оператор изменения состояния системы riαj

Интенсивности переходов s+
α и s−

α

Основное кинетическое уравнение

Разложение Крамерса-Мойала

Уравнение Фоккера–Планка

Уравнение Ланжевена

Iiαj ϕj
k+
α⇀↽
k−
α

F iαj ϕj

riαj = F iαj − Iiαj

s+
α = k+

α

n∏
i=1

ϕi!

(ϕi − Iiα)!
,

s−
α = k−

α

n∏
i=1

ϕi!

(ϕi − F iα)!
,

s+
fp α = k+

α

n∏
i=1

(ϕi)I
iα

, s−
fp α = k−

α

n∏
i=1

(ϕi)F
iα

.

Ai := Ai(ϕk) = riα
[

s+
fp α − s−

fp α

]
,

Bij := Bij(ϕk) = riαrjα
[

s+
fp α − s−

fp α

]
.
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Операторный метод

Операторный метод I

Схема взаимодействия

Операторы состояния системы Iiαj и Fiα
j

Интенсивности переходов s+
α и s−

α

Оператор Лиувилля

Основное кинетическое уравнение

Разложение по теории возмущений

Уравнение Фоккера–Планка

Уравнение Ланжевена

Iiαj ϕ
j

k+
α⇀↽
k−
α

F iαj ϕj

s+
α = k+

α

(
(πi)

F iα − (πi)
Iiα
)
(ai)

Iiα

s−
α = k−

α

(
(πi)

Iiα − (πi)
F iα
)
(ai)

F iα

L =
∑
α

[ s+
α + s−

α]

∂

∂t
|ϕ(t)〉 = L |ϕ(t)〉
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Компоненты векторов состояний

ϕn = pn(ϕ, t)

Скалярное произведение в пространстве Фока

〈ϕ|ψ〉 =
∑
n

n!p∗n(ϕ)p
n(ψ) =

∑
n

n!ϕ∗
n(ϕ)ϕ

n(ψ)

Нормировка:

〈n|m〉 = n!δmn .
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Операторы рождения и уничтожения

π |n〉 = |n+ 1〉 ,
a |n〉 = n |n− 1〉 .

Коммутационное соотношение [a, π] = 1.
π = a† — оператор рождения.
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Правило получения оператора Лиувилля

Уравнение Лиувилля

∂

∂t
|ϕ(t)〉 = L |ϕ(t)〉 .

Правило получения оператора Лиувилля

Iϕ
k+

−−→ Fϕ,

L = k+ [a†
F
aI − a†

I
aI ].

Оператор Лиувилля

Iiαj ϕ
j k+

α


k−
α

F iα
j ϕj ,

L =
∑
α,i

[
k+ α

(
(πi)

F iα − (πi)
Iiα

)
(ai)

Iiα + k− α

(
(πi)

Iiα − (πi)
F iα

)
(ai)

F iα
]
.
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Модель Ферхюльста

Модель Ферхюльста I

dϕ

dt
= λϕ− βϕ− γϕ2.

Схемы взаимодействия

ϕ
λ


γ
2ϕ,

ϕ
β−→ 0.
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Модель Ферхюльста

Модель Ферхюльста II

Метод стохастизации одношаговых процессов

Интенсивности перехода

s+ 1 = λϕ,

s− 1 = γϕ(ϕ− 1),

s+ 2 = βϕ.

Основное кинетическое уравнение

∂p(ϕ, t)

∂t
= −[λϕ+ βϕ+ γϕ(ϕ− 1)]p(ϕ, t) +

+ [β(ϕ+ 1) + γ(ϕ+ 1)ϕ]p(ϕ+ 1, t) + λ(ϕ− 1)p(ϕ− 1, t).
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Модель Ферхюльста

Модель Ферхюльста III

Представление чисел заполнения

Оператор Лиувилля

L = λ(π2 − π)a+ γ(π − π2)a2 + β(1− π)a =

= λ
(
a† − 1

)
a†a+ β

(
1− a†

)
a+ γ

(
1− a†

)
a†a2.

Основное кинетическое уравнение

∂pn(t)

∂t
=

1

n!
〈n|L |ϕ〉 = 1

n!
〈n| −

[
λa†a+ βa†a+ γa†a†aa

]
+

+
[
βa+ γa†aa

]
+ λa†a†a |ϕ〉 = −[λn+ βn+ γn(n− 1)]pn(t) +

+ [β(n+ 1) + γ(n+ 1)n]pn+1(t) + λ(n− 1)pn−1(t).
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Системы компьютерной алгебры

Виды систем компьютерной алгебры

Интерактивные (Maxima, Axiom);

Пакетные.
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Системы компьютерной алгебры

Особенности FriCAS

Строго типизирована для лучшего отображения

математических объектов и взаимосвязей;

Имеет графическую подсистему;

Возможно добавление модулей;

Документированность;

Символьные вычисления;

Возможна интеграция в графическую оболочку.
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Системы компьютерной алгебры
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Системы компьютерной алгебры

СКА и пакеты, работающие с диаграммами Фейнмана

MAPLE;

MATHEMATICA;

FORM;

FormCalc;

FeynArts;

FeynCalc;

LoopTools;

CompHEP;

XLOOPS.
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Системы компьютерной алгебры

MATHEMATICA I
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Системы компьютерной алгебры

MATHEMATICA II
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Системы компьютерной алгебры

CompHEP

Графический интерфейс;

Отсутствие документации;

Однопетлевые диаграммы.
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Системы компьютерной алгебры

Особенности FORM

Математические выражения произвольной длины (размеры

ограничены только дисковым пространством).

Многопоточное исполнение, распараллеливание (MPI).

Быстрое вычисление следа (γ – матрицы).

Вывод в различных форматах (текст, Fortran).

Интерфейс для связи с внешними программами.
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Системы компьютерной алгебры
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Системы компьютерной алгебры

Определение параметров для модели Ферхюльста I
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Системы компьютерной алгебры

Пример запуска скрипта

python2 forg.py < $input_file > $output_file

или, например:

python2 forg.py >test_2.frm <<EOF osp ([[1],[1],[0]],

[[2],[2],[1]], [lambda,0,0],[0,gamma,beta],[x]) EOF
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Заключение
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