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Аннотация

В докладе предлагаются алгоритмы, позволяющие получать асимп-
тотические разложения решений в виде (а) степенных рядов с
постоянными коэффициентами и (б) с коэффициентами, явля-
ющимися степенными рядами от логарифмов, а также — (в) в
виде ряда экспонент от степенного ряда. Эти алгоритмы при-
менимы к уравнениям (A) алгебраическим, (B) обыкновенным
дифференциальным и (C) в частных производных, а также — к
системам таких уравнений. Изложение ведется для одного обык-
новенного дифференциального уравнения. Перечислены некото-
рые из приложений этих алгоритмов.
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Введение

В последнее время в связи с увеличением мощности компьюте-
ров возрастает стремление решать математические задачи чис-
ленно. На это направлено и основное обучение математиков в
ущерб изучению собственно математики. Т. е. математика под-
меняется арифметикой. Это особенно справедливо для задач,
которые не могут быть решены методами классического и функ-
ционального анализа. Здесь я обрисую круг таких задач, кото-
рые могут быть решены методами нелинейного анализа, поз-
воляющими вычислять асимптотики и асимптотические разло-
жения решений различных классов уравнений: алгебраических,
обыкновенных дифференциальных, в частных производных. А
также — систем таких уравнений. На мех-мате МГУ на изложе-
ние нелинейного анализа уходил годовой курс лекций.
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Введение (cont.)

В этой лекции на примерах одного обыкновенного дифференци-
ального уравнения

f
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0,

где f — это многочлен своих аргументов, я объясню основные
понятия и методы нелинейного анализа, позволяющие получить
его решения в виде асимптотических разложений

y(x) =

∞∑

k=0

ϕk(x) (1.1)

при x→ 0 или x→∞. В конце я дам перечень его приложений.
Для простоты здесь рассмотрим только разложения с веществен-
ными показателями степени.
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2.1. Порядок функции

Положим

ω =

{
−1, если x→ 0,

+1, если x→∞.
(2.1)

Число
pω(ϕ) = ω lim sup

xω→∞

log |ϕ(x)|
ω log |x|

вычисленное при фиксированном arg x ∈ [0, 2π) назовем поряд-
ком функции ϕ(x). Для степенной функции ϕ(x) = const xα

порядок p(ϕ) = Re α при любых ω и arg x. Разложение (1.1)
называется асимптотическим, если

ωp(ϕk) > ωp(ϕk+1), k = 0, 1, 2, . . . .
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2.2. Укороченные суммы

Пусть x — независимая и y — зависимая переменные, x, y ∈ C.
Дифференциальным мономом a(x, y) называется произведение
обычного монома cxr1yr2 , где c = const ∈ C, (r1, r2) ∈ R2, и
конечного числа производных вида dly/dxl, l ∈ N.
Сумма дифференциальных мономов

f(x, y) =
∑

ai(x, y) (2.2)

называется дифференциальной суммой.
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2.2. Укороченные суммы (cont.)

Требуется из нее выделить те слагаемые ai(x, y), которые при
подстановке

y = const xp, p ∈ R (2.3)

имеют наибольший порядок. При этой подстановке

xq1yq2 = const xq1+pq2 = const x〈P,Q〉,

где P = (1, p) = (p1, p2), Q = (q1, q2), 〈P,Q〉 = p1q1 + p2q2 —
скалярное произведение. При фиксированных p и ω наибольший
порядок дадут те слагаемые const xq1yq2 , у которых

ω 〈P,Q〉 (2.4)

принимает наибольшее значение.
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2.2. Укороченные суммы (cont.)

Аналогично, дифференциальному моному a(x, y) ставится в со-
ответствие его (векторный) показатель степени Q(a) = (q1, q2) ∈
R2 по следующим правилам:

Q(cxr1yr2) = (r1, r2); Q(dly/dxl) = (−l, 1);

при умножении дифференциальных мономов их показатели сте-
пени складываются как векторы:

Q(a1a2) = Q(a1) +Q(a2).
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2.2. Укороченные суммы (cont.)

Множество S(f) показателей степени Q(ai) всех дифференци-
альных мономов ai(x, y), входящих в дифференциальную сум-
му (2.2), называется носителем суммы f(x, y). Очевидно, S(f) ∈
R2. Выпуклая оболочка Γ(f) носителя S(f) называется много-
угольником суммы f(x, y). Граница ∂Γ(f) многоугольника Γ(f)

состоит из вершин Γ
(0)
j и ребер Γ

(1)
j . Их называют (обобщен-

ными) гранями Γ
(d)
j , где верхний индекс указывает размерность

грани, а нижний — ее номер.
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2.2. Укороченные суммы (cont.)

Каждой грани Γ
(d)
j соответствует укороченная сумма

f̂
(d)
j (x, y) =

∑
ai(x, y) по Q(ai) ∈ Γ

(d)
j ∩ S(f). (2.5)

В ней при подстановке (2.3) все члены имеют одинаковый поря-
док, который равен 〈P,Q〉, если вектор ωP = ω(1, p) является
внешней нормалью к ребру или вершине Γ

(d)
j . Ибо тогда наи-

большее значение ω 〈P,Q〉 достигается на Q ∈ Γ
(d)
j .
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Пример

Рассмотрим третье уравнение Пенлеве

f(x, y)
def
= −xyy′′+ xy′

2− yy′+ ay3 + by+ cxy4 + dx = 0, (2.6)

предполагая, что комплексные параметры a, b, c, d 6= 0. Здесь
первые три дифференциальных монома имеют одинаковые по-
казатели степени Q1 = (−1, 2), затем Q2 = (0, 3), Q3 = (0, 1),
Q4 = (1, 4), Q5 = (1, 0). В координатах q1, q2 они показаны на
рис. 1.
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Пример (cont.)

q2

−1 0 1
q1

Q1

Q2

Q3

Q4

Q5
Γ
(1)
1

Γ
(1)
2

Γ
(1)
3

Рис. 1: Носитель S(f), многоугольник Γ(f) и его ребра Γ
(1)
j для

третьего уравнения Пенлеве (2.6).
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Пример (cont.)

Их выпуклая оболочка Γ(f) это треугольник с тремя вершинами
Γ
(0)
1 = Q1, Γ

(0)
2 = Q4, Γ

(0)
3 = Q5, и с тремя ребрами Γ

(1)
1 , Γ

(1)
2 ,

Γ
(1)
3 . Вершине Γ

(0)
1 = Q1 соответствует укорочение

f̂
(0)
2 (x, y) = −xyy′′ + xy′

2 − yy′,

а ребру Γ
(1)
1 соответствует укорочение

f̂
(1)
1 (x, y) = f̂

(0)
1 (x, y) + by + dx.�
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Пусть плоскость R2
∗ сопряжена плоскости R2 так, что для P =

(p1, p2) ∈ R2
∗ и Q = (q1, q2) ∈ R2 определено скалярное произве-

дение
〈P,Q〉 def= p1q1 + p2q2.

Каждой грани Γ
(d)
j в R2

∗ соответствует свой нормальный конус

U
(d)
j , образованный внешними нормалями P к грани Γ

(d)
j . Для

ребра Γ
(1)
j нормальный конус U(1)

j это луч, ортогональный ребру

Γ
(1)
j и направленный наружу многоугольника Γ(f). Для верши-

ны Γ
(0)
j нормальный конус U

(0)
j это открытый сектор (угол) на

плоскости R2
∗ с вершиной в нуле P = 0 и ограниченный луча-

ми, являющимися нормальными конусами ребер, примыкающих
к вершине Γ

(0)
j .
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Пример. Для уравнения (2.6) нормальные конусы U
(d)
j граней

Γ
(d)
j показаны на рис. 2.�

p2

p1

U
(0)
2

U
(0)
3

U
(0)
1

U
(1)
1

U
(1)
2

U
(1)
3
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Рис. 2: Нормальные конусы U
(d)
j к вершинам и ребрам Γ

(d)
j

многоугольника рис. 1.

Итак, каждой грани Γ
(d)
j соответствуют нормальный конус U

(d)
j

в плоскости R2
∗ и укороченная сумма (2.5).
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2.3. Вариации

В классическом анализе известна формула Тейлора

f(x0 + ∆) =

∞∑

k=0

1

k!
f (k)(x0)∆

k.

В функциональном анализе имеется ее аналог

f(x, y0 + z) =

∞∑

k=0

1

k!

δk

δyk
f

∣∣∣∣
y=y0

zk, (2.7)

где f(x, y) — дифференциальная сумма,
δk

δyk
f(x, y) — это ее k-

я вариация по y (или производная Фреше/Гато).
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2.3. Вариации (cont.)

Она берется на функции y = y0(x) и является оператором, кото-
рый применяется к k-й степени малого добавка zk. Все это дела-
ется в бесконечномерных пространствах. Если f(x, y) — обыкно-

венный многочлен (не содержит производных), то
δk

δyk
f =

∂k

∂yk
f .

Но вариации определены и для выражений f(x, y), содержащих
производные.

Пример

Если f =
∂ky

∂xk
, то

δf

δy
=

∂k

∂xk
. �
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2.3. Вариации (cont.)

Теорема 1.
Пусть p(y0) = p0, p

(
y
(k)
0

)
= p0 − k, k = 1, 2, . . . , p(z) = p1, на

кривых y = const xp порядок p(f) = p̃ и ω(p1 − p0) < 0, тогда
разложение (2.7) является асимптотическим, где

ωp

(
δk

δyk
f

∣∣∣∣
y=y0

zk

)
6 ωp̃+ kω(p1 − p0), k = 0, 1, 2, . . .

Следствие 1.
В ситуации теоремы 1

ωp

(
δ

δy
f

∣∣∣∣
y=y0

z

)
< ωp (f(y0)) .

Т. е. по порядку первая вариация меньше, чем f(y0).
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3.1. Постановка задачи

Задача
Пусть задано обыкновенное дифференциальное уравнение

f(x, y) = 0, (3.1)

где f(x, y) — дифференциальная сумма. При x → 0 и при x →
∞ для решений y = ϕ(x) уравнения (3.1) найти все разложения
вида

y = crx
r +

∑
csx

s, cr, cs = const ∈ C, cr 6= 0, (3.2)

где показатели степени r, s ∈ R,

ωr > ωs. � (3.3)
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3.1. Постановка задачи (cont.)

Процедура вычисления разложений (3.2) состоит из двух этапов:
вычисление первых приближений

y = crx
r, cr 6= 0 (3.4)

и вычисление дальнейших членов разложения (3.2).

Теорема 2
Если разложение (3.2) удовлетворяет уравнению (3.1) и ω(1, r) ∈
U

(d)
j , то укорочение y = crx

r решения (3.2) является решением

укороченного уравнения f̂ (d)j (x, y) = 0.
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3.1. Постановка задачи (cont.)

Поэтому для нахождения всех укороченных решений y = crx
r

уравнения (3.1) надо вычислить: носитель S(f), многоугольник
Γ(f), все его грани Γ

(d)
j и их нормальные конусы U

(d)
j . Затем

для каждого укороченного уравнения f̂ (d)j (x, y) = 0 надо найти
все его степенные решения y = crx

r, у которых один из векторов
±(1, r) лежит в нормальном конусе U

(d)
j .
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3.2. Решение укороченного уравнения

Вершине Γ
(0)
j = {Q} соответствует укороченное уравнение

f̂
(0)
j (x, y) = 0 с точечным носителем Q = (q1, q2). Положим

g(x, y) = x−q1y−q2 f̂
(0)
j (x, y),

тогда g(x, cxr) не зависит от x и c и является многочленом от r.
Следовательно, для решения y = crx

r уравнения f̂ (0)j (x, y) = 0
показатель r является корнем характеристического уравнения

χ(r)
def
= g(x, xr) = 0, (3.5)

а коэффициент cr — произвольный. Из вещественных корней r
уравнения (3.5) надо отобрать только те, для которых вектор
ω(1, r) лежит в нормальном конусе U

(0)
j вершины Γ

(0)
j .
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Пример

Для уравнения (2.6) вершине Γ
(0)
1 = Q1 = (−1, 2) соответствует

укороченное уравнение

f̂
(0)
1 (x, y)

def
= −xyy′′ + xy′

2 − yy′ = 0, (3.6)

и f̂ (0)1 (x, xr) = x2r−1[−r(r−1)+r2−r] ≡ 0, т. е. любое выражение
y = cxr является решением уравнения (3.6). Здесь ω = −1 и
нас интересуют только те из этих решений, у которых вектор
−(1, r) ∈ U

(0)
1 . Согласно рис. 2 это означает, что r ∈ (−1, 1).

Итак, вершине Γ
(0)
2 соответствует двупараметрическое семейство

степенных асимптотик решений

y = cxr, любое c 6= 0, r ∈ (−1, 1). � (3.7)
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3.2. Решение укороченного уравнения (cont)

Ребру Γ
(1)
j соответствует укороченное уравнение f̂ (1)j (x, y) = 0,

нормальный конус которогоU(1)
j является лучом {P = λω′(1, r′),

λ > 0}. Включение ω(1, r) ∈ U
(1)
j означает равенства ω = ω′

и r = r′. Этим однозначно определяется показатель степени r
укороченного решения y = crx

r и значение ω. Для определения
коэффициента cr надо выражение y = crx

r подставить в укоро-
ченное уравнение f̂ (1)j (x, y) = 0. После сокращения на некото-
рую степень x получаем алгебраическое определяющее уравне-
ние для коэффициента cr

˜̃
f(cr)

def
= x−sf̂

(1)
j (x, crx

r) = 0. (3.8)

Каждому его корню cr 6= 0 соответствует своя асимптотика
y = crx

r.



Ведущие члены Степенные разложения Сложные разложения Экспоненциальные разложения Обобщения Приложения

Пример

Для уравнения (2.6) ребру Γ
(1)
1 соответствует укороченное урав-

нение

f̂
(1)
1 (x, y)

def
= −xyy′′ + xy′

2 − yy′ + by + dx = 0. (3.9)

Поскольку U
(1)
1 = {P = −λ(1, 1), λ > 0}, то ω = −1 и r = 1.

Подставляя y = c1x в укороченное уравнение (3.9) и сокращая
на x, получаем для c1 уравнение bc1 + d = 0; откуда c1 = −d/b.
Итак, ребру Γ

(1)
1 соответствует единственная степенная асимп-

тотика решений

y = −(d/b)x, x→ 0. � (3.10)
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3.3. Критические числа укороченного решения

Если найдено укороченное решение y = crx
r, то замена y =

crx
r + z приводит уравнение f(x, y) = 0 к виду

f(x, cxr + z)
def
= f̃(x, z)

def
= L(x)z + h(x, z) = 0, (3.11)

где L(x) — линейный дифференциальный оператор и носитель
S(Lz) состоит из одной точки (v, 1), являющейся вершиной Γ̃

(0)
1

многоугольника Γ(f̃), у носителя S(h) нет точки (v, 1). Оператор
L(x) вычисляется как первая вариация δf̂ (d)j /δy на кривой y =
crx

r.
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3.3. Критические числа укороченного решения (cont.)

Пусть ν(k) — характеристический многочлен дифференциаль-
ной суммы L(x)z, т. е.

ν(k) = x−v−kL(x)xk. (3.12)

Те вещественные корни k1, . . . , kκ многочлена ν(k), которые удо-
влетворяют неравенству ωr > ωki, называются критическими
числами укороченного решения y = crx

r.
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Пример

Для укороченного уравнения (3.6) первая вариация есть

δf̂
(0)
1

δy
= −xy′′ − xy d

2

dx2
+ 2xy′

d

dx
− y′ − y d

dx
.

На кривой y = crx
r эта вариация дает оператор

L(x) = crx
r−1
[
−r(r − 1)− x2 d

2

dx2
+ 2rx

d

dx
− r − x d

dx

]
.
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Пример (cont.)

Характеристический многочлен суммы L(x)z, т. е. L(x)xk, есть

ν(k) = cr[−r(r − 1)− k(k − 1) + 2rk − r − k] = −cr(k − r)2.

Он имеет один двукратный корень k1 = r, который не является
критическим числом, ибо не удовлетворяет неравенству ωr >
ωk1. Следовательно, укороченные решения (3.7) не имеют кри-
тических чисел.
Для укороченного уравнения (3.9) первая вариация есть

δf̂
(1)
1

δy
=
δf̂

(0)
1

δy
+ b.
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Пример (cont.)

На кривой (3.10), т. е. y = c1x, c1 = −d/b, эта вариация дает
оператор

L(x) = c1

[
−x2 d

2

dx2
+ 2x

d

dx
− 1− x d

dx
− b2

d

]

и характеристический многочлен

ν(k) = −c1[k2 − 2k + 1 + b2/d].

Его корни k1,2 = 1± b/
√
−d. Если Im (b/

√
−d) 6= 0, то критиче-

ских чисел нет. Если Im (b/
√
−d) = 0, то неравенству ωr > ωki

удовлетворяет только один корень k1 = 1 + |b/
√
−d|, который и

является единственным критическим числом степенной асимп-
тотики (3.10). �
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3.4. Вычисление степенного разложения решения

Пусть Γ
(0)
j — некая вершина многоугольника Γ(f) и векторы M1

и M2 направлены от этой вершины по прилегающим к ней реб-
рам, причем все точки сдвинутого носителя S(f)−Γ

(0)
j представ-

ляются в виде l1M1+l2M2, где целые l1, l2 > 0. Тогда множество

K
(0)
j (r)

def
= {s = r + l1r1 + l2r2, целые li > 0, l1 + l2 > 0},

где ri = 〈(1, r),Mi〉, i = 1, 2.
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3.4. Вычисление степенного разложения решения (cont.)

Пусть Γ
(1)
j — ребро многоугольника Γ(f) с вершинами Γ

(0)
k , Γ

(0)
l

и с нормалью ω(1, r). Тогда

K
(1)
j

def
= K

(0)
k (r) ∩K

(0)
l (r).

Теорема 3
Если укороченное решение y = crx

r соответствует вершине Γ
(0)
j

с ω(1, r) ⊂ U
(0)
j или ребру Γ

(1)
j с ω(1, r) ⊂ U

(1)
j и все критические

числа этого укороченного решения не лежат в множестве K =

K
(0)
j (r) или K

(1)
j , то исходное уравнение имеет решение в виде

разложения (3.2), где s пробегает множество K
(0)
j (r) или K

(1)
j

соответственно.
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3.4. Вычисление степенного разложения решения (cont.)

Доказательство основано на асимптотических разложениях

f(x, y) = f̂
(d)
j (x, y) +

ˆ̂
f(x, y) + . . . , y = crx

r + csx
s + . . .

Подставляя одно в другое и используя следствие 1, получаем
уравнение

f(x, crx
r + csx

s + . . . ) = f̂
(d)
j (x, crx

r) +
δf̂

(d)
j

δy

∣∣∣∣∣
y=crxr

· csxs+

+
ˆ̂
f(x, crx

r) + . . . = 0.
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3.4. Вычисление степенного разложения решения (cont.)

Но у нас f̂ (d)j (x, crx
r) = 0 и ведущими слагаемыми являются два

следующих. Следовательно, должно выполняться уравнение

δf̂
(d)
j

δy

∣∣∣∣∣
y=crxr

· csxs +
ˆ̂
f(x, crx

r) = 0,

которое сводится к уравнению вида

ν(s)cs + bs = 0, bs = const ∈ C.

Поскольку s ∈ K и по условию теоремы ν(s) 6= 0, то двигаясь по
убыванию ωs с s ∈ K последовательно находятся коэффициенты
cs разложения (3.2).
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Пример

Для уравнения (2.6) вершине Γ
(0)
1 = Q1 соответствуют векторы

M1 = (1, 1), M2 = (1,−1), поэтому r1 = 1 + r, r2 = 1 − r, где
|r| < 1 и множество

K
(0)
1 (r) = {s = r+l1(1+r)+l2(1−r), целые l1, l2 > 0, l1+l2 > 0}.

(3.13)
Поскольку нет критических чисел, то по теореме 3 каждому уко-
роченному решению (3.7) соответствует решение (3.2) с s ∈
K

(0)
1 (r).
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Пример (cont.)

Ребро Γ
(1)
1 имеет две вершины Q1 и Q5 = (1, 0), r = 1. Для

вершины Q1 согласно (3.13) K(0)
1 (1) = {1 + 2l1}. Для вершины

Γ
(0)
3 = Q5 имеем M1 = (−1, 1), M2 = (0, 2). Поэтому r1 = 0,
r2 = 2, и K

(0)
3 (1) = K

(0)
1 (1) = {1 + 2l1, целое l1 > 0}. Если

Im (b/
√
−d) 6= 0, то для укороченного решения (3.10) нет крити-

ческих чисел и в разложении (3.2) все показатели s — нечетные
целые числа большие единицы, а коэффициенты cs постоянны и
однозначно определены. Если Im (b/

√
−d) = 0, то имеется одно

критическое число k1 = 1+ |b/
√
−d|. Следовательно, если число

k1 не является нечетным, то имеется разложение (3.2). �
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4. Сложные разложения решений

Укороченные уравнения могут иметь нестепенные решения, ко-
торые продолжаются в асимптотические разложения. Далее бу-
дем искать решения полного уравнения f(x, y) = 0 в виде слож-
ного асимптотического разложения

y = ϕr(log x)xr +
∑

ϕs(log x)xs, ωs < ωr, (4.1)

где ϕr(log x) и ϕs(log x) — ряды по убывающим степеням лога-
рифмов.
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4. Сложные разложения решений (cont.)

Теорема 4
Если ряд (4.1) является решением полного уравнения f(x, y) = 0

и ω(1, r) ⊂ U
(d)
j , то y = ϕrx

r является решением укороченного

уравнения f̂ (d)j (x, y) = 0.
Для укороченного уравнения, соответствующего вершине, несте-
пенные решения имеются только в случаях сильного вырожде-
ния [3, § 5]. Поэтому ограничимся укорочениями, соответствую-
щими ребрам Γ

(1)
j .
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4.1. Случай вертикального ребра Γ
(1)
j

Если ребро Γ
(1)
j вертикально, то его нормальный конус

U
(1)
j = λω(1, 0), λ > 0, (4.2)

и у всех точек Q = (q1, q2) ∈ Γ
(1)
j координата q1 одинакова.
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4.1. Случай вертикального ребра Γ
(1)
j (cont.)

Положим
g(x, y) = x−q1 f̂

(d)
j (x, y), (4.3)

тогда носитель S(g) лежит на координатной оси q1 = 0.
Все степенные решения с ω(1, r) ∈ U

(1)
j являются постоянными

y = y0 = const, где y0 — корень определяющего уравнения

g̃(y)
def
= g(0, y) = 0. (4.4)
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4.1. Случай вертикального ребра Γ
(1)
j (cont.)

Для отыскания нестепенных решений уравнения g(x, y) = 0 сде-
лаем логарифмическое преобразование

ξ
def
= log x. (4.5)

Согласно теореме 2.4 из [2, гл. VI] при этом дифференциальная
сумма g(x, y) перейдет в дифференциальную сумму h(ξ, y)

def
=

g(x, y) и уравнение g = 0 примет вид

h(ξ, y) = 0. (4.6)

Из (4.5) видно, что ξ → ∞ при x → 0 и при x → ∞, ибо ξ и x
комплексные, т. е. для уравнения (4.6) получаем задачу с

p > 0. (4.7)
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4.1. Случай вертикального ребра Γ
(1)
j (cont.)

Для уравнения (4.6), применяя описанную выше технику, выде-
ляем укороченные уравнения ĥ

(d)
l (ξ, y) = 0 с ω = 1, находим

их степенные решения y = cρξ
ρ. Каждому из них соответствуют

свои характеристический многочлен и ν∗(k∗), критические чис-
ла k∗j и свое множество K∗. При условии теоремы 3 на k∗j и K∗

находим степенное разложение решения уравнения h(ξ, y) = 0 в
виде

y = cρξ
ρ +

∑
cσξ

σ, σ ∈ K∗, σ < ρ, cρ, cσ = const ∈ C.
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4.1. Случай вертикального ребра Γ
(1)
j (cont.)

Кроме того, решению y = cξρ укороченного уравнения ĥ(d)l (ξ, y) =
0 соответствует свое сложное характеристическое уравнение µ(κ) =
0. Оно образуется так. Вариация

δĥ
(d)
l

δy
=

M∑

i=1

bi(ξ, y)µi

(
d

dξ

)
,

где bi — дифференциальные мономы и µi — дифференциальные
операторы с постоянными коэффициентами

µi

(
d

dξ

)
=

li∑

k=0

αik
dk

dξk
, αik = const ∈ C.
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4.1. Случай вертикального ребра Γ
(1)
j (cont.)

Выделим из мономов bi(ξ, y) те, у которых при подстановке y =
ξρ степень по ξ будет наибольшая: bi = βiξ

n + . . . , i = 0, . . . ,M ,
где n — наибольшая из этих степеней ξ, а βi = 0 или const.
Многочлен

µ(κ) =

M∑

i=0

βiµi(κ),

где dk/dξk заменены на κk, назовем сложно-характеристиче-
ским для дважды укороченного решения y = cρξ

ρ.

Теорема 5
Для вертикального ребра, если корни многочленов ν∗(k∗) и µ(κ)
не лежат в множествах K∗ и K соответственно, то дважды уко-
роченному решению y = cρξ

ρ соответствует решение полного
уравнения в виде сложного разложения (4.1).
Идея доказательства такая же, как и у теоремы 3.
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4.2. Наклонное ребро

Теорема 6
Степенное преобразование

y = xαz (4.8)

переводит дифференциальную сумму f(x, y) в дифференциаль-
ную сумму g(x, z) = f(x, y). При этом их носители и нормальные
конусы испытывают аффинное преобразование

S(g) = S(f)A,

где матрица A =

(
1 0
α 1

)
.
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4.2. Наклонное ребро (cont.)

Случай наклонного ребра Γ
(1)
j с нормальным вектором (1, r) сте-

пенным преобразованием (4.8) с α = r сводится к случаю верти-
кального ребра Γ̃

(1)
j . Если для него проделать вычисления разде-

лов 3 и 4.1, то получим дважды укороченное решение z = cρξ
ρ,

а для него характеристический многочлен ν∗(k∗) и сложно-ха-
рактеристический многочлен µ(κ). Из теорем 5 и 6 получаем

Следствие 2
Для наклонного ребра с нормалью (1, r), если корни уравнений
ν∗(k∗) и µ(κ) не лежат в множествах K∗ и K− r соответствен-
но, то дважды укороченному решению z = cρξ

ρ соответствует
решение полного уравнения в виде сложного разложения.
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Пример

Для укороченного уравнения (3.9), соответствующего ребру Γ
(1)
1

с нормальным вектором −(1, 1), делаем степенное преобразова-
ние

A =

(
1 0
1 1

)
,

т.е. y = xz. Поскольку y′ = xz′ + z, y′′ = xz′′ + 2z′, то уравне-
ние (3.9) после сокращения на x и приведения подобных прини-
мает вид

ĝ(x, z)
def
= −x2zz′′ + x2z′

2 − xzz′ + bz + d = 0. (4.9)
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Пример (cont.)

Его носитель состоит из трех точек Q̃2 = (0, 2), Q̃4 = (0, 1),
Q̃1 = 0, расположенных на оси q1 = 0. Теперь делаем лога-
рифмическое преобразование ξ = log x. Поскольку z′ = ż/x,
z′′ = (z̈ − ż)/x2, где ˙ = d/dξ, то уравнение (4.9) после приве-
дения подобных принимает вид

h
def
= −zz̈ + ż2 + bz + d = 0. (4.10)

Его носитель и многоугольник показаны на рис. 3 в случае bd 6=
0.
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Пример (cont.)

1

2

−2 −1 0

Γ̃
(1)
1

q1

q2

Рис. 3. Носитель и многоугольник уравнения (4.10).
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Пример (cont.)

Рассмотрим случай b 6= 0. Ребру Γ̃
(1)
1 рис. 3 соответствует уко-

роченное уравнение

ĥ
(1)
1

def
= −zz̈ + ż2 + bz = 0. (4.11)

Оно имеет степенное решение z = −bξ2/2. Ребро Γ̃
(1)
1 имеет 2

вершины (−2, 2) и (0, 1). Для вершины (−2, 2) векторы M1 =
(2,−1) и M2 = (2,−2). Здесь r = 2. Поэтому r1 = 0, r2 = −2,
K∗ = {2 − 2l1}. Для вершины (0, 1) векторы M1 = (−2, 1) и
M2 = (0,−1). Поэтому r1 = 0, r2 = −2, K∗ = {2 − 2l1}, целые
l1 > 0. Характеристический многочлен решения z = −bξ2/2 есть
ν∗(k∗) = (b/2)

(
k∗2 − 5k∗ + 5

)
= (b/2)(k∗−1)(k∗−4). Поскольку

здесь r∗ = 2, то имеется только одно критическое число k∗1 =
1 < r∗.
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Пример (cont.)

Поскольку оно не лежит в множестве K∗, то по теореме 3 урав-
нение (4.10) имеет решение вида

z = − b
2
ξ2 +

∞∑

k=0

c−2kξ
−2k. (4.12)

На самом деле, решения уравнения (4.10) имеют вид

z = − b
2

(ξ + c̃)2 − d

2b
, (4.13)

где c̃ — произвольная постоянная. При c̃ = 0 получим реше-
ние (4.12).
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Пример (cont.)

По (4.11) первая вариация

δĥ
(1)
1

δz
= −z̈ − z d

2

dξ2
+ 2ż

d

dξ
+ b.

Поэтому

δĥ
(1)
1

δz
= b1µ1

(
d

dξ

)
+ b2µ2

(
d

dξ

)
+ b3µ3 + b4µ3,

где b1 = −z, b2 = 2ż, b3 = −z̈, b4 = b, µ1 =
d2

dξ2
, µ2 =

d

dξ
,

µ3 = 1.
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Пример (cont.)

Поскольку ρ = 2, то ведущим является слагаемое b1µ1. Оно да-
ет характеристический многочлен µ1(κ) = κ2, который не име-
ет ненулевых корней. Следовательно, сложно критических чисел
нет и применима теорема 5. После степенного преобразования
y = xz и сокращения на x полное уравнение (2.6) переходит в

g
def
= −x2zz′′+x2z′2−xzz′+ bz+ d+ ax2z3 + cx4z4 = 0. (4.14)

Множество K состоит из всех четных натуральных чисел. По
теореме 3 решение уравнения (4.14) имеет вид

z = ϕ0(ξ) +

∞∑

k=1

ϕ2k(ξ)x
2k,

где ϕ0 дается формулой (4.13) и x→ 0. �
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Экспоненциальные разложения решений

Пусть укороченное уравнение f̂ (1)j (x, y) = 0 соответствует гори-

зонтальному ребру Γ
(1)
j многоугольника Γ(f). Следовательно, на

этом ребре q2 = m ∈ N. Согласно [3, § 5] сделаем логарифми-
ческое преобразование

ζ = d log y/dx (5.1)

и из укороченного уравнения f̂ (1)j = 0 получим уравнение

h(x, ζ)ym
def
= f̂

(1)
j (x, y) = 0 (5.2)

где h(x, ζ) — дифференциальная сумма [2, гл. VI].



Ведущие члены Степенные разложения Сложные разложения Экспоненциальные разложения Обобщения Приложения

Экспоненциальные разложения решений (cont.)

Пусть Γ(h) = Γ̃ — ее многоугольник и Γ̃
(1)
i — его ребро с внешней

нормалью Ñ = (1, ρ), лежащей в конусе задачи Kω = {P̃ =
(p̃1, p̃2) : p̃1 + p̃2 > 0, sgn p̃1 = ω}. Этим определяется знак ω
и направление стремления x (к нулю или бесконечности). Ребру
Γ̃
(1)
i соответствует укороченное уравнение ĥ(1)i (x, ζ) = 0, которое

является алгебраическим и имеет несколько степенных решений
ζ = γ∗xρ, где γ = γ∗ = const — один из корней определяющего
уравнения ĥ(1)i (1, γ) = 0. Каждое степенное решение ζ = γ∗xρ

укороченного уравнения ĥ
(1)
i (x, ζ) = 0 единственным образом

продолжается в степенное разложение

ζ = γ∗xρ +
∑

γσx
σ def

= ϕ′(x) (5.3)

решения полного уравнения h(x, ζ) = 0.
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Экспоненциальные разложения решений (cont.)

Первую вариацию запишем в виде

δf̂
(1)
j

δy
= ym−1g

(
x, ζ,

d

dx

)
, (5.4)

где g — многочлен от своих аргументов, если под
(
d

dx

)l
пони-

мать
dl

dxl
. Его степень по ζ, ζ ′, . . . , ζ(n−1) не превосходит m− 1.

Теперь в операторе g заменим
dl

dxl
на klζ l, затем ζ на γ∗xρ и вы-

делим ведущий член λ(γ∗, k)xτ по x. Коэффициент λ(γ∗, k) яв-
ляется экспоненциально характеристическим многочленом, со-
ответствующим укороченному решению ζ = γ∗xρ.
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Экспоненциальные разложения решений (cont.)

Если уравнение h(x, ζ) = 0 имеет решение вида (5.3), то укоро-
ченное уравнение f̂ (1)j (x, y) = 0 имеет семейство решений

y = c expϕ(x) (5.5)

где c — произвольная постоянная и ϕ(x) — интеграл от степен-
ного разложения (5.3).

Теперь перейдем к полному уравнению f(x, y) = 0. Пусть мно-
жество Σ — проекция носителя S(f) на ось q2 параллельно оси
q1. Положим Σ′ = Σ − m, т.е. Σ′ — это сдвинутое на m мно-
жество Σ. Наконец, Σ′+ — это множество всевозможных сумм
чисел множества Σ′.
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Экспоненциальные разложения решений (cont.)

Теорема 7
Пусть f̂ (d)j (x, y) = 0 — укороченное уравнение для f(x, y) = 0,
соответствующее горизонтальному ребру высоты m. Если ни од-
но из чисел k ∈ Σ′++1, k 6= 1 не является корнем экспоненциаль-
но характеристического многочлена λ(γ∗, k), то решения (5.5)
укороченного уравнения f̂ (d)j (x, y) = 0 продолжаются в виде экс-
поненциального разложения

y = c expϕ(x)+
∑

bk(x)ck exp(kϕ(x)) по k ∈ Σ′++1, k 6= 1,

(5.6)
решений полного уравнения f(x, y) = 0, где bk(x) — степенные
разложения.
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Пример

Рассмотрим четвертое уравнение Пенлеве

f(x, y)
def
= −2yy′′+y′2 +3y4 +8xy3 +4(x2−a)y2 +2b = 0, (5.7)

где a и b — комплексные параметры. При b = 0, его много-
угольник Γ(f) имеет горизонтальное ребро Γ

(1)
1 высоты m = 2

(рис. 4), которому соответствует укороченное уравнение

f̂
(1)
1

def
= −2yy′′ + (y′)2 + 4(x2 − a)y2 = 0.
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Пример (cont.)

1

2

3

4
q2

−2 −1 0 1 2
q1

Γ
(1)
1

Рис. 4. Носитель и многоугольник уравнения (5.7) с b = 0.
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Пример (cont.)

После логарифмического преобразования (5.1) получаем

h(x, ζ) = −2(ζ ′ + ζ2) + ζ2 + 4x2 − 4a.

Носитель S(h) и многоугольник Γ(h) см. на рис. 5.
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Пример (cont.)

1

2

−1 0 1 2

Γ̃
(1)
1

q̃1

q̃2

Рис. 5. Носитель и многоугольник для h(x, ζ).
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Пример (cont.)

Γ(h) имеет наклонное ребро Γ̃
(1)
1 , соответствующее ω = 1, с

укорочением
ĥ
(1)
1 (x, ζ)

def
= −ζ2 + 4x2 = 0,

откуда ζ = ±2x, т. е. γ∗ = ±2 и ρ = 1. По теореме 3 уравнение
h(x, ζ) = 0 имеет два решения

ζi = (−1)i2x+ αix
−1 + βix

−3 + x−1
∞∑

l=2

ci,lx
−2l def= ϕ′i(x), i = 1, 2,

αi = (−1)ia− 1, βi = (−1)i+1(a2 + 3) + 4a.

Если одно из этих чисел αi, βi равно нулю, то соответствующее
разложение ϕ′i(x) конечно.
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Пример (cont.)

Вычислим экспоненциально характеристический многочлен.

δf̂
(1)
1

δy
= −2y′′ − 2y

d2

dx2
+ 2y′

d

dx
+ 8(x2 − a)y =

= y

[
−2(ζ ′ + ζ2)− 2

d2

dx2
+ 2ζ

d

dx
+ 8(x2 − a)

]
. (5.8)

Заменяем
d2

dx2
и
d

dx
на k2ζ2 и kζ соответственно, а ζ — на γ∗x.

Тогда ведущий член при x→∞ есть

−2ζ2 − 2k2ζ2 + 2kζ2 + 8x2 = −2ζ2(k2 − k).
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Пример (cont.)

Следовательно, экспоненциально характеристический многочлен
λ(γ∗, k) = −2(k2 − k) для обоих значений γ∗ = ±2. Множество
Σ состоит из чисел 2, 3, 4; поэтому Σ′ = Σ − 2 = {0, 1, 2} и Σ′+
— это все неотрицательные целые числа, а Σ′+ + 1 — это все
натуральные числа. Корни многочлена λ(γ∗, k) суть k = 0 и k =
1. Поскольку корень k = 0 не лежит в множестве Σ′+ + 1 и k = 1
исключено, то по теореме 7 при x→∞ решения уравнения (5.7)
с b = 0 разлагаются в ряды

y = c expϕi(x) +

∞∑

k=2

ck exp kϕi(x), i = 1, 2,

где ϕi = (−1)ix2+αi log x−βix−2/2−
∑∞

l=2 ci,lx
−2l/(2l), i = 1, 2.

Экспоненциальные разложения предложил В.П.Варин [11].
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6. Обобщения

1. Эта техника использовалась для алгебраических уравнений [1,
2, 28], уравнений в частных производных [1, 2,18] и си-
стем [1, 2, 15].

2. Изучались решения в виде разложений по комплексным сте-
пеням независимой переменной [3, 13]. Тогда получается
новый тип разложений: экзотические [12, 5].

3. Изучались асимптотические разложения таких решений, у
которых разница порядков двух соседних производных от-
лична от 1 [1, 16, 17, 20].

4. В теореме 3 можно отказаться от условия, что критические
числа не лежат в множестве K. Тогда получаются степенно-
логарифмические разложения [3]. Аналогично, в теореме 5
получаются разложения с кратными логарифмами [8].
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7. Приложения

• Решения уравнений Пенлеве [5, 14, 16, 17, 18, 19, 20].
• Уравнение Белецкого [21, 22].
• Уравнения Эйлера-Пуассона [23].
• Ограниченная задача трех тел [24, 25, 26].
• Интегрируемость системы ОДУ [27].
• Пограничный слой на игле [1, 14, 15, 18].
• Эволюция турбулентного потока [18].
• Множества устойчивости многопараметрической системы ОДУ
[28].

• Волны на воде [2, гл. V].
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