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Î ñòðîãî íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ ìàòðèöàõ

Àííîòàöèÿ

Êàê äëÿ çàäàííîé íåâûðîæäåííîé ÷èñëîâîé âåùåñòâåííîé ìàòðèöû, â ýëå-

ìåíòàõ êîòîðîé ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè ïðèñóòñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî

öèôð, ïðîâåðèòü, îñòàíåòñÿ ëè ýòà ìàòðèöà íåâûðîæäåííîé ïîñëå ïðîèçâîëü-

íîãî äîáàâëåíèÿ öèôð â ìëàäøèå ðàçðÿäû íåêîòîðûõ (ÿâíî óêàçàííûõ) åå

ýëåìåíòîâ? Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ýòà çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà. Îáñóæ-

äàåòñÿ êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

1. Äîáàâëåíèå öèôð ê ýëåìåíòàì ÷èñëîâîé ìàòðèöû

Ïóñòü èçâåñòíî êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî öèôð ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷-
êè â êàæäîì ýëåìåíòå âåùåñòâåííîé ÷èñëîâîé n×n-ìàòðèöû A.
Êîëè÷åñòâî èçâåñòíûõ öèôð ìîæåò íå ñîâïàäàòü äëÿ ðàçíûõ
ýëåìåíòîâ. Íå èñêëþ÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ èç ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû òàêîå êîíå÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îêàçûâàåòñÿ òî÷íûì, �
çíà÷àùèå öèôðû ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè èçâåñòíû ïîëíîñòüþ.
Íî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ èçíà÷àëüíî íåò èíôîð-

ìàöèè, âñå ëè öèôðû ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè âûïèñàíû. Ìîæåò
áûòü òàê, íàïðèìåð, ÷òî ïîëíàÿ äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êàêîãî-òî èç
ýëåìåíòîâ òðåáóåò áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà öèôð. Èëè, ìîæåò
áûòü, â çàäàííîé çàïèñè ýëåìåíòà íå õâàòàåò ëèøü êîíå÷íîãî
êîëè÷åñòâà öèôð. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî òàêîãî ðîäà ýëåìåíòû êàê-òî
îòìå÷åíû â ìàòðèöå (äàëåå ãîâîðèì îá îòìå÷åííûõ ýëåìåíòàõ).
Ïóñòü âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A, âûïîëíåííîå

èñõîäÿ èç çàäàííîãî êîíå÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ, äàëî
íåíóëåâîå çíà÷åíèå. Âîïðîñ � âåðíî ëè, ÷òî ìàòðèöà îñòàåòñÿ
íåâûðîæäåííîé ïðè ëþáîì äîáàâëåíèè öèôð â ìëàäøèå ðàçðÿäû
îòìå÷åííûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A ?
Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà, â êàæäîì èç íèõ ôèãóðèðóåò íåêî-

òîðàÿ íåâûðîæäåííàÿ 2× 2-ìàòðèöà A = (aij).
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Ïóñòü

A =

(
1.0 −3.333
−0.3 0.99

)
, (1)

äëÿ âûäåëåííîãî ýëåìåíòà a1,1 = 1.0 èçâåñòíà òîëüêî îäíà öèôðà
ïîñëå òî÷êè è íåò ãàðàíòèè, ÷òî íàì èçâåñòíû âñå öèôðû. Ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè çäåñü äîáàâèòü â êîíåö a1,1 öèôðó 1, ïîëó÷èâ
a1,1 = 1.01, òî ìàòðèöà ñòàíåò âûðîæäåííîé. Åñëè æå ñ÷èòàòü
èçâåñòíûìè â a1,1 äâå íóëåâûå öèôðû ïîñëå òî÷êè: a1,1 = 1.00,
òî ìàòðèöà ñòàíåò âûðîæäåííîé ïðè äîáàâëåíèè áåñêîíå÷íîãî
êîëè÷åñòâà äåâÿòîê, äàþùåì a1,1 = 1.00999... = 1.01.
Ïðèìåð ìàòðèöû, êîòîðàÿ îñòàåòñÿ íåâûðîæäåííîé ïðè ëþ-

áîì äîáàâëåíèè öèôð ê êàæäîìó ýëåìåíòó:(
1.40 −7.8
9.954 0.46

)
. (2)

Ê ýòèì äâóì ïðèìåðàì ìû åùå âåðíåìñÿ â ðàçäåëå 3.

Ïóñòü ýëåìåíò aij èñõîäíîé ìàòðèöû èìååò ïîñëå äåñÿòè÷íîé
òî÷êè m öèôð (íåñêîëüêî ïîñëåäíèõ èç ýòèõ öèôð ìîãóò áûòü
íóëÿìè). Äîáàâëåíèå öèôð ê ýòîìó ýëåìåíòó ìîæåò áûòü îñó-
ùåñòâëåíî òàê: áåðåòñÿ êàêàÿ-òî äåñÿòè÷íàÿ äðîáü β, êîòîðóþ
ìû ïðåäñòàâèì óñëîâíî â âèäå

0.β1β2 . . . ,

è ê aij ïðèáàâëÿåòñÿ 10−mβ (ñî çíàêîì �ìèíóñ�, åñëè aij < 0).
Â ðåçóëüòàòå öèôðû β1, β2, . . . äðîáè β áóäóò äîáàâëåíû â êî-
íåö ÷èñëà aij. Äîïóñêàåòñÿ, ÷òî äðîáü β, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî
ìåñòà, èìååò òîëüêî íóëåâûå öèôðû. Ôàêòè÷åñêè, çíà÷åíèå β �
ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî èç îòðåçêà [0, 1], è çíà÷åíèþ
β = 1 ñîîòâåòñòâóåò äðîáü 0.999 . . . . Ïîñëåäíåå èñïîëüçîâàíî
íàìè âûøå ïðè ðàññìîòðåíèè ìàòðèöû (1) ïîñëå çàìåíû 1.0 íà
1.00.

2. Ðàñïîçíàâàíèå ñòðîãîé íåâûðîæäåííîñòè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â êàæäîì èç ýëåìåíòîâ íåâûðîæäåííîé
÷èñëîâîé âåùåñòâåííîé ìàòðèöû A ïðèñóòñòâóåò ëèøü êîíå÷-
íîå ÷èñëî öèôð ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè. Íàçîâåì ýòó ìàòðèöó
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ñòðîãî íåâûðîæäåííîé îòíîñèòåëüíî óêàçàííîãî íàáîðà U åå
îòìå÷åííûõ ýëåìåíòîâ, åñëè ýòà ìàòðèöà îñòàåòñÿ íåâûðîæäåí-
íîé ïîñëå ïðîèçâîëüíîãî äîáàâëåíèÿ öèôð â ìëàäøèå ðàçðÿäû
ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â U . Åñëè U ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû A, òî ìàòðèöó A áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî íåâûðîæäåííîé
áåç ññûëêè íà êàêîé-ëèáî íàáîð åå îòìå÷åííûõ ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ (ò.å. çàäà÷à, ãäå ïðåäïîëàãàåìûé îò-
âåò � ýòî äà èëè íåò) ñòðîãîé íåâûðîæäåííîñòè äàííîé ìàòðèöû
îêàçûâàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìîé.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ñòðîãî íåâû-
ðîæäåííûå ìàòðèöû (ñòðîãàÿ íåâûðîæäåííîñòü ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ è îòíîñèòåëüíî íàáîðà ýëåìåíòîâ, è îáîáùåí-
íî).

Êàñàÿñü àëãîðèòìà, óêàæåì çäåñü, ÷òî ýëåìåíòàðíûé ïîäõîä
ðàáîòàåò, êîãäà â ìàòðèöå îòìå÷åí ëèøü îäèí ýëåìåíò, à ïðè
áîëüøåì ÷èñëå òàêèõ ýëåìåíòîâ ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä öèëèí-
äðè÷åñêîé äåêîìïîçèöèè ïðè ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ [3, 1, 2, 4],
ÿâëÿþùèéñÿ âàðèàíòîì òåîðåìû Òàðñêîãî [5] (â [8, ðàçä. 3.8] ýòà
òåîðåìà èìåíóåòñÿ òåîðåìîé Òàðñêîãî-Çàéäåíáåðãà).
Ïîäðîáíî ðàçáèðàåìûé â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðèìåð äåìîí-

ñòðèðóåò ñõåìó àëãîðèòìà.

3. Ðåàëèçàöèÿ â Maple

Äëÿ óïîìÿíóòîãî â ðàçäåëå 2 àëãîðèòìà ðåøåíèÿ îáñóæäàåìîé
çàäà÷è íàìè ïîäãîòîâëåíà ðåàëèçàöèÿ â ñðåäå êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû Maple 2024 [6]. Èñïîëüçóåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà öè-
ëèíäðè÷åñêîé äåêîìïîçèöèè, ïðåäîñòàâëÿåìàÿ Maple-ïàêåòîì
Quanti�erElimination (ñì. [7]).
Ïóñòü äëÿ ìàòðèöû (1) òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè åå

íåâûðîæäåííîñòü ñòðîãîé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ a1,2, a2,1, a2,2.
×òîáû èçáåæàòü îêðóãëåíèÿ ÷èñåë ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëè-
òåëÿ, â Maple ýëåìåíòû ìàòðèöû çàïèñûâàåì ðàöèîíàëüíûìè
÷èñëàìè. Îòìå÷àåì ýëåìåíòû òàê: åñëè ai,j � ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî, òî ïðèáàâëÿåì ê íåìó Ti,j · 10−m, ãäå T � íåîïðåäåëåííîå
èìÿ, m � êîëè÷åñòâî èçâåñòíûõ öèôð ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè
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ýëåìåíòà ai,j. Åñëè æå ai,j < 0, âû÷èòàåì Ti,j · 10−m. Òàêèì
îáðàçîì, â ñåññèè Maple âûïîëíÿåì ïðèñâàèâàíèå

> A :=

 1 −3333 · 10−3 − T1,2 · 10−3

−3 · 10−1 − T2,1 · 10−1 99 · 10−2 + T2,2 · 10−2

:
Ñëåäóþùåé êîìàíäîé âû÷èñëÿåì îïðåäåëèòåëü. Ýòîìó ïî-

ëèíîìó îò âñåõ Ti,j ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè äàåòñÿ
èìÿ Dt:

> Dt := LinearAlgebra:-Determinant(A);

Dt := − 99

10000
+

1

100
T2,2 −

3333

100000
T2,1 −

3

10000
T1,2 −

1

100000
T1,2T2,1

Äàëåå ïîëó÷àåì ñïèñîê S ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò
îïðåäåëèòåëü Dt:

> S := [indets(Dt)[ ]] :

S := [T1,2, T2,1, T2,2]

Ñîñòàâëÿåì ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå ñ êâàíòîðîì: ñóùå-
ñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ T1,2, T2,1, T2,2, ÷òî âûïîëíÿåò-
ñÿ Dt = 0 è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íàõîäÿòñÿ â îòðåçêå [0, 1]. Â
Maple ýòî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

> exists(S ,And(Dt = 0, seq([i ≥ 0, i ≤ 1][ ], i = S )));

∃
(
[T1,2, T2,1, T2,2] ,−

99

10000
+

1

100
T2,2 −

3333

100000
T2,1

− 3

10000
T1,2 −

1

100000
T1,2T2,1 = 0∧

0≤T1,2 ∧ T1,2≤1 ∧ 0≤T2,1 ∧ T2,1≤1 ∧ 0≤T2,2 ∧ T2,2≤1
)

Ïðîöåäóðà Quanti�erElimination:-Quanti�erEliminate îïðåäå-
ëÿåò, âûïîëíÿåòñÿ ëè çàïèñàííîå âûøå âûðàæåíèå:

> QuantifierElimination:-QuantifierEliminate(%);

true
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Îòâåò true îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæíî äîáàâëåíèå öèôð ê îòìå-
÷åííûì ýëåìåíòàì, îáðàùàþùåå îïðåäåëèòåëü â 0, ò.å. íåâûðîæ-
äåííîñòü (1) îòíîñèòåëüíî a1,2, a2,1, a2,2 íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé.
Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä íàìè îôîðìëåíà â âèäå ïðî-

öåäóðû StronglyNonsingular. Àðãóìåíò ïðîöåäóðû � êâàäðàòíàÿ
÷èñëîâàÿ ìàòðèöà ñ îòìå÷åííûìè óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì
ýëåìåíòàìè (ò.å. êàæäûé (i, j)-é ýëåìåíò ìàòðèöû � ïîëè-
íîì îò ïàðàìåòðà Ti,j, ñòåïåíè íå âûøå 1, ñ êîýôôèöèåíòàìè-
ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè). Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîé
âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä, ïðîöåäóðà âîçâðàùàåò true,
åñëè ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííîé, è false èíà÷å.
Çàïèøåì â Maple ìàòðèöó (2), îòìåòèâ â íåé âñå ýëåìåíòû:

> A :=

 14 · 10−2 + T1,1 · 10−2 −78 · 10−1 − T1,2 · 10−1

9954 · 10−2 + T2,1 · 10−2 99 · 46 · 10−2 + T2,2 · 10−2

:
Ïîëó÷àåì, ÷òî ýòà ìàòðèöà ñòðîãî íåâûðîæäåíà:

> StronglyNonsingular (A);

true

Ìû ïðîâåëè ýêñïåðèìåíòû ñ 5 × 5-ìàòðèöåé ñî ñëó÷àéíî
âûáðàííûìè ýëåìåíòàìè, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû çíà÷åíèÿ äâóõ
öèôð ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè. Â ýòîé ìàòðèöå áûëè îòìå÷åíû
äâà ýëåìåíòà, çàòåì òðè è ÷åòûðå ýëåìåíòà. Îòíîñèòåëüíî ýòèõ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöà îêàçàëàñü ñòðîãî íåâûðîæäåííîé. Âðåìÿ
ðàáîòû1 ïðîöåäóðû Quanti�erElimination:-Quanti�erEliminate �
0.182 äëÿ äâóõ îòìå÷åííûõ ýëåìåíòîâ, 7.091 äëÿ òðåõ è 640.624
äëÿ ÷åòûðåõ.
Áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû è ñ íåñòðîãî íåâûðîæäåííîé

5 × 5-ìàòðèöåé ñ ýëåìåíòàìè, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû çíà÷åíèÿ
äâóõ öèôð ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè. Òàê æå áûëè îòìå÷åíû
äâà ýëåìåíòà, çàòåì òðè è ÷åòûðå ýëåìåíòà, îòíîñèòåëüíî êîòî-
ðûõ ìàòðèöà íåñòðîãî íåâûðîæäåíà. Âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû
Quanti�erElimination:-Quanti�erEliminate � 0.051 äëÿ äâóõ îòìå-
÷åííûõ ýëåìåíòîâ, 0.362 äëÿ òðåõ è 0.257 äëÿ ÷åòûðåõ.

1Â ñåêóíäàõ. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â Maple 2024, Ubuntu 8.04.4 LTS, AMD
Athlon(tm) 64 Processor 3700+, 3GB RAM
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Ñåññèÿ Maple ñ ïðèìåðàìè è ïðîöåäóðîé StronglyNonsingular
äîñòóïíà ïî ññûëêå

http://www.ccas.ru/ca/_media/test_of_strongly_nonsingular.mw

è pdf-âàðèàíò ýòîé ñåñcèè:

http://www.ccas.ru/ca/_media/test_of_strongly_nonsingular.pdf

Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû Ì.Êàóýðñó, Ã.Ïîãóäèíó è Ä.Õìåëüíîâó
çà ñîâåòû ïî òåìå ïóáëèêàöèè. Àâòîðû òàêæå áëàãîäàðÿò êîìïà-
íèþ Maplesoft (Âàòåðëîî, Êàíàäà) çà êîíñóëüòàöèè è äèñêóññèè.
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