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Ëåêñèí Â.Ï.

Ïàìÿòè àêàäåìèêà Àíäðåÿ Àíäðååâè÷à
Áîëèáðóõà (âñòóïèòåëüíîå ñëîâî)

Ìû îòêðûâàåì øåñòíàäöàòóþ Ïðèîêñêóþ íàó÷íóþ êîíôåðåíöèþ �Äèô-

ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòèêè�, ïîñâÿù¼ííóþ

ïàìÿòè àêàäåìèêà Àíäðåÿ Àíäðååâè÷à Áîëèáðóõà, â ñâÿçè ñ ñåìèäåñÿòèïÿ-

òèëåòèåì ñî äíÿ ðîæäåíèÿ.

Ñ.Â.Àëë¼íîâ

Íàøà ìåìîðèàëüíàÿ êîíôåðåíöèÿ îòêðûâàåòñÿ 5 èþíÿ 2025
ãîäà, ìåñÿö ñïóñòÿ ïîñëå ïðåæäåâðåìåííîé ñìåðòè Ñåðãåÿ Âëà-
äèìèðîâè÷à Àëë¼íîâà, áåññìåííîãî îðãàíèçàòîðà íàøåé êîí-
ôåðåíöèè è èçäàòåëÿ å¼ òðóäîâ. Îí óìåð îò áåñïîùàäíîé è
áåñêîìïðîìèññíîé îíêîëîãè÷åñêîé áîëåçíè â âîçðàñòå âñåãî 44
ëåò. Ìû, êîíå÷íî, ïîñâÿòèì åãî ïàìÿòè îòäåëüíóþ êîíôåðåíöèþ,
à ñåé÷àñ âñïîìíèì îá Àíäðåå Àíäðååâè÷å Áîëèáðóõå, ñòàâøåì
òàêæå ïðåæäåâðåìåííîé æåðòâîé îíêîëîãè÷åñêîãî çàáîëåâàíèÿ.

Àíäðåé Àíäðååâè÷ Áîëèáðóõ

Àíäðåé Áîëèáðóõ ðîäèëñÿ 30 ÿíâàðÿ 1950 ãîäà â Ìîñêâå. Îòåö
åãî, Àíäðåé Âëàñüåâè÷ Áîëèáðóõ, áûë ó÷àñòíèêîì Âåëèêîé
Îòå÷åñòâåííîé Âîéíû, êîòîðóþ çàêîí÷èë â çâàíèè ìàéîðà. Ïî-
ñëå îêîí÷àíèÿ ÂÎÂ ïðîäîëæàë ñëóæèòü â ñîâåòñêîé àðìèè è
äîñëóæèëñÿ äî çâàíèÿ ãåíåðàë-ëåéòåíàíòà. Ê ñîæàëåíèþ, îí
ïðåæäåâðåìåííî óìåð îò áîëåçíè ñåðäöà â âîçðàñòå 54 ëåò,
çàíèìàÿ äîëæíîñòü ïåðâîãî çàìåñòèòåëÿ êîìàíäóþùåãî Êðàñ-
íîçíàìåííûì Ïðèáàëòèéñêèì Âîåííûì Îêðóãîì. Ìàòü Àíäðåÿ
ïîñâÿòèëà ñåáÿ âîñïèòàíèþ Àíäðåÿ è åãî ñåñòðû. Ñêîðåå âñå-
ãî, â ñâÿçè ñî ñëóæáîé îòöà, Àíäðåé çàêàí÷èâàë øêîëüíîå
îáó÷åíèå â Ëåíèíãðàäå â ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ êëàññàõ çíà-
ìåíèòîé 45 øêîëû, î êîòîðîé îí îñòàâèë ò¼ïëûå âîñïîìèíàíèÿ
[4, 5]. Â øêîëüíûå ãîäû îí óâë¼êñÿ ìàòåìàòèêîé è äîñòèã óñïå-
õîâ â íåé, ñòàâ ïðèç¼ðîì âñåñîþçíîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ.
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Òàê îí ðåøèë ïîñòóïàòü â ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà íà
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, êóäà îí ïîñòóïèë â 1967
ãîäó ïîñëå îêîí÷àíèÿ øêîëû. Â ãîäû îáó÷åíèÿ íà ìåõìàòå îí
ïðè âûáîðå íà òðåòüåì êóðñå áîëåå óçêîé ñïåöèàëèçàöèè âûáðàë
êàôåäðó âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè, êîòîðîé â òî âðåìÿ
ðóêîâîäèë àêàäåìèê Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâ, à åãî íàó÷íûì ðóêîâî-
äèòåëåì ñòàë Ìèõàèë Ìèõàéëîâè÷ Ïîñòíèêîâ. Ïîä ðóêîâîäñòâîì
Ì. Ì. Ïîñòíèêîâà îí èçó÷àë òîïîëîãèþ ìíîãîîáðàçèé è, â ÷àñò-
íîñòè, òåîðèþ áîðäèçìîâ ìíîãîîáðàçèé ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè
ñîîòíîøåíèé íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû ýòèõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïåðâûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè ôóêñîâûõ ñèñòåì

Àíäðåé Àíäðååâè÷ â 1972 ãîäó áûë ðåêîìåíäîâàí â àñïèðàíòóðó
ïî êàôåäðå âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè, ãäå îí ïðîäîë-
æèë çàíèìàòüñÿ àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèåé ïîä ðóêîâîäñòâîì
Ì. Ì. Ïîñòíèêîâà. Ìèõàèë Ìèõàéëîâè÷ ïîñòàâèë çàäà÷ó èçó-
÷èòü ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àäàìñà è å¼ ðàçëè÷íûå
ðàçíîâèäíîñòè è, êàê áëèæàéøóþ öåëü, ñòàòü ëó÷øèì ñïåöèàëè-
ñòîì â ñòðàíå â ýòîì íàïðàâëåíèè. Ê íà÷àëó ñåìèäåñÿòûõ ãîäîâ
ïî ýòîé òåìàòèêå ñóùåñòâîâàë îãðîìíûé îáú¼ì èññëåäîâàíèé
è áûëî ïîëó÷åíî ìíîãî ðåçóëüòàòîâ ïî âû÷èñëåíèþ ãîìîòîïè-
÷åñêèõ ãðóïï ñôåð è ãðóïï êîáîðäèçìîâ, íî, åñòåñòâåííî, êàê
ïðàâèëî íå îêîí÷àòåëüíûõ è äàëåêî íåïîëíûõ. Àíäðåé îòí¼ññÿ ê
òàêîé íå ñëèøêîì êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêå àñïèðàíòñêîãî çàäàíèÿ
áåç îñîáîãî ýíòóçèàçìà. Îäíàêî, íà÷àë äîáðîñîâåñòíî èçó÷àòü ðà-
áîòû ïî ñïåêòðàëüíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì â ðàìêàõ ñåìèíàðà
Ì. Ì. Ïîñòíèêîâà ïî àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè è å¼ ïðèëîæåíè-
ÿì è â ðàìêàõ âûåçäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë â Çàãîðñêå (íûíå
Ñåðãèåâ Ïîñàä) è âî Ôðÿçèíî, êîòîðûå îðãàíèçîâàë Àëåêñåé
Âèêòîðîâè÷ ×åðíàâñêèé âåñíîé 1972 è 1973 ãîäîâ äëÿ ñâîèõ
àñïèðàíòîâ è àñïèðàíòîâ Ìèõàèëà Ìèõàéëîâè÷à. Ýòè øêîëû
ïðîõîäèëè íà äà÷àõ Ô. À. Áîãîìîëîâà è Ì. À. Øòàíüêî (òî÷íåå,
íà äà÷àõ íàçâàííûõ âïîñëåäñòâèè èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ).
Ó Àíäðåÿ è àâòîðà ýòèõ ñòðîê ïóáëèêàöèé ïî èõ òåìàì

ïî èòîãàì ïåðâîãî ãîäà àñïèðàíòóðû íå ïîÿâèëîñü. Âåñíîé-
îñåíüþ 1973 ãîäà Àëåêñåé Âèêòîðîâè÷ ×åðíàâñêèé íà÷àë ÷èòàòü
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ó÷åáíûé äëÿ àñïèðàíòîâ è äëÿ íåãî ñïåöêóðñ ïî êîìïëåêñ-
íûì ìíîãîîáðàçèÿì â Ñòåêëîâêå (Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò
èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÀÍ ÑÑÑÐ), îïèðàÿñü â îñíîâíîì íà èçâåñò-
íóþ ìîíîãðàôèþ ×æåíü-øåíü-øåíÿ ïî ýòîé òåìàòèêå. Îñíîâíîé
öåëüþ ñïåöêóðñà áûëî ðàçîáðàòüñÿ ñ ïðèìåíåíèÿìè êîìïëåêñ-
íîãî àíàëèçà â òåîðèè ôåéíìàíîâñêèõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå
áûëè èçëîæåíû â ïåðåâåä¼ííûõ êíèãàõ: Ô. Ôàì �Ââåäåíèå â
òîïîëîãè÷åñêîå èññëåäîâàíèå îñîáåííîñòåé Ëàíäàó� è Ð. Õóà,
Â. Òåïëèö �Ãîìîëîãèè è ôåéíìàíîâñêèå èíòåãðàëû�. Â ïðîöåññå
÷òåíèÿ ñïåöêóðñà îí ïîçíàêîìèëñÿ ñ Âàëåíòèíîé Àëåêñååâ-
íîé Ãîëóáåâîé, êîòîðàÿ óæå íåñêîëüêî ëåò, ïî ðåêîìåíäàöèè
ôèçèêà-òåîðåòèêà Îñòàïà Ñòåïàíîâè÷à Ïàðàñþêà, çàíèìàëàñü
ôåéíìàíîâñêèìè èíòåãðàëàìè, èõ âåòâëåíèåì è óðàâíåíèÿìè,
êîòîðûì îíè óäîâëåòâîðÿþò. Ãäå-òî â íà÷àëå 1974 ãîäà, ïîñëå
òîãî êàê Àëåêñåþ Âèêòîðîâè÷ó ïðèøëîñü óéòè èç èíñòèòó-
òà Ñòåêëîâà èç-çà ïîäïèñè â çàùèòó À. Ñ. Åñåíèíà-Âîëüïèíà,
îí ïðåäëîæèë ñîçäàòü íåáîëüøîé ñåìèíàð ïî êîìïëåêñíîé òå-
ìàòèêå, ñâÿçàííîé ñ òîïîëîãèåé êîìïëåêñíûõ ðàññëîåíèé íà
êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ýòîò ñåìèíàð ñ ÷èñëîì ó÷àñòíèêîâ
íå áîëåå 6-7 ÷åëîâåê íà÷àë ðàáîòàòü íà êâàðòèðå Â. À. Ãîëóáåâîé
è ðàáîòàë åæåíåäåëüíî ïðèìåðíî â òå÷åíèå ïîëóòîðà ëåò. Â
òî âðåìÿ Â. À. Ãîëóáåâà, îïÿòü ñ ïîäñêàçêè Î. Ñ. Ïàðàñþêà,
áûëà óâëå÷åíà âåòâëåíèåì ôåéíìàíîâñêèõ èíòåãðàëîâ è ðåøå-
íèé óðàâíåíèé, êîòîðûì îíè óäîâëåòâîðÿþò. Ïàðàñþê òàêæå
îáðàòèë âíèìàíèå Ãîëóáåâîé íà ïðîáëåìó Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà,
êîòîðàÿ, åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò â êîíòåêñòå âåòâëåíèÿ èíòå-
ãðàëîâ è ðåøåíèé àíàëèòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè.
Ïðîáëåìà Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà, à èìåííî, âû÷èñëåíèå âåòâëåíèÿ
ðåøåíèé �õîðîøèõ�, êàê ïðàâèëî ëèíåéíûõ, óðàâíåíèé, è îá-
ðàòíàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé ñ çàäàííûì âåòâëåíèåì
ðåøåíèé àêòèâíî èññëåäîâàëàñü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è íà
ñôåðå Ðèìàíà äëÿ ëèíåéíûõ àíàëèòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì,
íà÷èíàÿ ñ ðàáîò ñàìîãî Ðèìàíà ñåðåäèíû äåâÿòíàäöàòîãî âåêà
è ê íà÷àëó äâàäöàòîãî âåêà ñ÷èòàëàñü îêîí÷àòåëüíî ðåø¼ííîé
Èîñèôîì Ïëåìåëåì â 1908 ãîäó. Åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå êëàñ-
ñè÷åñêîé ïðîáëåìû Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà åñòü ïåðåõîä îò ñôåðû
Ðèìàíà ê ëèíåéíûì àíàëèòè÷åñêèì ñèñòåìàì íà êîìïëåêñíûõ
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ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è äðóãèõ ìíîãîìåðíûõ êîìïëåêñ-
íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Âûøå íàçâàííûå êíèãè âûøëè â êîíöå
øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ ïðåäûäóùåãî âåêà è â òî æå âðåìÿ, â 1969
ãîäó, â øïðèíãåðîâñêîé ñåðèè Lecture Notes �163 ïîÿâèëàñü
ìîíîãðàôèÿ Äåëèíÿ, ãäå ëèíåéíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé òðàêòîâàëèñü êàê ñâÿçíîñòè â ãîëîìîðôíûõ
ðàññëîåíèÿõ, è ñàìûå áëèçêèå ê êëàññè÷åñêîìó îäíîìåðíîìó ñëó-
÷àþ � ñâÿçíîñòè ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè. Èñïîäâîëü
áûëî ðåøåíî, ÷òî áóäåì çàíèìàòüñÿ ìíîãîìåðíîé ïðîáëåìîé
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà: è ëèòåðàòóðà åñòü, è ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ áûëî åùå íåìíîãî. Àíäðåé ñ ýíòóçèàçìîì ïðèíÿë íîâîå
íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé ïî ìíîãîìåðíîé ïðîáëåìå Ðèìàíà�
Ãèëüáåðòà. Â ðàìêàõ íåáîëüøîãî ñåìèíàðà îí äåëàë ìíîãî
äîêëàäîâ ó÷åáíî-ðåôåðàòèâíîãî õàðàêòåðà ïî îäíîìåðíîé ïðî-
áëåìå Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà íà ñôåðå Ðèìàíà è íà ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòÿõ ïî ðàáîòàì Àòüè, Ëåâåëÿ, Íàñòîëüäà, Ð¼ðëÿ è
ïî ìíîãîìåðíîé ïðîáëåìå Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ïî ðàáîòàì Æå-
ðàðà è Äåëèíÿ è äðóãèõ àâòîðîâ. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû Àíäðåÿ
áûëè ïîëó÷åíû ïî ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàò-
ðèö ðåøåíèé èíòåãðèðóåìûõ ðåãóëÿðíûõ è ôóêñîâûõ ñèñòåì
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ñ îñîáåííîñòÿìè íà äèâèçîðàõ ñ íîð-
ìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè. Îíè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1-5] �
ýòî ïî ôàêòè÷åñêè ïîëíîìó ñïèñêó ðàáîò Àíäðåÿ Àíäðååâè-
÷à, ñîäåðæàùåìóñÿ â ïðèëîæåíèè ê åãî êíèãå [2] è â ñòàòüå
[3], êîòîðàÿ òàêæå ñîäåðæèòñÿ â [2], ïî ñïèñêó ðàáîò ê äàí-
íîé ñòàòüå. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ Àíäðåé ïðàâèëüíî îáîáùèë
îïðåäåëåíèå Ëåâåëÿ íîðìèðîâàíèé äëÿ ðåøåíèé ðåãóëÿðíûõ è
ôóêñîâûõ ñèñòåì íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ è òåì ñàìûì
ïðàâèëüíî ñôîðìóëèðîâàë êðèòåðèé ôóêñîâîñòè ðåãóëÿðíûõ ñè-
ñòåì. Ïåðâîíà÷àëüíîå îáîáùåíèå íîðìèðîâàíèé Ð. Æåðàðà áûëî
íåòî÷íûì. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîñëóæèëè îñíîâîé êàíäèäàòñêîé
äèññåðòàöèè, çàùèù¼ííîé íà ìåõìàòå ÌÃÓ â èþíå 1977 ãîäà,
ôàêòè÷åñêè â ñðîê ïî îêîí÷àíèþ àñïèðàíòóðû.
Åãî ïðèíÿëè íà ðàáîòó íà êàôåäðó ìàòåìàòèêè â ÌÔÒÈ,

ãäå îí ìíîãî ñèë óäåëÿë ðàáîòå ñî ñòóäåíòàìè è øêîëüíèêàìè,
ñîçäàâàÿ äëÿ íèõ ðàçëè÷íûå ïîñîáèÿ, óêàçàííûå â ñïèñêå åãî
ðàáîò ïîä íîìåðàìè [87-100, 103], à òàêæå îí áûë âîâëå÷¼í êîë-
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ëåãàìè ïî êàôåäðå â ðàáîòó ïî ïðèêëàäíîé òåìàòèêå è ðàáîòó ïî
õîçäîãîâîðàì. Ýòà äåÿòåëüíîñòü îòðàæåíà â ñïèñêå ïóáëèêàöèé
ïîä íîìåðàìè [8-10, 12-15, 17, 18, 86].

Êîíòðïðèìåð Áîëèáðóõà

Ïîñëå çàùèòû êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè ïî ëîêàëüíîé òåîðèè
ðåãóëÿðíûõ è ôóêñîâûõ ñèñòåì äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ è åãî âîâëå÷¼ííîñòè â ïðèêëàäíûå èññëåäîâàíèÿ Àíäðåé
íå îñòàâèë òåìàòèêó, ãäå îí ïîëó÷èë ïåðâûå ñâîè îïóáëèêîâàí-
íûå ðåçóëüòàòû. Îí ïðîäîëæàë, âðåìÿ îò âðåìåíè, ïóáëèêîâàòü
ñâîè ðàáîòû ïî ïðåæíåé òåìàòèêå. Èñïîëüçóÿ ñâîé êðèòåðèé
ôóêñîâîñòè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì íà ìíîãîìåðíûõ êîìïëåêñ-
íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ïîñòðîèë ïðèìåð íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëå-
ìû Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà íà äâóìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå. Íàïîìíèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà Ðèìàíà�
Ãèëüáåðòà ê íà÷àëó XX âåêà, êîòîðóþ ðåøàë Ïëåìåëü, çàêëþ-
÷àëàñü â ðåàëèçàöèè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû
äîïîëíåíèÿ ê çàäàííîìó äèâèçîðó íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðà-
çèè êàê ïðåäñòàâëåíèÿ ìîíîäðîìèè ôóêñîâîé ëèíåéíîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èëè, íà ÿçûêå Äåëèíÿ ãîëîìîð-
íûõ ðàññëîåíèé è ìåðîìîðôíûõ ñâÿçíîñòåé â íèõ, ïðîáëåìà
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñîñòîÿëà â ðåàëèçàöèè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé ãðóïïû äîïîëíåíèÿ ê çàäàííîìó äèâèçîðó êàê
ïðåäñòàâëåíèÿ ìîíîäðîìèè ëîãàðèôìè÷åñêîé ñâÿçíîñòè â òðèâè-
àëüíîì ðàññëîåíèè ñ îñîáåííîñòÿìè ôîðìû ñâÿçíîñòè â òî÷íîñòè
íà çàäàííîì äèâèçîðå. Ýòîò êîíòðïðèìåð ê ìíîãîìåðíîé ïðîáëå-
ìå Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà â ðàáîòå ïîä íîìåðîì [11], èç ñïèñêà ðàáîò
Àíäðåÿ.
Ê ñåðåäèíå âîñüìèäåñÿòûõ ãîäîâ Àíäðåé ðåøèë âåðíóòüñÿ

â òåîðåòè÷åñêóþ ìàòåìàòèêó è ÷èòàòü èëè äîâîäèòü ñòàòüè
äî ïîëíîãî èõ ïîíèìàíèÿ, ïî êðàéíåé ìåðå èì ñàìèì. Òîãäà
áûë áîãàòûé âûáîð ñòàòåé, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàëèñü àíà-
ëèòè÷åñêèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ñâÿçè ñ
ðàáîòàìè ïî òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, óïîìÿíåì ëèøü óðàâíåíèÿ
Êíèæíèêà�Çàìîëîä÷èêîâà, ïîÿâèâøèåñÿ â 1984 ãîäó, è ïîñëåäó-
þùåå ðàçâèòèå èõ òåîðèè. Ê òîìó æå âðåìåíè áûëà îáíàðóæåíà
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â áèáëèîòåêå ìåõìàòà è áûëà ïðî÷èòàíà êíèãà Èîñèôà Ïëåìåëÿ
�Problems in the sense of Riemann and Klein�, âûøåäøàÿ â 1964
ãîäó, â êîòîðîé, â îñíîâíîì, àâòîð ìåòîäàìè òåîðèè ãðàíè÷íûõ
çàäà÷ â òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îäíîãî êîìïëåêñíî-
ãî ïåðåìåííîãî è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ðåøàë ïðîáëåìó
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà íà ñôåðå Ðèìàíà, è ýòî áûëî áîëåå äåòàëüíîå
èçëîæåíèå åãî ñòàòüè 1908 ãîäà, â êîòîðîé ðåøàëàñü íàçâàííàÿ
èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà. Á�îëüøàÿ ÷àñòü äåòàëüíîãî èçëîæåíèÿ íå
âûçûâàëà íèêàêèõ âîïðîñîâ, îäíàêî, â çàêëþ÷èòåëüíîì 85 ïóíê-
òå ðåøåíèÿ çàäà÷è, â êîòîðîì íàéäåííàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ôóíêöèé äîâîäèòñÿ äî ïðèìèòèâíîé ñèñòåìû ôóíêöèé (íàçâàíèÿ
èç êíèãè), êîòîðàÿ è ðåøàåò çàäà÷ó, èçëîæåíèå âäðóã ñòàíîâèò-
ñÿ ñæàòûì è çàíèìàåò îêîëî ïîëîâèíû ñòðàíèöû. Íåêîòîðûå
äåòàëè òðóäíî áûëî óÿñíèòü íà îñíîâå òåêñòà êíèãè. Áîëåå òî-
ãî, â 1979 ãîäó ïîÿâèëàñü ðàáîòà W. Dekkers �The matrix of a
connection having regular singularites on a vector bundle of rank 2
on P(C)�, â êîòîðîé àíàëèòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ è ñèñòåìû èçëàãàëèñü, ïîâòîðèì åùå ðàç, ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïîíÿòèé ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé è ìåðîìîðôíûõ
ñâÿçíîñòåé â íèõ, êàê â êíèãå Äåëèíÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ êëàññè-
÷åñêîé ïðîáëåìû Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà òðåáîâàëîñü äîêàçàòü, äëÿ
çàäàííîãî íàáîðà ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà ñôåðå Ðèìàíà è çàäàííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû äîïîëíåíèÿ ê ýòîìó
íàáîðó òî÷åê, ñóùåñòâîâàíèå ìåðîìîðôíîé ñâÿçíîñòè ñ ëîãàðèô-
ìè÷åñêèìè ïîëþñàìè â çàäàííîì íàáîðå òî÷åê â òðèâèàëüíîì
ðàññëîåíèè, ïðåäñòàâëåíèå ìîíîäðîìèè â ïðîñòðàíñòâå ãîðè-
çîíòàëüíûõ ñå÷åíèé êîòîðîé (òî åñòü, â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé
ñèñòåìû, ïîëó÷àåìîé èç ñâÿçíîñòè ïðè íåêîòîðîé ãîëîìîðôíîé
òðèâèàëèçàöèè ðàññëîåíèÿ) ýêâèâàëåíòíî çàäàííîìó ïðåäñòàâ-
ëåíèþ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû. Îäíàêî, Äåêêåðñ, èç ñâîèõ
ðåçóëüòàòîâ, èñïîëüçóþùèõ íîâûå ïîíÿòèÿ è íîâóþ òåõíèêó,
ñìîã ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû, èç êîòîðûõ ñëåäîâàëî ðåøåíèå êëàñ-
ñè÷åñêîé ïðîáëåìû Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà òîëüêî äëÿ äâóìåðíûõ
ïðåäñòàâëåíèé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû, òî åñòü îí íå ñìîã âîñ-
ïðîèçâåñòè ðåçóëüòàò Ïëåìåëÿ. Â ñâîåì äîêàçàòåëüñòâå Äåêêåðñ
èñïîëüçîâàë ìåðîìîðôíóþ òðèâèàëèçàöèþ ðàññëîåíèé íà ñôåðå
Ðèìàíà, à çàòåì òàê íàçûâàåìûìè êàëèáðîâî÷íûìè ïðåîáðà-

10



çîâàíèÿìè ïðèâîäèë ôîðìó ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ê òðåáóåìîìó
ëîãàðèôìè÷åñêîìó âèäó, òî åñòü ê ôîðìå ñ ïðîñòûìè ïîëþñà-
ìè. Àíäðåé çàèíòåðåñîâàëñÿ ðàáîòîé, òàê êàê îí èìåë áîãàòûé
îïûò êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, íî
ðàáîòàë îí íå ñ ôîðìîé ñâÿçíîñòè, à ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðè-
öåé ðåøåíèé ñèñòåìû. Îí ïîïûòàëñÿ ðàñïðîñòðàíèòü ðåçóëüòàò
Äåêêåðñà, ðàáîòàÿ ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé, íà òð¼õìåðíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû. Ïîñëå ìíîãèõ ïîïû-
òîê âûïîëíèòü òðåáóåìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îñòàâàëàñü, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåíóëåâîé íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îò èñõîäíûõ
äàííûõ, êîòîðàÿ ìåøàëà ïðèâåñòè ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó
ðåøåíèé ê íóæíîìó âèäó. Âåëè÷èíó, êîòîðàÿ ìåøàëà, Àíäðåé
íàçâàë âåñîì ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû è ïî-
ñòðîèë ïðèìåð òð¼õìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïû, äëÿ êîòîðîãî âåñ íå ðàâåí íóëþ è íå ñóùåñòâóåò êà-
ëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå åãî îáíóëÿåò. Ýòî áûëà
ñåíñàöèÿ! Èòàê, êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà íå
âñåãäà ðàçðåøèìà, ýòî áûëî îáíàðóæåíî Àíäðååì Áîëèáðóõîì
â 1988 ãîäó. Àíäðåé îáðàòèëñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ê ñâîåìó äàâ-
íåìó íàñòàâíèêó Àëåêñåþ Âèêòîðîâè÷ó ×åðíàâñêîìó ñ ïðîñüáîé
ïðîâåðêè ðàññóæäåíèé â ðàáîòå, à çàòåì ê èçâåñòíîìó ñïåöèà-
ëèñòó ïî îòûñêàíèþ íåòî÷íîñòåé è íåïîëíîòû ìàòåìàòè÷åñêèõ
ðàññóæäåíèé, àêàäåìèêó Äìèòðèþ Âèêòîðîâè÷ó Àíîñîâó, ê òîìó
æå îñåíüþ 1988 ãîäà áûë îðãàíèçîâàí ñåìèíàð íà ìåõìàòå ïîä
ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Áîðèñà Äóáðîâèíà (îäíîêóðñíèêà Àíäðåÿ),
îäíîé èç îñíîâíûõ öåëåé êîòîðîãî áûëà ïðîâåðêà ðåçóëüòàòà
Àíäðåÿ Áîëèáðóõà. Ïîñëå îáñòîÿòåëüíûõ ïðîâåðîê â êîíöå 1989
ãîäà êîíòðïðèìåð Áîëèáðóõà áûë îïóáëèêîâàí â æóðíàëå �Ìà-
òåìàòè÷åñêèå çàìåòêè� [1] ([25] � ïî ïîëíîìó ñïèñêó).
Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðà ïîÿâèëàñü íîâàÿ çàäà÷à îá

óñëîâèÿõ ïîëîæèòåëüíîé ðàçðåøèìîñòè êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà. Ïåðåä òåì êàê îáðàòèòüñÿ ê íîâûì çàäà-
÷àì, Àíäðåé íàïèñàë îáçîð ïî èñòîðèè êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñ ïîäðîáíûì èçëîæåíèåì ñâîåãî êîíòðïðèìå-
ðà, îïóáëèêîâàííûé â æóðíàëå �Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê�,
1990, òîì 46, �2, ñòð. 3�47. Îñåíüþ 1991 ãîäà çàùèòèë äîê-
òîðñêóþ äèññåðòàöèþ, à çàòåì áûë áûñòðûé àêàäåìè÷åñêèé è
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àäìèíèñòðàòèâíûé ðîñò, ïîäðîáíî îïèñàííûé â ìåìîðèàëüíîé
ñòàòüå [3] è â ïðèëîæåíèè ê êíèãå [2].

Ïîëîæèòåëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà

Åù¼ äî çàùèòû äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Àíäðåé Àíäðååâè÷
íàø¼ë ñëó÷àè ðàçðåøèìîñòè êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû Ðèìàíà�
Ãèëüáåðòà, ñâÿçàííûå ñ ÷èñëîì îñîáûõ òî÷åê è ðàçìåðîì ñèñòå-
ìû [28]. Ïîñëå çàùèòû äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè îí íàø¼ë ñó-
ùåñòâåííîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà,
ñîñòîÿùåå â óñëîâèè íåïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ãðóïïû äîïîëíåíèÿ ê îñîáûì òî÷êàì íà ñôåðå Ðèìàíà
[32]. Àíäðåé Àíäðååâè÷ è åãî ðîññèéñêèå è ôðàíöóçñêèå ó÷åíèêè
(Áóòóçîâ Ì. À., Âüþãèí È. Â., Ãîíöîâ Ð. Ð., Ïîáåðåæíûé Â. À.,
Äæ. Âàíäàìì, Ñ. Ìàëåê) àêòèâíî èçó÷àëè óñëîâèÿ ðàçðåøè-
ìîñòè ïðîáëåìû Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà, è ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçíûõ
ñòðóêòóð ïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèé [30, 33, 35], è ñ òî÷êè
çðåíèÿ âûïîëíåíèÿ ôóêñîâûõ ñîîòíîøåíèé íà ñèñòåìû.

Áèðêãîôîâà ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà è èçîìîíîäðîìíûå äå-
ôîðìàöèè

Â Óëüìå, ñëóøàÿ äîêëàä î ïðèâåäåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ñèñòåì
ê áèðêãîôîâîé ñòàíäàðòíîé ôîðìå íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì Â. Áàëüçåðà, Àíäðåé Àíäðååâè÷ ñ óäèâëåíèåì ïîíÿë,
÷òî ìåòîäû, êîòîðûå îí èñïîëüçîâàë ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà, ãîäíû è äëÿ çàäà÷è î áèðêãîôîâîé ñòàíäàðò-
íîé ôîðìå. Ñ ýòèì ñâÿçàíà áîëüøàÿ ñåðèÿ åãî ðàáîò, êîòîðàÿ
óãëóáèëà è ðàñøèðèëà ýòó òåìàòèêó [37, 40, 42, 43, 49, 54, 62, 63,
77, 79].
Åñòåñòâåííî, ïðîáëåìà Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñîïðèêàñàåòñÿ ñ

òåîðèåé èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé ôóêñîâûõ ñèñòåì íà ñôå-
ðå Ðèìàíà, êîòîðîé ïîñâÿùåíû ðàáîòû Àíäðåÿ Àíäðååâè÷à [34,
47, 55-59, 71, 73, 74]. Ðåäóêöèè óðàâíåíèé èçîìîíîäðîìíîé äå-
ôîðìàöèè (íàïðèìåð, óðàâíåíèå Øëåçèíãåðà), êîòîðûå èçó÷àë
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Àíäðåé Àíäðååâè÷, òåñíåéøèì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ óðàâíåíèÿìè
ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Èìååòñÿ íåôîðìàëüíûé òå-
çèñ, ÷òî ëþáîå óðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ìîæíî ïîëó÷èòü
ðåäóêöèåé íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ èçîìîíîäðîìíîé äåôîðìàöèè.
Àíäðåé Àíäðååâè÷ ìíîãî ñèë ïîòðàòèë íà èçó÷åíèå ïîäâèæíûõ
ïîëþñîâ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øëåçèíãåðà è èõ ïîðÿäêîâ.

Ïîæåëàíèå ó÷àñòíèêàì êîíôåðåíöèè

Æåëàþ, ÷òîáû êàæäûé ó÷àñòíèê êîíôåðåíöèè ïîñëå îáùåíèÿ
íà íåé ñ äðóãèìè ó÷àñòíèêàìè íàø¼ë ñâîé ïðèìåð èëè êîíòð-
ïðèìåð, êîòîðûé ïîñëóæèò åìó òðàìïëèíîì â íàóêå è æèçíè.
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Àííîòàöèÿ

Äîáàâëåíèå ÷ëåíîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé ê ýëåìåíòàì íåâûðîæäåííîé ïîëèíî-

ìèàëüíîé ìàòðèöû ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû.

Ðàíåå áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïðîâåðêè äëÿ çàäàííîé ïîëèíîìèàëüíîé

ìàòðèöû îñóùåñòâèìîñòè òàêîé ïîòåðè. Â ïðåäëàãàåìîé íîâîé ðåäàêöèè ýòîò

àëãîðèòì, óñòàíîâèâ âîçìîæíîñòü ïîòåðè íåâûðîæäåííîñòè, ÿâíî óêàçûâàåò

ïðîäîëæåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ ê íèì íîâûõ ÷ëåíîâ

(ïðè ýòîì ýëåìåíòû-ïîëèíîìû ìîãóò ïðåâðàùàòüñÿ â ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå

ðÿäû), êîòîðûå ïðèâîäÿò ê âûðîæäåííîé ìàòðèöå.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö (ò.å. ìàò-
ðèö, îñòàþùèõñÿ íåâûðîæäåííûìè ïðè ëþáîì ïðîäîëæåíèè
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû äîáàâëåíèåì ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêèõ ñòåïå-
íåé, ÷òî ìîæåò ïðåâðàùàòü ïîëèíîìû â ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå
ðÿäû) ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé àëãîðèòìè÷åñêîé çàäà÷åé: â [1, 2]
ïðåäëîæåí àëãîðèòì, ïðèìåíèìûé ê ëþáîé ìàòðèöå óêàçàííîãî
âèäà è äàþùèé îòâåò �äà�, åñëè ìàòðèöà ñòðîãî íåâûðîæäåíà, è
�íåò� � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îòâåòà �íåò�
ïðåäñòàâëÿë áû èíòåðåñ êîíòðïðèìåð, ïîäòâåðæäàþùèé, ÷òî èñ-
õîäíàÿ ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííîé, ò.å. ïðèìåð
ïðîäîëæåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ïðèâîäÿùåãî ê âûðîæäåííîé
ìàòðèöå. Òàêîå ïðîäîëæåíèå ìîãëî áû áûòü èñïîëüçîâàíî â
êàêèõ-òî ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèÿõ.
Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ çàäàííîé

íåâûðîæäåííîé ïîëèíîìèàëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû, íå ÿâëÿ-
þùåéñÿ ïðè ýòîì ñòðîãî íåâûðîæäåííîé, ïîñòðîèòü ïðîäîëæå-
íèå, äàþùåå âûðîæäåííóþ ìàòðèöó. Ýòî ïðîäîëæåíèå çàäàåòñÿ
â íåêîòîðîì îáîçðèìîì âèäå, äàæå åñëè ÷èñëî äîáàâëÿåìûõ
÷ëåíîâ áåñêîíå÷íî.
Íàïîìíèì, ÷òî êîëüöî ïîëèíîìîâ îò x íàä ïîëåì K îáîçíà÷à-

åòñÿ ÷åðåç K[x], êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ � ÷åðåç
K[[x]].
Â [3] ïðåäëîæåí àëãîðèòì, ïðèìåíèìûé ê ïðîèçâîëüíîé íåâû-

ðîæäåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöå P = (pij), â êîòîðîé âñå ýëåìåí-
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òû pij ñóòü ïîëèíîìû îò x íàä ïîëåì K; àëãîðèòì ïîçâîëÿåò
ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî P ñòðîãî íåâûðîæäåíà, ò.å. ìàòðèöà
P +Q íåâûðîæäåíà ïðè ëþáîé ìàòðèöå Q ñ ýëåìåíòàìè èç êîëü-
öà K[[x]] ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, èìåþùåé, âî-ïåðâûõ,
òàêîé æå ðàçìåð, êàê P , è, âî-âòîðûõ, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì
valQ ⩾ 1 + degP. Êàê îáû÷íî, âàëþàöèåé val f (x) ñòåïåííîãî
ðÿäà èëè ïîëèíîìà íàçûâàåòñÿ ìëàäøàÿ ñòåïåíü x, èìåþùàÿ â
f (x) íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò; ïî îïðåäåëåíèþ val 0 =∞. Âàëþà-
öèåé ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ñòåïåííûõ ðÿäîâ èëè ïîëèíîìîâ,
íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ èç âàëþàöèé âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîé ìàò-
ðèöû. Ñòåïåíüþ ñîñòàâëåííîé èç ïîëèíîìîâ ìàòðèöû ñ÷èòàåòñÿ
íàèáîëüøàÿ èç âñåõ ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ, ïðè ýòîì deg 0 = −∞.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëèíîì p(x) ∈ K[x] ÿâëÿåòñÿ óñå÷åíèåì

ðÿäà f (x) ∈ K[[x]], åñëè p(x) ïîëó÷àåòñÿ èç f (x) îòáðàñûâàíèåì
âñåõ ÷ëåíîâ ñòåïåíè áîëüøåé, ÷åì íåêîòîðîå öåëîå d ⩾ −1, íàçû-
âàåìîå ñòåïåíüþ óñå÷åíèÿ. Óñå÷åíèå p(x) ìîæåò áûòü íàçâàíî â
ýòîì ñëó÷àå d-óñå÷åíèåì ðÿäà f (x). Ðÿä f (x) íàçûâàåòñÿ ïðîäîë-
æåíèåì ïîëèíîìà p(x). Ðàâåíñòâî d = −1 îçíà÷àåò, ÷òî p(x) = 0
è ìû íå èìååì íèêàêîé èíôîðìàöèè îá f (x), êðîìå åãî ïðè-
íàäëåæíîñòè K[[x]]. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà P åñòü óñå÷åíèå
ìàòðèöû M c ýëåìåíòàìè â K[[x]], åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìàò-
ðèöû P ñëóæèò óñå÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà ìàòðèöû
M , êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå åñòü ïðîäîëæåíèå ìàòðèöû P .
Ïðè çàäàííîì d-óñå÷åíèè p(x) ðÿäà f (x) âûïîëíåíî f (x) =

p(x) + g(x), ãäå g(x) ∈ K[[x]] � íåêîòîðûé ðÿä, äëÿ êîòîðîãî
val g(x) ≥ d + 1. Âàëþàöèåé óñå÷åíèÿ òàêîãî âèäà íàçûâàåì
âàëþàöèþ ïîëèíîìà p(x).
Â äàëüíåéøåì ìû ðàññìàòðèâàåì çàäàííóþ ïîëèíîìèàëüíóþ

ìàòðèöó P êàê óñå÷åíèå íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé íàì ìàòðèöû

M = (mij), mij ∈ K[[x]].

Â [3] ðàçáèðàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà âñå ýëåìåíòû P ñóòü óñå-
÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû M , ïðè ýòîì ñòåïåíü óñå÷åíèÿ d
îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû è ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ
ìàòðèöû P . Ñòðîãàÿ íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû P ãàðàíòèðóåò
äëÿ ìàòðèöû M åå íåâûðîæäåííîñòü. Â [3, ïðåäë. 1] äîêàçàí
êðèòåðèé, ò.å. íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ñòðîãîé íåâû-
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ðîæäåííîñòè ïîëèíîìèàëüíîé ìàòðèöû P :

d + valP ∗ ⩾ val detP, (1)

ãäå P ∗ = (p∗ij) � ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû P . Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì
ýëåìåíòà pij íàçûâàåòñÿ p∗ij = (−1)i+jP̄ij, ãäå P̄ij � ìèíîð ýëå-
ìåíòà pij ([4, � 5]).
Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî äëÿ çàäàííîé ïîëèíîìèàëüíîé íåâû-

ðîæäåííîé ìàòðèöû P = (pij) çàôèêñèðîâàíû òàêèå öåëûå ÷èñ-
ëà dij ⩾ −1, ÷òî

deg pij ⩽ dij, i, j = 1, . . . , n. (2)

Åñëè âñå dij ðàâíû ìåæäó ñîáîé (dij = d), òî óñå÷åíèå áóäåò
íàçûâàòüñÿ ïëîñêèì. Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåé ïî-
ëèíîìèàëüíîé ìàòðèöû P ìîæåò áûòü ìåíüøå d.
Íèæå ìû èñõîäèì èç îïðåäåëåíèÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííîãî

óñå÷åíèÿ, áåç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî îíî ïëîñêîå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü P = (pij), pij ∈ K[x], � íåâûðîæ-
äåííàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ n× n-ìàòðèöà è öåëûå ÷èñëà dij ⩾ −1,
i, j = 1, . . . , n òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíî (2). Áóäåì íàçûâàòü çàäàí-
íîå òàêèì îáðàçîì óñå÷åíèå ñòðîãî íåâûðîæäåííûì, åñëè äëÿ
ëþáîé n×n-ìàòðèöû Q = (qij), ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò
K[[x]], val qij ⩾ dij + 1, ìàòðèöà P + Q íåâûðîæäåíà.

Äëÿ ïëîñêîãî óñå÷åíèÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ êðè-
òåðèåì åå ñòðîãîé íåâûðîæäåííîñòè è â òîì ñëó÷àå, åñëè d >
degP .

2. Ïåðåõîä ê ïëîñêîìó óñå÷åíèþ

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü èìååò ìåñòî (2) è d = max dij. Äëÿ çà-
äàííîãî óñå÷åíèÿ åãî K-çàâåðøåíèåì íàçîâåì ïîëèíîìèàëüíóþ
ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ äîáàâëåíèåì ê êàæäîìó pij ïðè dij < d
êàêèõ-ëèáî ÷ëåíîâ ñòåïåíåé dij + 1, . . . , d ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç K. Ôîðìàëüíûì çàâåðøåíèåì íàçîâåì òàêîå çàâåðøåíèå,
â êîòîðîì âñå äîáàâëÿåìûå ÷ëåíû èìåþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
íåîïðåäåëåííûå (ñèìâîëüíûå) êîýôôèöèåíòû.
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Èç îïðåäåëåíèÿ 2 âèäíî, ÷òî K-çàâåðøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðî-
äîëæåíèåì çàäàííîãî óñå÷åíèÿ è ïðîäîëæåíèå K-çàâåðøåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì òàêæå è èñõîäíîãî óñå÷åíèÿ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî óñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûì, åñëè è
òîëüêî åñëè êàæäîå åãî K-çàâåðøåíèå, ðàññìàòðèâàåìîå êàê
ïëîñêîå d-óñå÷åíèå, � ñòðîãî íåâûðîæäåíî. Åñëè êàêîå-ëèáî
K-çàâåðøåíèå P ′ = (p′ij) âûðîæäåíî èëè íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
íåâûðîæäåííûì, òî èñõîäíîå óñå÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâû-
ðîæäåííûì.
Çàäà÷à â òîì, ÷òîáû äëÿ çàäàííîãî óñå÷åíèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ

ñòðîãî íåâûðîæäåííûì, ïîñòðîèòü âûðîæäåííîå ïðîäîëæåíèå
M . Òàêóþ ìàòðèöó M ìû áóäåì íàçûâàòü êîíòðïðèìåðîì
ê ãèïîòåçå î ñòðîãîé íåâûðîæäåííîñòè óñå÷åíèÿ, èëè êî-
ðîòêî � êîíòðïðèìåðîì. Ïîñòðîåíèå êîíòðïðèìåðà ñâîäèòñÿ
ê ïîñòðîåíèþ K-çàâåðøåíèÿ P ′, êîòîðîå ëèáî âûðîæäåíî (è
òîãäà M = P ′), ëèáî íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûì. Âî
âòîðîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð M äëÿ P ′,
òîãäà M áóäåò òàêæå êîíòðïðèìåðîì è äëÿ èñõîäíîãî óñå÷åíèÿ.
Â [3], â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1 îïèñàíî (ñ òî÷íîñòüþ

äî çàìåíû îáîçíà÷åíèÿ P íà P ′), êàê ïîñòðîèòü âûðîæäåííîå
ïðîäîëæåíèå M äëÿ íå ÿâëÿþùåéñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííîé ïî-
ëèíîìèàëüíîé ìàòðèöû P ′. Ïóñòü degP ′ ⩽ d, val detP ′ = ν
è P ′∗ = (p′∗ij) � ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé äëÿ P ′.
Èç òîãî, ÷òî P ′ íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé,
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåå íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1), ò.å. ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò p′∗i0j0 òàêîé, ÷òî d + val p′∗i0j0 < ν. Òîãäà n × n-ìàòðèöà
M = (mij), ãäå

mij =

 p′ij −
detP ′

p′∗i0j0
, åñëè i = i0, j = j0,

p′ij, èíà÷å,
(3)

ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì äëÿ P ′ (îáîñíîâàíèå ñì. â [3, ðàçä. 3], â

÷àñòíîñòè, îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ
detP ′

p′∗i0j0
ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä, íå ñîäåðæàùèé ñòåïåíåé x ñ ïîêàçàòåëÿìè
ìåíüøèìè, ÷åì deg p′ij).
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3. Ñâîéñòâà ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ

Äëÿ íåâûðîæäåííîé ïîëèíîìèàëüíîé n× n-ìàòðèöû P = (pij) è
öåëûõ ÷èñåë dij ⩾ −1, i, j = 1, . . . , n, òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî (2),
ïîñòðîèì ôîðìàëüíîå çàâåðøåíèå P̃ = (p̃ij). ×àñòü ýëåìåíòîâ
P̃ áóäåò çàâèñåòü îò íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå
ìû äàëüøå áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T
ìíîæåñòâî âñåõ ïàðàìåòðîâ èç P̃ .
Îïðåäåëèòåëü ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ det P̃ ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëèíîìîì îò x. Åãî ñòåïåíü íå ïðåâûøàåò d n, êîýôôèöèåíòû
çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ èç ìíîæåñòâà T :

det P̃ = rν(T )xν + rν+1(T )xν+1 + · · · + +rdn(T )xdn, (4)

ãäå rν(T ) ̸= 0, 0 ⩽ ν ⩽ d n. ×èñëî ν áóäåì íàçûâàòü âàëþàöèåé
det P̃ , ñâîáîäíîé îò ïàðàìåòðîâ, åñëè rν(T ) � êîíñòàíòà. Åñëè æå
ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ èç K ïàðàìåòðîâ T ìëàäøèé êîýôôè-
öèåíò rν(T ) îáðàùàåòñÿ â íîëü, ν áóäåì íàçûâàòü T -âàëþàöèåé.
Êîýôôèöèåíòû îïðåäåëèòåëÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè íàäK îò

ïàðàìåòðîâ èç T , ïðè÷åì ñòåïåíü âõîæäåíèÿ êàæäîãî t ∈ T
íå ïðåâîñõîäèò 1. Òàêîãî ðîäà ïîëèíîì, îáîçíà÷èì åãî r(T ),
ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîíñòàíòîé (r(T ) ∈ K), ëèáî ñóììîé êîíñòàíòû è
êîíå÷íîé ñóììû ÷ëåíîâ âèäà a t1 . . . ts, ãäå a ∈ K, t1, . . . , ts ∈ T .
Ïóñòü t ∈ T . Òîãäà r(T ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

r(T ) = α(T ) t + β(T ), (5)

ãäå α(T ) è β(T ) íå çàâèñÿò îò t, íî, âîçìîæíî, çàâèñÿò îò íåêîòî-
ðûõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ èç T è ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè òàêîé æå
ñòðóêòóðû, ÷òî è r(T ).
Ïîêàæåì, êàê èíäóêòèâíî äëÿ íåíóëåâîãî ïîëèíîìà r(T ) ïî-

äîáðàòü íàáîð çíà÷åíèé èç K äëÿ âõîäÿùèõ â íåãî ïàðàìåòðîâ,
ïðè êîòîðûõ r(T ) ïðèíèìàåò íåíóëåâîå çíà÷åíèå âK. Èíäóêöèþ
ïðîâåäåì ïî êîëè÷åñòâó ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â r(T ).
Èòàê, r(T ) çàâèñèò îò t. Åñëè β(T ) = 0, ò.å. r(T ) = α(T ) t,

íàéäåì íàáîð çíà÷åíèé, ïðè êîòîðîì â íîëü íå îáðàùàåòñÿ
ïîëèíîì α(T ), çàâèñÿùèé îò ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ,
÷åì r(T ); äëÿ t ìîæíî âçÿòü ëþáîå íåíóëåâîå çíà÷åíèå èç K,
íàïðèìåð, 1. Åñëè β(T ) � íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà, òî äëÿ t ìîæíî
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âçÿòü çíà÷åíèå 0 è äëÿ ïàðàìåòðîâ èç α(T ) � ëþáûå çíà÷åíèÿ,
íàïðèìåð, òîæå 0. Åñëè β(T ) � íåíóëåâîé ïîëèíîì, íàéäåì
íàáîð çíà÷åíèé, ïðè êîòîðîì â íîëü íå îáðàùàåòñÿ β(T ); äëÿ
t è ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò α(T ), íî íå çàâèñèò β(T ),
áåðåì çíà÷åíèå 0.
Òàêèå íàáîðû çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïîíàäîáèòñÿ â ñëåäóþùåì

ðàçäåëå ïðè ïîñòðîåíèè êîíòðïðèìåðà äëÿ óñå÷åíèÿ ïî åãî ôîð-
ìàëüíîìó çàâåðøåíèþ P̃ .

4. Ïîñòðîåíèå êîíòðïðèìåðà

Ïîñòðîèì äëÿ ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ P̃ ìàòðèöó àëãåáðàè÷å-
ñêèõ äîïîëíåíèé P̃ ∗ = (p̃∗ij). Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò P̃

∗ �
ýòî, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ìèíîð, ò.å. îïðåäåëèòåëü ïîäìàòðèöû
ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-
ìîì îò x c êîýôôèöèåíòàìè âèäà (5). Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ, âàëþàöèÿ íå ìîæåò ñòàòü ìåíüøå, ÷åì µ = val P̃ ∗.
Ò.å. valP ′∗ ⩾ µ äëÿ ëþáîãî K-çàâåðøåíèÿ P ′.
Âàëþàöèÿ ν = val det P̃ òàêæå ìîæåò áûòü ñâîáîäíîé îò ïàðà-

ìåòðîâ èëè íåò, è val detP ′ ⩾ ν äëÿ ëþáîãî K-çàâåðøåíèÿ P ′.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü íåâûðîæäåííàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ
n × n-ìàòðèöà P = (pij), pij ∈ K[x], è öåëûå ÷èñëà dij ⩾ −1,
i, j = 1, . . . , n òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíî (2), çàäàþò óñå÷åíèå ñ
ôîðìàëüíûì çàâåðøåíèåì P̃ = (p̃ij). Ïóñòü, äàëåå, T � ìíîæå-
ñòâî ïàðàìåòðîâ ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ, (4) � îïðåäåëèòåëü
ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ, è P̃ ∗ � ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äî-
ïîëíåíèé äëÿ P̃ , âàëþàöèÿ êîòîðîé ðàâíà µ.
Ïóñòü ν � ñâîáîäíàÿ îò ïàðàìåòðîâ âàëþàöèÿ îïðåäåëèòåëÿ

det P̃ è âûïîëíÿåòñÿ
d + µ ⩾ ν.

Òîãäà çàäàííîå óñå÷åíèå ñòðîãî íåâûðîæäåíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê val det P̃ = ν äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ èç T , ò.å. val detP ′ = ν äëÿ ëþáîãî K-çàâåðøåíèÿ P ′. Òàêæå
äëÿ ëþáîãî K-çàâåðøåíèÿ P ′ âûïîëíÿåòñÿ valP ′∗ ⩾ µ, ãäå P ′∗ �
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ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé äëÿ P ′. Ñëåäîâàòåëüíî,

d + valP ′∗ ⩾ d + µ ⩾ ν = val detP ′.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî K-çàâåðøåíèÿ P ′ âûïîëíÿåòñÿ êðè-
òåðèé (1), ò.å. âñå K-çàâåðøåíèÿ ñòðîãî íåâûðîæäåíû.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü íåâûðîæäåííàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ
n × n-ìàòðèöà P = (pij), pij ∈ K[x], è öåëûå ÷èñëà dij ⩾ −1,
i, j = 1, . . . , n òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî (2), çàäàþò óñå÷åíèå ñ
ôîðìàëüíûì çàâåðøåíèåì P̃ = (p̃ij). Ïóñòü, äàëåå, T � ìíîæå-
ñòâî ïàðàìåòðîâ ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ, (4) � îïðåäåëèòåëü
ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ, è P̃ ∗ � ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äî-
ïîëíåíèé äëÿ P̃ , âàëþàöèÿ êîòîðîé ðàâíà µ. Ïóñòü ïðè ýòîì
âûïîëíåíî

d + µ < ν.

Òîãäà çàäàííîå óñå÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó val P̃ ∗ = µ, òî â ìàòðèöå P̃ ∗ íàé-
äåòñÿ ýëåìåíò p̃∗i0j0, ÿâëÿþùèéñÿ ïîëèíîìîì îò x, â êîòîðîì
ïðèñóòñòâóåò íåíóëåâîå ñëàãàåìîå âèäà r(T )xµ. Ïîêàæåì, ÷òî
ýòî îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå K-çàâåðøåíèÿ P ′ òàêîãî, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ valP ′∗ = µ, ãäå P ′∗ � ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äî-
ïîëíåíèé äëÿ P ′.
Äåéñòâèòåëüíî, ëèáî r(T ) íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ èç T ,

ëèáî èìååò âèä (5) è ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ
èç r(T ) òàêèå, ÷òî r(T ) íå ðàâíî íóëþ, êàê îïèñàíî â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå. Òå ïàðàìåòðû èç T , êîòîðûå íå âõîäÿò â r(T ),
ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûìè 0. Äëÿ ìàòðèöû P ′, ñîîòâåòñòâóþùåé
ïîñòðîåííûì çíà÷åíèÿì, ïîëó÷èì val p′∗i0j0 = valP ′∗ = µ.
Äàëåå, äëÿ ëþáîãî çàâåðøåíèÿ P ′ âûïîëíÿåòñÿ val detP ′ ⩾

ν. Âîçìîæíî, ÷òî ìàòðèöà P ′, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñòðîåííûì
çíà÷åíèÿì, îêàæåòñÿ âûðîæäåííîé (val detP ′ = ∞), òîãäà P ′

ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì è çàäàííîå óñå÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
íåâûðîæäåííûì. Èíà÷å, ïîëó÷àåì

d + valP ′∗ = d + µ < ν ⩽ val detP ′.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîñòðîåííîãî P ′ íå âûïîëíÿåòñÿ êðèòå-
ðèé (1). Ñòðîèì äëÿ íåãî êîíòðïðèìåð M ñîãëàñíî (3).
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Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü íåâûðîæäåííàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ
n × n-ìàòðèöà P = (pij), pij ∈ K[x], è öåëûå ÷èñëà dij ⩾ −1,
i, j = 1, . . . , n òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî (2), çàäàþò óñå÷åíèå ñ
ôîðìàëüíûì çàâåðøåíèåì P̃ = (p̃ij). Ïóñòü äàëåå T � ìíîæå-
ñòâî ïàðàìåòðîâ ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ, (4) � îïðåäåëèòåëü
ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ, è P̃ ∗ � ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äî-
ïîëíåíèé äëÿ P̃ , âàëþàöèÿ êîòîðîé ðàâíà µ.
Ïóñòü ν � T -âàëþàöèÿ îïðåäåëèòåëÿ det P̃ , ò.å. rν(T ) â (4)

çàâèñèò îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà t, è âûïîëíÿåòñÿ

d + µ ⩾ ν.

Òîãäà çàäàííîå óñå÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2, êàæäûé ïàðàìåòð t
â ôîðìàëüíîì çàâåðøåíèè P̃ ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì â íåêî-
òîðîì ýëåìåíòå p̃i1,j1 ïðè x â íåêîòîðîé ñòåïåíè k, 0 ⩽ k ⩽ d.
Êàê óêàçàíî â ðàçäåëå 3, åñëè rν(T ) â (4) çàâèñèò îò ïàðàìåò-

ðà t, òî rν(T ) èìååò âèä

rν(T ) = α(T ) t + β(T ). (6)

Î÷åâèäíî, ÷òî α(T ) � êîýôôèöèåíò â p̃∗i1,j1 ïðè x
ν−k.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî åñëè k < d, òî ñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû
â (4) èìåþò âèä

rν+1(T ) = α(T ) s + γ(T ),
. . .
rν+d−k(T ) = α(T ) q + δ(T ),

(7)

ãäå s � ïàðàìåòð ïðè xk+1 â ýëåìåíòå p̃i1,j1, è ò.ä. âïëîòü äî
q � ïàðàìåòð ïðè xd â ýëåìåíòå p̃i1,j1. Âàëþàöèÿ ïîëèíîìà p̃

∗
i1,j1

ðàâíà ν−k. Èíà÷å â îïðåäåëèòåëü (4) âõîäèë áû íåíóëåâîé ÷ëåí,
ðàâíûé ïðîèçâåäåíèþ t xk è ìëàäøåãî ÷ëåíà ïîëèíîìà p̃∗i1,j1, è
ñòåïåíü x â íåì áûëà áû ìåíüøå ν. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî rν(T )
íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ èç p̃i1,j1, êðîìå t; rν+1(T ) íå çàâèñèò îò
ïàðàìåòðîâ êîýôôèöèåíòîâ â p̃i1,j1 ïðè ñòåïåíÿõ x, áîëüøèõ k+1,
è ò.ä. âïëîòü äî òîãî, ÷òî rν+d−k(T ) íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ èç
p̃i1,j1, êðîìå q.
Íàéäåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èç α(T ) èç (6) òàêèå, ÷òî α(T )

íå îáðàùàåòñÿ â 0. Îñòàâøèåñÿ ïàðàìåòðû èç β(T ) ïîëîæèì
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ðàâíûìè 0, à t � ðàâíûì −β(T )/α(T ). Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ rν(T )
îáðàùàåòñÿ â 0, ò.å. val det P̃ óâåëè÷èâàåòñÿ; âàëþàöèÿ ïîëèíîìà
p̃∗i1,j1 ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ν − k, ïîýòîìó çíà÷åíèå val P̃ ∗ ìîæåò
âîçðàñòè íå áîëåå, ÷åì äî ν − k.
Äàëåå ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî îáíóëèòü rν+1(T ), . . . , rd(T ),

ïîëîæèâ îñòàâøèåñÿ ïàðàìåòðû â γ(T ), . . . , δ(T ) èç (7) ðàâ-
íûìè 0, s = −γ(T )/α(T ), . . . , q = −δ(T )/α(T ). Îñòàâøèåñÿ â
T ïàðàìåòðû ïîëàãàåì ðàâíûìè 0. Âîçìîæíî, ÷òî ìàòðèöà P ′,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûáðàííûì çíà÷åíèÿì, îêàæåòñÿ âûðîæäåí-
íîé (val detP ′ = ∞), òîãäà P ′ ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì. Èíà÷å,
ïîëó÷èì: val detP ′ > ν + d− k, valP ′∗ ⩽ ν − k. Òîãäà

d + valP ′∗ ⩽ d + ν − k < val detP ′

è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ P ′ êðèòåðèé ñòðîãîé íåâûðîæäåííîñòè íå
âûïîëíÿåòñÿ. Ñòðîèì êîíòðïðèìåð M ñîãëàñíî (3).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 è äîêàçàòåëüñòâ ïðåäëîæåíèé 2 è 3 ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî óñå-
÷åíèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûì, ñòðîèò åãî
ïðîäîëæåíèå â âèäå òàêîé âûðîæäåííîé ìàòðèöû, êàæäûé
ýëåìåíò êîòîðîé åñòü ëèáî ïîëèíîì, ëèáî ñóììà ïîëèíîìà è
óêàçûâàåìîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îò x, ðàçëîæåííîé â ôîð-
ìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà äàäèì îïèñàíèå
àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðà äëÿ óñå÷åííîé ìàòðèöû, çà-
äàííîé íåâûðîæäåííîé ïîëèíîìèàëüíîé ìàòðèöåé P è ÷èñëàìè
dij, i, j = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþùèìè (2).

1. Ïîñòðîèòü ôîðìàëüíîå çàâåðøåíèå P̃ è ïîñòðîèòü äëÿ íåãî
ìàòðèöó àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé P̃ ∗. Âû÷èñëèòü îïðåäå-
ëèòåëü ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ det P̃ . Íàéòè ν = val det P̃
è µ = val P̃ ∗.

2. Åñëè d + µ < ν, ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð ñëåäóÿ äîêàçàòåëü-
ñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2, èíà÷å � ïðåäëîæåíèÿ 3.
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5. Ïðèìåð

Ïóñòü çàäàíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà(
1 + x 1

1 1− x

)
è ñòåïåíè óñå÷åíèÿ d11 = 1, d12 = 0, d21 = 2, d22 = 1.
Òîãäà d = max dij = 2.
Ôîðìàëüíîå çàâåðøåíèå â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

P̃ =

(
t1x

2 + x + 1 t3 x
2 + t2 x + 1

1 t4 x
2 − x + 1

)
,

ãäå t1, t2, t3, t4 � ïàðàìåòðû. Îïðåäåëèòåëü ôîðìàëüíîãî çàâåð-
øåíèÿ det P̃ = t1t4 x

4 + (−t1 + t4)x3 + (t1 − t3 + t4 − 1)x2 − t2 x
èìååò âàëþàöèþ ðàâíóþ ν = 1 è çàâèñèò îò ïàðàìåòðà t2.
Ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ê ôîðìàëüíîìó çàâåð-

øåíèþ èìååò âèä

P̃ ∗ =

(
t4x

2 − x + 1 −1

−t3 x2 − t2 x− 1 t1 x
2 + x + 1

)
,

åå âàëþàöèÿ ðàâíà µ = 0 è íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ.
Ïîñêîëüêó â ýòîì ïðèìåðå d+µ > ν (2 + 0 > 0) è r1(t2) = −t2,

ñòðîèì êîíòðïðèìåð, ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3.
Ìëàäøèé êîýôôèöèåíò det P̃ îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè t2 = 0.

Ñëåäóþùèé êîýôôèöèåíò, ïðè x2, îáðàùàåì â 0, ïîëîæèâ t1 = 1,
t3 = 0, t4 = 0. Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ val det P̃ = 3 è,
ñëåäîâàòåëüíî, d + val P̃ ∗ < val det P̃ (2 + 0 < 3). Îñòàâøèéñÿ
ïàðàìåòð t4 ïîëàãàåì ðàâíûì 0. Ïîëó÷àåì çàâåðøåíèå äëÿ èñ-
õîäíîé óñå÷åííîé ìàòðèöû

P ′ =

(
x2 + x + 1 1

1 1− x

)
è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ìàòðèöó àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé

P̃ ∗ =

(
−x + 1 −1

−1 x2 + x + 1

)
.
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Åñëè â ôîðìóëå (3) âîçüìåì i0 = j0 = 1, òî ïîëó÷èì êîíòðïðèìåð

M =

x2 + x + 1 +
x3

1− x
1

1 1− x

,
ïîñêîëüêó detP ′ = x3 è p̃∗11 = −x+1. Íåïîëèíîìèàëüíûé ýëåìåíò
â ëåâîì âåðõíåì óãëó ìàòðèöû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
ôîðìàëüíîãî ðÿäà

∑∞
k=0 x

k.
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ñâîäèòñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷å èçó÷åíèÿ ïðèìûêàíèÿ êîìïîíåíò â äî-

ïîëíåíèè ê íàáîðó ãèïåðïëîñêîñòåé â Rn.

1. Ââåäåíèå

Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå Ãàóññà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ
ïðèìåð óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî âîçìîæíî ÿâíûå ðåøåíèÿ îñ-
íîâíûõ çàäà÷ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé: a) íàõîæäåíèå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé á)
íàõîæäåíèå îñîáîãî ìíîæåñòâà (îáå ýòè çàäà÷è òðèâèàëüíû äëÿ
îáûêíîâåííîãî óðàâíåíèÿ) â) íàõîæäåíèå âåòâëåíèÿ ðåøåíèé
âîêðóã îñîáîãî ìíîæåñòâà (òî åñòü � íàõîæäåíèå ìîíîäðîìèè).
Ìîíîäðîìèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà íåñêîëüêèìè ðàçíûìè ñïî-

ñîáàìè.
1) Ñòðîÿòñÿ â âèäå ñóìì ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ëî-

êàëüíûå áàçèñû ðåøåíèé âáëèçè îñîáûõ òî÷åê ñ ïîíÿòíûì
âåòâëåíèåì ïðè îáõîäå âîêðóã äàííîé òî÷êè, à çàòåì íàõîäÿòñÿ
ôîðìóëû ñâÿçè ìåæäó áàçèñàìè, îòâå÷àþùèìè ðàçíûì îñîáûì
òî÷êàì [1].
2) Áåðóòñÿ ëîêàëüíûå áàçèñû ðåøåíèé fx1 , f

x
2 âáëèçè îñîáûõ

òî÷åê x = 0, 1,∞, à çàòåì ðàññìàòðèâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ

(fx1 : fx2 ) : C \ {0, 1} → CP1 = C̄.

Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè îòîáðàæåíèÿìè äëÿ ðàçëè÷íûõ x íàõî-
äèòñÿ ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ îáðàçîâ ïîä èõ äåéñòâèåì âåðõíåé
è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè è èñïîëüçîâàíèÿ ïðèíöèïà ñèììåòðèè
Øâàðöà (ñì. [2])
3) Ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé â âèäå

ýéëåðîâñêèõ èíòåãðàëîâ (ýòîò ñïîñîá ðàáîòàåò äëÿ ñèñòåì îáùåãî
ïîëîæåíèÿ):

F (z) =

∫
σ

tα(1− t)β(1− tz)γdt, σ ∈ H1(C \ {0, 1},L), (1)

ãäå L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà ïðîñòðàíñòâå C \ {0, 1, 1
z} ñ

êîîðäèíàòîé t, îïðåäåëÿåìîå ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì. Ñ
ïîìîùüþ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ìîíîäðîìèè
ñâîäèòñÿ ê òîïîëîãè÷åñêîé çàäà÷å íàõîæäåíèÿ âåòâëåíèÿ (ïðè
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èçìåíåíèè ïàðàìåòðà z) ãðóïï ãîìîëîãèé H1(C \ {0, 1},L) (ñì.
[2]).
Èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå îáîáùåíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ Ãàóññà, êàê îäíîìåðíûå, òàê è ìíîãîìåðíûå. Â íàñòî-
ÿùåé ðàáîòå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ìíîãîìåðíîì îáîáùåíèè �
íà ñèñòåìàõ Ãåëüôàíäà�Êàïðàíîâà�Çåëåâèíñêîãî (ñèñòåìà ÃÊÇ
äàëåå). Ýòî íå ñàìûé øèðîêèé êëàññ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèìè, íî
îí ãàðàíòèðîâàííî îáëàäàåò íåêîòîðûìè õîðîøèìè ñâîéñòâàìè.
Íàïðèìåð, ýòè óðàâíåíèÿ ãîëîíîìíûå (ñì. [3]), à, ñëåäîâàòåëüíî,
èìåþò êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé.
Ñðåäè ñïåöèàëèñòîâ [4], [5] ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî î ìîíîäðîìèè

ñèñòåì ÃÊÇ íè÷åãî íå èçâåñòíî. Ýòà òàê, åñëè èìåòü â âèäó âî-
ïðîñ ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ â êàêèõ-òî âàæíûé ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð,
â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñèñòåìà ÃÊÇ ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíûì ðàíåå
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ñèñòåìàì). Òåì íå ìåíåå, èìååòñÿ âàæ-
íàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò (ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèÿõ) ñâåñòè çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ìîíîäðîìèè ñèñòåì ÃÊÇ ê
íåêîòîðîé òîïîëîãè÷åñêîé çàäà÷å. Õîòÿ îñíîâíûå ìîìåíòû ýòîé
òåîðèè èçâåñòíû äàâíî (ñì. [6],[7]), íî ïðè èõ èçëîæåíèè íå
äåëàëñÿ ÿâíûé àêöåíò íà òî, ÷òî îíè èìåþò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê
âû÷èñëåíèþ ìîíîäðîìèè ñèñòåì ÃÊÇ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îíè èçëîæåíû ñ ýòèì àêöåíòîì. Â îñ-

íîâíîì âñå èçëàãàåìûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè, êðîìå
âû÷èñëåíèé â ðàçäåëå 4.1 (õîòÿ, âîçìîæíî, ñïåöèàëèñòû ñêàçàëè
áû, ÷òî è ýòî ôîëüêëîð).

2. Ñèñòåìà ÃÊÇ, ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé â âèäå èíòåãðà-
ëîâ òèïà Ýéëåðà

2.1 Ñèñòåìà ÃÊÇ

Ïóñòü B ⊂ ZN � ðåø¼òêà, γ ∈ CN � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð.
Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåø¼òêà B çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé
ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé A:

b ∈ B ⇔ Ab = 0, A ∈Mat(N × n,Z)
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Ñèñòåìîé ÃÊÇ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç óðàâíåíèé äâóõ òèïîâ (ñì., íàïðè-
ìåð, [8]).
1. Ïóñòü a = (a1, ..., aN) � âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé ðåø¼òêå B,

òîãäà

a1z1
∂

∂z1
Fγ + ... + aNzN

∂

∂zN
Fγ = (a1γ1 + ... + aNγN)Fγ, (2)

ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü áàçèñíûå âåêòîðà ðåø¼ò-
êè, îðòîãîíàëüíîé B.
2. Ïóñòü b ∈ B è b = b+ − b−, ãäå âñå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

b+, b− � íåîòðèöàòåëüíûå. Âûäåëèì â ýòèõ âåêòîðàõ íåíóëåâûå
ýëåìåíòû b+ = (...bi1, ...., bik...), b− = (...bj1, ...., bjl...). Òîãäà

ObFγ = 0, Ob = (
∂

∂z
)b+ − (

∂

∂z
)b−,

(
∂

∂z
)b+ := (

∂

∂zi1
)bi1 ...(

∂

∂zik
)bik , (

∂

∂z
)b− = (

∂

∂zj1
)bj1 ...(

∂

∂zjl
)bjl .

Ïðè ýòîì äëÿ òèïè÷íîãî γ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî òèïà, êîíñòðóèðóåìûå ïî áàçèñíûì âåêòîðàì
ðåøåòêè.

2.2 Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ýéëåðà

Â ðàáîòå [9] ïîñòðîåí áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ïðîèçâîëü-
íîé ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû ÃÊÇ, îáîáùàþùèé ïðåäñòàâëåíèå (1).
Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè åå îãðàíè÷åíèå íà ëþáóþ
êðèâóþ åñòü ðåãóëÿðíàÿ ñâÿçíîñòü íà ýòîé êðèâîé. Ñèñòåìà ÃÊÇ
ðåãóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð (1, ..., 1) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê öåëî÷èñëåííóþ êîìáèíàöèþ ñòðîê ìàòðèöû A.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âîçüì¼ì ìàòðèöó A,

çàäàþùóþ ðåø¼òêó, öåëî÷èñëåííûìè îáðàòèìûìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè ñòðîê ïðèâåä¼ì å¼ ê âèäó

1 · · · 1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 · · · 0 1 · · · 1 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·

0 · · · 0 0 · · · 0 1 · · · 1
A1 A2 · · · Am

 .
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ìàòðèöà A ïðèâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð (1, ..., 1) ìîæíî ïîëó÷èòü
êàê öåëî÷èñëåííóþ êîìáèíàöèþ ñòðîê ìàòðèöû A, òî åñòü,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ÃÊÇ
ðåãóëÿðíà.
Ïóñòü ìàòðèöû A1,...,Am èìåþò k ñòðîê, çàíóìåðóåì èõ ïå-

ðåìåííûìè t1, ..., tk. Òîãäà åñëè ω åñòü ñòîëáåö ìàòðèöû Ai, òî
îïðåäåëåí ìîíîì

tω := tω11 ...t
ωk
k .

Ïîëîæèì
Pi :=

∑
ω∈Ai

zωt
ω,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ñòîëáöàì ω ìàòðèöû Ai, ïðè ýòîì zω
� êîýôôèöèåíòû ïðè ìîíîìàõ. Òàêèì îáðàçîì, Pi çàâèñèò êàê
îò ïåðåìåííûõ t, òàê è îò ïåðåìåííûõ z.
Â ïðîñòðàíñòâå Ck ñ êîîðäèíàòàìè t1, ..., tk ðàññìîòðèì ìíî-

æåñòâî (ïðè ôèêñèðîâàííûõ z)

U := Ck \
⋃
j

{tj = 0} ∪
⋃
i

{Pi = 0}.

Äàëåå ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Fσ(z) :=

∫
σ

∏
i

P αi
i ·
∏
j

t
βj
j dt1...dtk, (3)

ãäå σ ∈ Hc
k(U,L), à L åñòü ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà U , îïðå-

äåëÿåìîå ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé â (3). Çäåñü è äàëåå ìû
èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: Hc

k åñòü ãðóïïà ãîìîëîãèé
ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè (îáû÷íûå ãîìîëîãèè, êàê ïðàâèëî
îáîçíà÷àåìûå ïðîñòîHk), àHk åñòü ãðóïïà ãîìîëîãèé ñ ëîêàëüíî
êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè (èíîãäà îáîçíà÷àåìûå H lf

k ).
Êàê äîêàçàíî â [9], èíòåãðàë (3) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû ÃÊÇ,

êîíñòðóèðóåìîé ïî ðåø¼òêå, çàäàâàåìîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ
ìàòðèöåé A, ïðè ýòîì âåêòîð γ òàêîâ, ÷òî âåêòîð ïðàâûõ ÷à-
ñòåé â óðàâíåíèÿõ ïåðâîãî òèïà (2) èìååò âèä (α1, ..., αm,−β1 −
1, ...,−βk − 1). Áîëåå òîãî, â [9] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òèïè÷íûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îòîáðàæåíèå σ 7→ Fσ(z) åñòü èçîìîðôèçì
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ìåæäó Hc
k(U,L) è ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû ÃÊÇ. Òàêèì

îáðàçîì, èçó÷åíèå ìîíîäðîìèè ñèñòåìû ÃÊÇ ñâîäèòñÿ ê èçó÷å-
íèþ ìîíîäðîìèè ãîìîëîãèé Hc

k(U,L).

3. Ãîìîëîãèè äîïîëíåíèÿ ê íàáîðó ãèïåðïîâåðõíîñòåé

3.1 Ìíîãîîáðàçèÿ κ(∆) è èõ ïîãðóæåíèÿ

Ââåä¼ì áîëåå êîðîòêèå îáîçíà÷åíèÿ

U = Ck \ ∪Mj=1{fj = 0},

ãäå fj � âåùåñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû, à L çàäàåòñÿ ôóíêöèåé∏M
j=1 f

γj
j .

Òåîðåìà [6]. Ïóñòü âñå ìíîãî÷ëåíû fj � ñ âåùåñòâåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè, ãèïåðïîâåðõíîñòè fj = 0 íåîñîáûå, èõ ïåðåñå-
÷åíèÿ òðàíñâåðñàëüíû. Òîãäà äëÿ òèïè÷íûõ γj âåðíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
1. H∗(U,L) ̸= 0 òîëüêî ïðè ∗ = k.
2. Hk(U,L) ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè [∆] îãðàíè÷åííûõ êîìïî-

íåíò ∆ ìíîæåñòâà Rk \∪Mj=1{fj = 0}. Ýòè êëàññû íåçàâèñèìû.
3. Êàæäîé îãðàíè÷åííîé êîìïîíåíòå ∆ ìíîæåñòâà Rk \

∪Mj=1{fj = 0} ñîîòâåòñòâóåò êëàññ [κ(∆)] ∈ Hc
k(U,L), çàäàâàå-

ìûé ïîãðóæåíèåì íåêîòîðîãî îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ
κ(∆) â U , êîòîðîå ïîäíèìàåòñÿ äî ïîãðóæåíèÿ â ðèìàíîâó
ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè f . Ïðè ýòîì åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

Hc
k(U,L)→ Hk(U,L)

åñòü èçîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé [κ(∆)] â
∏

j≃∆(1− e2πiγj)[∆], ãäå
ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî òåì j, äëÿ êîòîðûõ {fj = 0} âõîäèò â
ãðàíèöó ∆.
Â ÷àñòíîñòè, êëàññû [κ(∆)], îòâå÷àþùèå îãðàíè÷åííûì êîì-

ïîíåíòàì â Rk\∪Mj=1{fj = 0}, îáðàçóþò áàçèñ ãðóïïû ãîìîëîãèé
Hc
k(Ck \ ∪Mj=1{fj = 0},L).

Òåïåðü, ñëåäóÿ [6], ïîñòðîèì êëàññû [κ(∆)] ∈ Hc
k(U,L), íàçû-

âàåìûå äâîéíûìè ïåòëÿìè, îáîáùàþùèìè êîíñòðóêöèþ ïåòëè
Ïîõãàììåðà. Ðàññìîòðèì îäíó èç êîìïîíåíò ∆ ìíîæåñòâà Rn \
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∪Mj=1{fj = 0}, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
îíà çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâàìè f1 < 0, ..., fm < 0, ãäå m ≤ M ,
ðàçóìååòñÿ. Ñïåðâà ïîñòðîèì îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå κ(∆),
à çàòåì çàäàäèì åãî ïîãðóæåíèå â Ck \ ∪Mj=1{fj = 0}. Ýòà
êîíñòðóêöèÿ è áóäåò çàäàâàòü êëàññ ãîìîëîãèé â Hk(U,L).
Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 ïîëîæèì

∆̃ε := {f1 ≤ −ε, ..., fm ≤ −ε}.

Âîçüì¼ì 2m ýêçåìïëÿðîâ äàííîãî ìíîæåñòâà, çàíóìåðîâàííûå
âñåâîçìîæíûìè ïîäìíîæåñòâàìè ν ⊂ {1, ...,m}. Îáîçíà÷èì ýòè
ýêçåìïëÿðû êàê ∆ε(ν).
Òàêæå ââåä¼ì ìíîæåñòâà ∆̃ε,I(ν), ãäå I ⊂ {1, ...,m} åñòü

ìíîæåñòâî èç íå áîëåå, ÷åì k ýëåìåíòîâ, ν ⊂ {1, ..., k} \ I . Ýòî
áóäóò 2k−|I| ýêçåìïëÿðîâ ìíîæåñòâ {fj = 0, j ∈ I, fj ≤ −ε, j ∈
{1, ...,m} \ I}.
Òåïåðü ïîëîæèì

∆ε,I(ν) := ∆̃ε,I(ν)× [−ε, ε]|I|.

Íàêîíåö, îïèøåì ïðîöåäóðó ñêëåéêè. Ñïåðâà ìû áåð¼ì ìíî-
æåñòâà ∆ε(ν) è ðàññìàòðèâàåì ó÷àñòêè èõ ãðàíèöû, çàäàâàåìûå
óðàâíåíèåì fj = −ε. Òàêæå ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâà
∆ε,j(ν) = ∆̃ε,j(ν) × [−ε, ε]. Èõ ãðàíèöû âêëþ÷àþò ìíîæåñòâà
∆̃ε,j(ν)×{−ε} è ∆̃ε,j(ν)×{ε}. Òåïåðü ìû îòîæäåñòâëÿåì ó÷àñòêè
ãðàíèö ïî ïðèíöèïó

∆ε(ν), fj = −ε ≃ ∆̃ε,j(ν)× {−ε},

∆ε(ν ∪ {j}), fj = −ε ≃ ∆̃ε,j(ν)× {ε}.
Íà d-îì øàãå, d = 0, ..., k, ìû ðàññìàòðèâàåì ∆ε,I(ν) è áåð¼ì

÷àñòü ãðàíèöû, ñîñòîÿùóþ èç êóñêîâ

∆̃ε,I(ν)× [−ε, ε]× ...× {−ε} × ...× [−ε, ε],

∆̃ε,I(ν)× [−ε, ε]× ...× {ε} × ...× [−ε, ε],
ãäå ìû âûäåëèëè j-ûé ñîìíîæèòåëü. Òîãäà ìû âûïîëíÿåì îòîæ-
äåñòâëåíèå ïî ïðèíöèïó

∆ε,I\{j}(ν), fj = −ε ≃ ∆̃ε,I\{j}(ν)× [−ε, ε]...× {−ε} × ...[−ε, ε],
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∆ε,I(ν ∪ {j}), fj = −ε ≃ ∆̃ε,I(ν)× [−ε, ε]...× {ε} × ...× [−ε, ε].
Â [6] ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòå âñåõ ýòèõ

ñêëååê ìíîæåñòâî κ(∆) åñòü îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå.
Ïîãðóæåíèå κ(∆) â Ck \ ∪Mj=1{fj = 0} ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ñïåðâà ôèêñèðóåòñÿ îòîáðàæåíèå θ : [−ε, ε]→ C \ {0},
êîòîðîå òîæäåñòâåííî íà [−ε,−ε

2], çàòåì îñóùåñòâëÿþùåå îáõîä
âîêðóã 0 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêè, çàòåì îòîáðàæàþùåå îòðåçîê [ε2, ε]
â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.
Â [6] ïîêàçàíî, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ∆I ⊂ ∂∆, çàäàâàåìîå óðàâ-

íåíèÿìè fj = 0, j ∈ I , èìååò îêðåñòíîñòü â Rk (èìåííî �
çàäàâàåìóþ óñëîâèÿìè |fj| ≤ ε, j ∈ I , fj < 0, j ∈ {1, ...,m} \ I),
êîòîðàÿ ãîìåîìîðôíà òðèâèàëüíîìó ðàññëîåíèþ íàä ∆I . Èìåí-
íî, îíà ãîìåîìîðôíà ∆I× [−ε, ε]|I|. Ïðè ýòîì âûïîëíåíî óñëîâèå
ñîãëàñîâàííîñòè: åñëè I ′ ⊂ I , òî 1) êàæäûé ñëîé ðàññëîåíèÿ íà
∆I ëåæèò â ñëîå ðàññëîåíèÿ íàä ∆I ′; 2) âäîëü ñëîÿ ïîñëåäíåãî
ðàññëîåíèÿ ïîñòîÿííû ôóíêöèè fj, j ∈ I ′ \ I .
Ââåä¼ì â ýòîé îêðåñòíîñòè êîîðäèíàòû x1, ..., xk, òàêèå ÷òî ∆I

çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè x1 = ... = x|I| = 0. Èìåþòñÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû z1, ..., zk â Ck. Ñîîòâåòñòâåííî,
x|I|+1, ..., xm ñóòü êîîðäèíàòû â ∆I . Òîãäà â ∆ε,I(ν) èìåþòñÿ
êîîðäèíàòû (t1, ..., t|I|, x|I|+1, ..., xm), t1, ..., t|I| ñóòü êîîðäèíàòû â
[−ε, ε]|I|. Òîãäà ïîãðóæåíèå ∆ε,I(ν) çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

(t1, ..., t|I|, x|I|+1, ..., xm) = (z1 = θ(t1), ..., z|I| = θ(t|I|),

z|I|+1 = x|I|+1, ..., zk = xk),

C èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ñîãëàñîâàííîñòè 1), 2) â [6] ïîêà-
çàíî, ÷òî ýòî åñòü ïîãðóæåíèå κ(∆). Äàííîå ïîãðóæåíèå çàäà¼ò
êëàññ ãîìîëîãèé Hk(U,L).
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ îáëàñòü ∆ è âûäåëèì å¼

óãîë {f1 = f2 = 0}. Îãðàíè÷èìñÿ ëîêàëüíûì ðàññìîòðåíèåì,
ïîýòîìó îáëàñòü ∆ äàëåå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ {(x1, x2) ∈
R2, x1 < 0, x2 < 0}. Ñîîòâåòñòâåííî, ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæå-
ñòâà

∆ε(ν) = {(x1, x2) ∈ R2, x1 < −ε, x2 < −ε}, ν = ∅, {1}, {2}, {1, 2},

∆ε,1(ν) = {(0, x2) ∈ R2, x2 < −ε} × [−ε, ε], ν = ∅, {2},
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∆ε,2(ν) = {(x1, 0) ∈ R2, x1 < −ε} × [−ε, ε], ν = ∅, {1},

∆ε,12(ν) = {(0, 0)} × [−ε, ε]2, ν = ∅.

Ïîñëå ñêëåéêè ýòèõ ìíîæåñòâ ïîëó÷àåòñÿ κ(∆), ãîìåîìîðôíîå
R2. Èìåííî,

∆ε,12(ν) ≃ {|x1| ≤ ε, |x2| ≤ ε} ⊂ R2,

∆ε,2(∅) ⊔∆ε,2(1) ≃ {|x1| ≥ ε, |x2| ≤ ε} ⊂ R2,

∆ε,1(∅) ⊔∆ε,1(2) ≃ {|x2| ≤ ε, |x2| ≥ ε} ⊂ R2,

∆ε(∅) ⊔∆ε(1) ⊔∆ε(2) ⊔∆ε(1, 2) ≃ {|x1| ≥ ε, |x2| ≥ ε} ⊂ R2.

Â êàðòèíêå íèæå ïóíêòèðîì âûäåëåíû êîîðäèíàòíûå îñè, íåïðå-
ðûâíûìè ëèíèÿìè âûäåëåíî ïðèâåä¼ííîå âûøå ðàçáèåíèå R2,
âîçíèêàþùåå ïðè îòîæäåñòâëåíèè R2 è κ(∆). Â êàæäîé ïîëó÷åí-
íîé îáëàñòè èìåþòñÿ äâå ïîäïèñè � íàçâàíèå äàííîé îáëàñòè è
ôîðìóëà äëÿ îòîáðàæåíèé h â íåé.

(θ(x1), θ(x2))

∆ε,12(∅)

(−x1,−x2)

∆ε(1, 2)

(θ(x1),−x2)

∆ε,1(2)

(x1,−x2)

∆ε(2)

(x1, θ(x2))

∆ε,2(∅)
(−x1, θ(x2))

∆ε,2(1)

∆ε(∅)
(x1, x2)

∆ε,1(∅)
(θ(x1), x2)

∆ε(1)

(−x1, x2)
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3.2 Ïðèâåäåíèå ïîãðóæåíèé κ(∆) â îáùåå ïîëîæåíèå

Èìåþòñÿ âëîæåíèÿ

hs : κ(∆s)→ C \ ∪Mj=1{fj = 0}
äâóõ ìíîãîîáðàçèé κ(∆s), s = 1, 2, ïîñòðîåííûõ ïî êîìïîíåíòàì
∆1, ∆2 ìíîæåñòâà Rk \∪Mj=1{fj = 0}. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ∆1 è ∆2

íå ïåðåñåêàþòñÿ1, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáðàçû ïîãðóæåíèé íå
ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïóñòü òåïåðü ∆1 è ∆2 ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü ∆1 çàäà¼òñÿ

óñëîâèÿìè {f1 < 0, ..., fm < 0}, à ∆2 � êàêèìè-òî äðóãèìè
íåðàâåíñòâàìè (â íèõ ìîãóò ó÷àñòâîâàòü äðóãèå ôóíêöèè fj),
êîòîðûå íàì íå ïîíàäîáèòñÿ âûïèñûâàòü ÿâíî. Ïåðåñå÷åíèå êîì-
ïîíåíò îáÿçàòåëüíî èìååò âèä ìíîæåñòâà ∆J èç ïðåäûäóùåãî
ðàçäåëà: ∆1∩∆2 = ∆1

J = {fj = 0, j ∈ J, fj < 0, j ∈ {1, ...,m}\J}.
Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ìàëûì øåâåëåíèåì ïîãðóæåíèé h1 è h2 ìîæíî
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî íàä ∆1

I ïðè |I| < k, îáðàçû h1, h2 íå
ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïîñòðîåíèè ïîãðóæåíèé hs : κ(∆s) →
C \ ∪Mj=1{fj = 0} ýòè ïîãðóæåíèÿ ïî îòäåëüíîñòè ñòðîèëèñü
íà ìíîæåñòâàõ ∆s

ε,I(ν), à çàòåì ïðîâåðÿëàñü èõ ñîãëàñîâàííîñòü.
Çäåñü I � èíäåêñû îáðàùàþùèõñÿ â 0 íà ∆1

I ôóíêöèé fj, à
ν � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ ôóíêöèé,
çàäàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùåå ∆s çà âû÷åòîì ìíîæåñòâà I .
Ïîãðóæåíèÿ íà ìíîæåñòâàõ ∆s

ε,I(ν) ñòðîèëèñü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì [6], èìååòñÿ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà
∆I â Rk âèäà ∆I × [−ε, ε]|I|. Ðàíåå â ýòîé îêðåñòíîñòè áûëè ââå-
äåíû êîîðäèíàòû x1, ..., xk, òàêèå ÷òî ∆I çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè
x1 = ... = x|I| = 0. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû
áûëè îáîçíà÷åíû êàê z1, ..., zk. Òîãäà ïîãðóæåíèå hs ïðè åãî
îãðàíè÷åíèè íà ∆s

ε,I(ν) çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

h1(t1, ..., t|I|, x|I|+1, ..., xm) = (z1 = θ(t1), ..., z|I| = θ(t|I|),

z|I|+1 = x|I|+1, ..., zk = xk).
1Êîððåêòíî ãîâîðèòü î ïåðåñå÷åíèè çàìûêàíèé êîìïîíåíò, íî ìû íå áóäåì ïåðåãðóæàòü òåðìèíîëî-

ãèþ.
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Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî îáðàç ýòîãî îòîá-
ðàæåíèå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îáðàçîì h2 ñîñòîèò òîì, ÷òî J ⊂ I .
Íåìíîãî èçìåíèì îòîáðàæåíèÿ h1, h2. Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì

ðàçëè÷íûå îòëè÷íûå îò 0 êîìïëåêñíûå ÷èñëà φs,i ∈ C∗, ãäå
èíäåêñ s ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ∆s, à i � ìíîæåñòâî
êîîðäèíàò.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èçìåí¼ííîãî îòîáðàæåíèÿ h̄1 âîçüì¼ì âìåñòî

îòîáðàæåíèé θ èõ øåâåëåíèÿ θ1
i , ïîëó÷àåìûå òàê. Åñëè îòîáðà-

æåíèå θ êîíöåâûå òî÷êè ±ε îòðåçêà [−ε, ε] îòïðàâëÿåò â −ε, òî
θ1
i áóäåò îòïðàâëÿòü èõ â φs,i (ïðè ýòîì òàêæå îñóùåñòâëÿÿ îáõîä
âîêðóã òî÷êè 0 ∈ C). Òîãäà

h̄1(t1, ..., t|I|, x|I|+1, ..., xm) = (z1 = θ1
1(t1), ..., z|I| = θ1

|I|(t|I|),

z|I|+1 = x|I|+1 + φ1,|I|+1, ..., zk = xk + φ1,k).

È àíàëîãè÷íî ìîäèôèöèðóåì h2, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñåë φ2,i

è, ñîîòâåòñòâåííî, îòîáðàæåíèé θ2
i .

Âèäíî, ÷òî îáðàçû îòîáðàæåíèé h̄1(∆1
ε,I(ν)) è h̄2(∆1

ε,I(ν
′)), åñëè

òîëüêî |I| < k, íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè âñåõ âîçìîæíûõ ν, ν ′

âñëåäñòâèå ðàçëè÷íîñòè ÷èñåë φs,i. Êðîìå òîãî, êîíñòðóèðóåìûå
âîçìóùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ h̄1 ñîãëàñîâàíû ñî ñêëåéêîé êóñêîâ
∆1
ε,I(ν) â κ(∆1).
Òàêèì îáðàçîì, îáðàçû h̄1(κ(∆1)) è h̄2(κ(∆2)) ìîãóò ïðåñåêàòü-

ñÿ òîëüêî íàä îáùèìè âåðøèíàìè ∆1 è ∆2 (âåðøèíû - òî÷êè
ãðàíèöû, ãäå îáðàùàþòñÿ â íîëü k ôóíêöèé fj è íåò êîîðäèíàò
x, êîòîðûå ìîæíî âîçìóùàòü).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Èíäåêñû ïåðåñå÷åíèé

Èòàê, ïóñòü èìåþòñÿ ïåðåñåêàþùèåñÿ êîìïîíåíòû ∆1, ∆2. Âû-
÷èñëèì èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ < [κ(∆1)], [κ(∆2)]′ >, ãäå [κ(∆2)]′

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êëàññ ãîìîëîãèé â äâîéñòâåííîé ëîêàëüíîé
ñèñòåìå. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîãðóæåíèÿ â îáùåå ïîëî-
æåíèå, òàê ÷òî ïîãðóæåííûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî
íàä îáùèìè âåðøèíàìè êîìïîíåíò.
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Ïóñòü êîìïîíåíòû ∆1 è ∆2 èìåþò îáùóþ âåðøèíó P , çàäàâà-
åìóþ óðàâíåíèÿìè

P = {f1 = 0, ..., fk = 0}. (4)

Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî ∆1 çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè

P = {f1 < 0, ..., fk < 0, fk+1 < 0..., fm < 0}, (5)

à ∆2 çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè

∆1 = {f1 < 0, ..., ft < 0, ft+1 > 0, ..., fk > 0, fjk+1
< 0..., fjm < 0}.

(6)
Òîãäà âêëàä âåðøèíû P = ∆J={1,...,k} â èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ <
[κ(∆1)], [κ(∆2)] > âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóììà èíäåêñîâ ïåðåñå÷åíèé
îáðàçîâ ïîãðóæåíèé ∆1

ε,J(ν) è ∆2
ε,J(ν ′):

∆2 =
∑
ν,ν′

k∏
i=1

< θν(ti), θν′(t
′
i) >, (7)

ãäå èíäåêñ ν ïðîáåãàåò âñå âîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà ν ⊂
{1, ..., k, k + 1, ....m} \ {1, ..., k}, ñîîòâåòñòâåííî ν ′ ïðîáåãàåò âñå
âîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà ν ′ ⊂ {1, ..., k, jk+1, ..., jm} \ {1, ..., k}.
Ïàðàìåðòû ti è t′i ñóòü ïàðàìåòðû â i-ûõ ñîìíîæèòåëÿõ ∆1

ε,J(ν) =

P × [−ε, ε]|I| è ∆2
ε,J(ν) = P × [−ε, ε]|I| ñîîòâåñòâåííî. Íèæíèé èí-

äåêñ ó θ îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Ìíîæåñòâà ν èíäåêñèðóþò ëèñòû
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ôóíêöèè f , òàê ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé
ëèñò ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå îáõîäà âîêðóã ìíîæåñòâ {fj = 0}, j ∈ ν.
Òîãäà θν åñòü ïîäíÿòèå θ íà äàííûé ëèñò. Äàííûå âëîæåíèÿ
ñîãëàñîâàíû áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ïîãðóæåíèå
κ(∆1) ïîäíèìàåòñÿ íà äàííóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü.
Òåïåðü âû÷èñëèì âûðàæåíèå (7). Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì îòäåëüíîå

ñëàãàåìîå < θν(ti), θν′(t
′
i) >, ïðèâåä¼ì ìàëûì øåâåëåíèåì θν è θν′

â îáùåå ïîëîæåíèå.
Èìååì, ÷òî θν ñîåäèíÿåò ãðàíèöû ëèñòîâ ðàçìåðíîñòè îäèí

∆1
ε,J\{i}(ν) è ∆1

ε,J\{i}(ν ∪{i}). Àíàëîãè÷íî, θν′ ñîåäèíÿåò ãðàíèöû
ëèñòîâ ðàçìåðíîñòè îäèí ∆2

ε,J\{i}(ν
′) è ∆2

ε,J\{i}(ν
′ ∪ {i}). Òîãäà

èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ < θν(ti), θν′(t
′
i) > ðàâåí

(e2πi
∑

j∈ν γj − e2πi(
∑

j∈ν γj−γi))e2πi
∑

j∈ν′ −γj .
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Ñóììèðóÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ν, ν ′ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì,
÷òî âêëàä â < [κ(∆1)], [κ(∆2)]′ > îò âåðøèíû P ðàâåí

k∏
j=1

(1− e−2πiγj)

m∏
j=k+1

(1− e2πiγj)

jm∏
j=jk+1

(1− e−2πiγj). (8)

Òåîðåìà 2. ×òîáû âû÷èñëèòü < [κ(∆1)], [κ(∆2)]′ >, íóæíî
ïî âñåì îáùèì âåðøèíàì P , çàïèñàííûì â âèäå (4), ïðîñóììè-
ðîâàòü âûðàæåíèÿ (8).

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì òàêæå òàêîå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 3.×òîáû âû÷èñëèòü < [κ(∆1)], [∆2]′ >, íóæíî ïî
âñåì îáùèì âåðøèíàì P , çàïèñàííûì â âèäå (4), ïðîñóììèðî-
âàòü âûðàæåíèÿ

m∏
j=k+1

(1− e2πiγj).

5. Ôîðìóëà Ïèêàðà-Ëåôøåöà è ìîíîäðîìèÿ ñèñòåì ÃÊÇ

Ïðîäîëæèì ðàáîòàòü â ñèòóàöèè, êîãäà {fj = 0} � íåîñîáûå,
ñ òðàíñâåðñàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè. Ïóñòü äàííûé íàáîð ãèïåð-
ïîâåðõíîñòåé çàâèñèò îò íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, ïðè ýòî íàáîð
ãèïåðïîâåðõíîñòåé {fj = 0} èìååò ëèøü ôàìîâñêèå îñîáåííîñòè
Pt (ñì. [6]). Ñîîòâåòñòâåííî, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äîïîë-
íåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ íàáîðà ãèïåðïîâåðõíîñòåé
{fj = 0} ê äèñêðèìèíàíòíîìó ìíîæåñòâó ïîðîæäàåòñÿ ïåòëÿìè
âîêðóã êîìïîíåíò äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà, îòâå÷àþùèõ
îïðåäåë¼ííûì îñîáåííîñòÿì òèïà Pt. Çàìåòèì, ÷òî êîìïîíåí-
òå äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ
êîìïîíåíòà, Rk \ ∪Mj=1{fj = 0}, èñ÷åçàþùàÿ ïðè äèñêðèìèíàíò-
íîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ãîìîëîãèé
Hc
k(Ck \ ∪Mj=1{fj = 0},L) äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ïðîñòî êàê

[κ], à ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ãîìîëîãèé Hk(Ck \∪Mj=1{fj = 0},L)
îáîçíà÷èì [∆].
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Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

[κ] =

m∏
i=1

(1− e2πiγi)[∆].

Èìååò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà[Ñëåäñòâèå 1 â ðàçäåëå 10.9 â [6]]. Äëÿ òèïè÷íûõ

çíà÷åíèé γj äåéñòâèå ìîíîäðîìèè îáõîäà âîêðóã êîìïîíåíòû
äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà íà êëàññ [τ ] ∈ Hc

k(Ck \∪Mj=1{fj =
0},L) ñëåäóþùåå:

[τ ] 7→ [τ ] + (−1)
k(k+1)

2

∏
−1

1 + (−1)k−M
∏−1 < [τ ], [κ]′ > [∆],

∏
=

m∏
j=1

e2πiγj .

Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ìîíîäðîìèè ñèñòåìû
óðàâíåíèé ÃÊÇ. Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:
1) Ñèñòåìà ÃÊÇ ðåãóëÿðíà.
2) Íàáîð ãèïåðïîâåðõíîñòåé {Pj = 0}, {ti = 0} � íåîñîáûé, ñ

òðàíñâåðñàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè.
Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ãðóïïû ìîíîäðîìèè ñèñòåìû ÃÊÇ äëÿ òèïè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðîâ äîñòàòî÷íî çíàòü ïðèìûêàíèÿ êîìïîíåíò Rk\

⋃
j{Pj =

0} ∪
⋃
i{ti = 0}.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ â ðàçäåëå 2.2 ìîíîäðîìèÿ
ñèñòåìû ÃÊÇ ñîâïàäàåò ñ ìîíîäðîìèåé ãîìîëîãèé Hc

k(U,L). Ýòè
ãðóïïû ïîðîæäàþòñÿ äâîéíûìè ïåòëÿìè, èíäåêñû ïåðåñå÷åíèé
ìåæäó êîòîðûìè âû÷èñëåíû â ðàçäåëå 4.1 (ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû
çíàåì ðàñïîëîæåíèå êîìïîíåíò Rk \

⋃
j{Pj = 0} ∪

⋃
i{ti = 0}).

Ìîíîäðîìèÿ äâîéíûõ ïåòåëü æå ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ôîðìóëû Ïèêàðà�Ëåôøåöà.
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Êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà äëÿ M-èíâàðèàíòà
ìàãíèòíûõ ëèíèé I

Àííîòàöèÿ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÌÃÄ ïðè ïîìîùè òåîðèè äâóõìàñøòàáíîãî ñðåäíåãî

ïîëÿ, âàæíî èçó÷àòü èíâàðèàíòû ìàãíèòíûõ ëèíèé. Òàêèå èíâàðèàíòû

ïî Àðíîëüäó äîëæíû áûòü ïîñòðîåíû íà îñíîâå èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà êëàññè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ óçëîâ è çàöåïëåíèé, à òàêæå óäîâëå-

òâîðÿòü àñèìïòîòè÷åñêîìó è ýðãîäè÷åñêîìó ñâîéñòâàì. Èíòåðåñíû, â ïåðâóþ
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î÷åðåäü, èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé, êîòîðûå íå âûðàæàþòñÿ ïîëèíîìàìè îò

ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò. Ìû âûáðàëè ïðîñòåéøèé

èíâàðèàíò M3 äëÿ 3-êîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèé ñ èçâåñòíûì àíàëèòè÷åñêèì

âûðàæåíèåì èç êîòîðîãî âûòåêàåò òðåáóåìûå ñâîéñòâà. Äî íàøåé ðàáîòû

êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà äëÿ M3-èíâàðèàíòà èçâåñòíà áûëà ëèøü ÷àñòè÷-

íî. Ìû ïðèâîäèì êîìáèíàòîðíóþ ôîðìóëó è äîêàçûâàåì àñèìïòîòè÷åñêîå

ñâîéñòâî. Ìû ïðîâîäèì ïîñòðîåíèÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî âû-

ðàæåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ìíîãèå íåáåñíûå òåëà èìåþò ìàãíèòíûå ïîëÿ, êîòîðûå, ñ ñî-
âðåìåííîé òî÷êè çðåíèÿ, ãåíåðèðóþòñÿ äâèæåíèÿìè æèäêîé
ïðîâîäÿùåé ñðåäû [1], [2], [3]. Ýòîò ïðîöåññ èçâåñòåí êàê ïðîöåññ
äèíàìî. Äèíàìî ïðåîáðàçóåò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ äâèæåíèÿ
æèäêîñòè â ìàãíèòíóþ ýíåðãèþ. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ øêàëà ãåíå-
ðèðóåìîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîèçìåðèìà ñ ðàçìåðàìè íåáåñíîãî
òåëà. Òàêîå ìàãíèòíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ êðóïíîìàñøòàáíûì.
Äèíàìî, êîòîðîå ãåíåðèðóåò òàêîå ïîëå òàêæå íàçûâàåòñÿ êðóï-
íîìàñøòàáíûì.
Äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññà äèíàìî ïðèìåíÿåòñÿ ñðåäíèé êîýô-

ôèöèåíò çàöåïëåíèÿ ìàãíèòíûõ ëèíèé, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ
èíòåãðàë ñïèðàëüíîñòè. Èíòåãðàë ñïèðàëüíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ ê
êðóïíîìàñøòàáíîìó ìàãíèòíîìó ïîëþ, â òî âðåìÿ êàê ïëîòíîñòü
êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ ìàãíèòíûõ ëèíèé èëè àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ýðãîäè÷åñêîãî èíâàðèàíòà Õîïôà [4] ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
ìåëêîìàñøòàáíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî ñóùåñòâó-
þò âûñøèå èíòåãðàëû ìàãíèòíûõ ëèíèé, íå âûðàæàþùèåñÿ
÷åðåç êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ. Òàêèå èíâàðèàíòû ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü â òåîðèè äèíàìî, íî ýòî ñâÿçàíî ñ èçâåñòíûìè
òðóäíîñòÿìè, êîòîðûå äåëàþò èññëåäîâàíèå ñëîæíûì [5], [6], [7].
Íàøè èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âûñøèé èíâàðèàíò ìàã-

íèòíûõ ëèíèé òåñíî ñâÿçàí ñ òåîðèåé ïîëèíîìèàëüíûõ ìîìåíòîâ
ìàãíèòíûé ñïèðàëüíîñòè, êîòîðàÿ èçó÷åíà â ðàáîòàõ [8], [9], [10],
[11], [12].
Ëþáîé ïîëèíîìèàëüíûé ìîìåíò ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè ÿâ-

ëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êîíå÷íîãî òèïà â ñìûñëå Âàñèëüåâà. Êàæ-
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äûé ïîëèíîìèàëüíûé ìîìåíò îáëàäàåò êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíò-
íîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè. Âûñøèé èíòåãðàë M3 [13], [14] òàêæå
äîëæåí îáëàäàòü òàêîé èíâàðèàíòíîé ïëîòíîñòüþ, ýòîò âîïðîñ
â ðàáîòå íå èññëåäóåòñÿ. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, èíòåãðàë îïðåäåëåí
ñâåðòêîé ïî êîíå÷íîêðàòíîìó êîíôèãóðàöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó
òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå âñåõ êîíå÷íûõ íàáîðîâ òî÷åê íà âñåâîçìîæ-
íûõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîéêàõ ìàãíèòíûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ
[9].

Íàìè ïðåäëîæåíà ÿâíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ M3-èíâàðèàíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ìàãíèòíîå ïîëå ïðåäñòàâëåíî êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì çàìêíó-
òûõ òîíêèõ ìàãíèòíûõ òðóáîê. Ìû âûâåëè òàêóþ ôîðìóëó â
îáùåì ñëó÷àå, íî ïîêà íàì óäàëîñü åå ïðîòåñòèðîâàòü ëèøü ïðè
äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî â íàáîðå òðåõ ïîïàð-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ öåíòðàëüíûõ ëèíèé ìàãíèòíûõ
òðóáîê äâà êîýôôèöèåíòà ñîâïàäàþò.

Ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îæèäàþòñÿ âåñüìà ðàç-
íîîáðàçíûå, îíè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñâÿçàíû ñ ðàáîòàìè [17],
[18], [19], [20].

Äëÿ ïðèëîæåíèé íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò èññëåäî-
âàíèÿ äëÿ èíâàðèàíòà M5, àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå êîòîðîãî
ïîñòðîåíî â [9], [15], [16] ýòî ïëàíèðóåòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ïóáëè-
êàöèÿõ.

Îñòàíîâèìñÿ íà ñîäåðæàíèè ÷àñòè 1 ðàáîòû. Â ðàçäåëå 2
ñôîðìóëèðîâàíà Òåîðåìà 1, êîòîðàÿ áóäåò äîêàçàíà â ÷àñòè 2.
Â ðàçäåëå 3 îïðåäåëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå çàöåïëåíèÿ, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ∆-äâèæåíèé, â ðàçäåëå 4
ïðîâîäÿòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ. Â ðàçäåëå 5 äîêàçû-
âàþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà îñòàòî÷íîãî ïîëèíîìà â ôîðìóëå (4).
Â ðàçäåëå 6 ïðèâîäèòñÿ ôèçè÷åñêàÿ ìîòèâèðîâêà è ââîäÿòñÿ
äâà èíâàðèàíòà: èíâàðèàíò M line ìàãíèòíûõ ëèíèé è èíâàðè-
àíò M tube ìàãíèòíûõ òðóáîê. Èíâàðèàíò M tube, ïðèìåíåííûé ê
ñèñòåìå òðåõ áåñêîíå÷íî-òîíêèõ ìàãíèòíûõ òðóáîê ñ íîðìèðî-
âàííûìè ìàãíèòíûìè ïîòîêàìè ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Â ðàçäåëå
7 ñôîðìóëèðîâàíû êðàòêèå âûâîäû, à â ðàçäåëå 8 (Appendix)
ñîáðàíû íåêîòîðûå ïîëåçíûå âñïîìîãàòåëüíûå ôîðìóëû.
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2. Êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà M3 èíâàðèàíòà

Äëÿm = 3 ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííîå óïîðÿäî÷åííîå çàöåïëå-
íèå  L = L1∪L2∪L3. Äëÿ òàêîãî çàöåïëåíèÿ îïðåäåëåí èíâàðèàíò
Ìåëèõîâà γ( L) êàê â (cf. [A] Theorem 17):

γ( L) = c1( L)

−((1, 2)(2, 3) + (2, 3)(3, 1) + (3, 1)(1, 2))(c1(L1) + c1(L2) + c1(L3))

−((3, 1) + (2, 3))(c1(L1 ∪ L2)− (1, 2)(c1(L1) + c1(L2)))

−((1, 2) + (3, 1))(c1(L2 ∪ L3)− (2, 3)(c1(L2) + c1(L3)))

−((2, 3) + (1, 2))(c1(L3 ∪ L1)− (3, 1)(c1(L3) + c1(L1))),

ãäå ÷åðåç (i, j) = c0(L − i ∪ Lj) îáîçíà÷åíû êîýôôèöèåíòû
çàöåïëåíèÿ ïàð êîìïîíåíò Li, Lj, i, j = 1, 2, 3, i ̸= j, c1 ýòî
êîýôôèöèåíò â ïîëèíîìå Êîíâåÿ ∇ L(z) = zm−1(c0 + c1z

2 + . . . )
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîãî m-êîìïîíåíòíîãî ïîäçàöåï-
ëåíèÿ, m = 1, 2, 3. Ïîëèíîì Êîíâåÿ èñïîëüçóåòñÿ êàê â [21], [22].
Îïðåäåëèì èíâàðèàíò M̃( L) ïî ôîðìóëå:

M̃( L) = −(1, 2)(2, 3)(3, 1)γ( L) + ((1, 2)2(2, 3)2β(L3 ∪ L1)+

+ (2, 3)2(3, 1)2β(L1 ∪ L2) + (3, 1)2(1, 2)2β(L2 ∪ L3)), (1)

ãäå
β(Li ∪ Lj) = c1( L)− c0( L)(c1(L1) + c1(L2)) (2)

èíâàðèàíò Ñàòî�Ëåâèíà äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî 2-êîìïîíåíòíîãî
çàöåïëåíèÿ  L = Li ∪ Lj, i ̸= j.

Çàìå÷àíèå 1

Ìîæíî ïîäñòàâèòü ôîðìóëó äëÿ γ â âûðàæåíèå (1). Ïîëó÷èòñÿ
ñëåäóþùàÿ áîëåå êîðîòêàÿ ôîðìóëà:

M̃ = −(1, 2)(2, 3)(3, 1)c1( L)+

[(2, 3)(3, 1) + (1, 2)(2, 3) + (2, 3)(3, 1)]

[(2, 3)(3, 1)β(L1∪L2)+(3, 1)(1, 2)β(L2∪L3)+(1, 2)(2, 3)β(L3∪L1)]+

((1, 2)(2, 3)(3, 1))[(1, 2)(2, 3)+
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(2, 3)(3, 1) + (3, 1)(1, 2)](c1(L1) + c1(L2) + c1(L3)). (3)

Â ïðåäïîëîæåíèè î íåçàóçëåííîñòè êîìïîíåíò  L, ïîñëåäíÿÿ
÷åòâ¼ðòàÿ ñòðîêà â ôîðìóëå (3) ðàâíà íóëþ, äîïîëíèòåëüíî,
ïîëó÷èòñÿ β(Li ∪ Lj) = c1(Li ∪ Lj).

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü P ((2, 3), (3, 1), (1, 2)) � ôóíêöèÿ îò ïîïàðíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ çàöåïëåíèÿ. Ñêàæåì, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì ïî-
ëèíîìîì, åñëè P ((2, 3), (3, 1), (1, 2)) � ïîëèíîì îò ïîïàðíûõ
êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ ñ íóëåâîé ÷åòíîé ÷àñòüþ. Ñëó÷àé
(1, 2)(2, 3)(3, 1) ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ïðàâûì, à ñëó÷àé (1, 2)(2, 3)(3, 1) ≤
0 íàçûâàåòñÿ ëåâûì.

Òåîðåìà 1

1. Â ïðåäïîëîæåíèè (2, 1) = (3, 1) ñóùåñòâóåò ïîëèíîì

P ((2, 3), (3, 1), (1, 2)),

ôîðìóëà ïîëèíîìà âûïèñàíà â ÷àñòè 2, òàêîé, ÷òî

M( L) = M̃( L) + P ((2, 3), (3, 1), (1, 2)) (4)

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
íàáîðà ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ (3, 1), (1, 2), (2, 3)
(ïðè ñôîðìóëèðîâàííîì ïðåäïîëîæåíèè) è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
âåêòîðà ñ íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè (λ1, λ2, λ3) (â ïðåäïîëîæå-
íèè λ2 = λ3), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì âèòêîâ, èíâàðèàíò
M óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:

M(λ1L1 ∪ λ2L2 ∪ λ3L3) = λ4
1λ

4
2λ

4
3M(L1 ∪ L2 ∪ L3) (5)

(ïîäðîáíîå îïðåäåëåíèå îïåðàöèè L1 ∪ L2 ∪ L3 7→ λ1L1 ∪ λ2L2 ∪
λ3L3, λi ∈ Z+, i = 1, 2, 3, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé âçÿòèÿ
êàáåëÿ, äàíî â ðàçäåëå 6).
Îáùèé ñëó÷àé òð¼õ ðàçëè÷íûõ ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çà-

öåïëåíèÿ òàêæå ècñëåäîâàí â ðàçäåëå 6 ÷àñòè 2 ðàáîòû. Äëÿ
ýòîãî ñëó÷àÿ óäàëîñü ëèøü äîêàçàòü, ÷òî ñëàãàåìîå R ïîëèíîìà
P (ñì. ôîðìóëó (16)) âûïèñûâàåòñÿ îò ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ
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çàöåïëåíèÿ â íåÿâíîé ôîðìå. Ïðè ýòîì óñëîâèå λ2 = λ3 îïóñêà-
åòñÿ.
2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (ëåâîãî) çàöåïëåíèÿ LHopf , êîòîðîå íà-

çûâàåòñÿ çàöåïëåíèåì Õîïôà è èìååò îòðèöàòåëüíûå ïîïàðíûå
êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò (1, 2) = (2, 3) = (3, 1) = −1
(îïðåäåëåíèå ñì. â ðàçäåëå 3), ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùåå ôîðìóëû:

M( LHopf(−1,−1,−1)) = 0; M̃( LHopf(−1,−1,−1)) = +1. (6)

3. Êîìáèíàòîðíûé èíâàðèàíò â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4) ñîâ-
ïàäàåò ñ èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì, ïîñòðîåííûì â [A].
4. Èíâàðèàíò M â ôîðìóëå (4) ÿâëÿåòñÿ êîñîçåðêàëüíûì èëè

çåðêàëüíî-àñèììåòðè÷íûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷-
íîãî çàöåïëåíèÿ (çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé
ïëîñêîñòè ïðîåêöèè) çíà÷åíèå èíâàðèàíòà ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâî-
ïîëîæíîå: M 7→ −M .

Çàìå÷àíèå 2

Íåêîòîðûå ñëàãàåìûå èíòåãðàëà, íàïðèìåð, ñëàãàåìûå ïðè ðàñ-
êðûòèè ôîðìóëû [9](23), ìåíÿþò çíàê ïðè íå÷åòíîé ïåðåñòàíîâêå
íîìåðîâ ìàãíèòíûõ ëèíèé. Ïîýòîìó ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî îðè-
åíòèðîâàííûå êîìïîíåíòû â òðîéêå óïîðÿäî÷åíû. Èçìåíåíèå
ïîðÿäêà è îðèåíòàöèé êîìïîíåíò íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíà-
÷åíèÿ M , íàïðèìåð, ïî óòâåðæäåíèþ 3 Òåîðåìû 1 M .

Çàìå÷àíèå 3

Àñèìïòîòè÷åñêîå ñâîéñòâî (5) íóæäàåòñÿ â ïîÿñíåíèè. Èçîòî-
ïè÷åñêèé êëàññ êàáåëüíîãî çàöåïëåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû
îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Åñëè ïðåäñòàâëÿòü êàáåëü ñàòåëëèòîì,
òî èçîòîïè÷åñêèé êëàññ çàâèñèò îò äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà
îñíàùåíèÿ êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ  L â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû,
ïðè ïîìîùè êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñàòåëëèò, ïðåäñòàâëÿþùèé
êàáåëü. Â [25] äîêàçàíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (5) íå çàâèñèò
îò óêàçàííîãî ïðîèçâîëà, ïðèâåäåì ýòî äîêàçàòåëüñòâî.
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Ïðè ãîìîòîïèè ïðîèçâîëüíîãî çàöåïëåíèÿ (L1, L2) ñ òî÷êîé
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ pt íà L1 ïîäñêîê èíâàðèàíòà Ñàòî�Ëåâèíà ñî-
ñòàâèò

δ(β) = sign(pt)l1l2,

ãäå sign(pt) � çíàê òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, l1, l2 � êîýôôè-
öèåíòû çàöåïëåíèÿ ïåòåëü ñ âåðøèíîé pt êîìïîíåíòû L1 ñ
êîìïîíåíòîé L2, l1 + l2 = (1, 2).
Ïðè ãîìîòîïèè ïðîèçâîëüíîãî çàöåïëåíèÿ (L1, L2, L3) ñ òî÷êîé

ñàìîïåðåñå÷åíèÿ pt íà L1 ïîäñêîê γ-èíâàðèàíòà ñîñòàâèò

δ(γ) = sign(pt)(2, 3)[l1,2l2,3(2, 3) + l1,3l2,2],

ãäå sign(pt) � çíàê òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, l1,2, l2,2 � êîýô-
ôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ ïåòåëü ñ âåðøèíîé pt
êîìïîíåíòû L1 ñ êîìïîíåíòîé L2, l1,2 + l2,2 = (1, 2); l1,3, l2,3 �
êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ ïåòåëü ñ âåðøèíîé
pt êîìïîíåíòû L1 ñ êîìïîíåíòîé L3, l1,3 + l2,3 = (3, 1).
Ïóñòü λ2 = λ3 = 1, çàöåïëåíèå (λL1, L2, L3) ïðåòåðïåâàåò ãî-

ìîòîïèþ ñ îäíîé òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ pt íà êîìïîíåíòå λL1,
ïðè êîòîðîé âîçíèêàþùèå ïåòëè ñ âåðøèíîé â òî÷êå ñàìîïåðåñå-
÷åíèÿ èìåþò êàáåëüíûå êîýôôèöèåíòû m1,m2; m1 + m2 = λ.
Ïîäñêîê ñóììû (2, 3)2(3, 1)2β(λL1, L2)+(3, 1)2(1, 2)2β(L3, λL1))

â ôîðìóëå (1)ñîñòàâèò:

δβ = 2sign(pt)(2, 3)2(3, 1)2(1, 2)2m1m2

λ2
;

ïîäñêîê γ-ñëàãàåìîãî áóäåò ïðîòèâîïîëîæåí óêàçàííîìó çíà÷å-
íèþ, ñì. Appendix, Ïðåäëîæåíèå A4.

Çàìå÷àíèå 4

Ñòàíäàðòíîå (ëåâîå) çàöåïëåíèå Õîïôà (Ðèñ. 1) ñîñòîèò èç òðåõ
ñëîåâ ðàññëîåíèÿ Õîïôà. Îðèåíòàöèÿ ïðîñòðàíñòâà ïðè ýòîì
áåðåòñÿ òàêîé, ÷òîáû âñå òðè ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòà çàöåï-
ëåíèÿ ñëîåâ áûëè áû ðàâíû −1, ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñîïðÿæåíèþ
ãîëîìîðôíûõ ôîðìóë äëÿ ðàññëîåíèÿ Õîïôà.
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Ðèñ. 1

Ñëîè ïðàâîãî ðàññëîåíèå Õîïôà çåðêàëüíû ê ñëîÿì ëåâîãî
ðàññëîåíèÿ Õîïôà. Ñôåðà S3 â ýòîì ïðèìåðå âûáèðàåòñÿ â
ñòàíäàðòíîé ãîëîìîðôíîé ñòðóêòóðå. Ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîé
ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ïðîñòðàíñòâî S3 \ {pt} îòîæäåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ Åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì R3, ÷òî, íàïðèìåð, äëÿ
ãîëîìîðôíîãî ñëó÷àÿ ïîçâîëÿåò çàïèñàòü:  LHopf(+1,+1,+1) ⊂
R3 .

Çàìå÷àíèå 5

Â ðàáîòå [9] ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà î ïîëèíîìå P â ôîðìóëå
(4). Ýòà ãèïîòåçà óòâåðæäàëà, ÷òî ôîðìóëà ïîëèíîìà P ñîâ-
ïàäàåò ñ ôîðìóëîé (25) äëÿ ñëàãàåìîãî P1 ïîëèíîìà. Ãèïîòåçà
îêàçûâàåòñÿ íåâåðíîé, ïîñêîëüêó äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå R,
ñì. ôîðìóëó (21)[A-S2] â ÷àñòíîì ñëó÷àå (2, 3) = (3, 1) è â îáùåì
ñëó÷àå (ñì. ðàçäåë 6 [A-S2]), íå áûëî ó÷òåíî.

3. Ñïåöèàëüíûå 2- è 3-êîìïîíåíòíûå óïîðÿäî÷åííûå
îðèåíòèðîâàííûå çàöåïëåíèÿ

Íàì ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëåíèå ñïåöèàëüíîãî 2-êîìïîíåíòíîãî çà-
öåïëåíèÿ  LHopf(p),  LopHopf(−p) (ñ ïîðÿäêîì êîìïîíåíò) ñïåöè-
àëüíîå çàöåïëåíèå çàâèñèò îò öåëîãî êîýôôèöèåíòà p ∈ Z
çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò. Ñïåöèàëüíîå 3-êîìïîíåíòíîå çàöåïëå-
íèå (îðèåíòèðîâàííîå, ñ ïîëíûì ïîðÿäêîì êîìïîíåíò) òàêæå
ïîòðåáóåòñÿ, îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç  L0((2, 3), (3, 1), (1, 2)) è èçîá-
ðàæåíî íà Ðèñ. 2.
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Ðèñ. 2

Çàöåïëåíèå  LopHopf(−(3, 1)) èçîáðàæåíî íà Ðèñ. 3.

Ðèñ. 3

Îïðåäåëèì òàêæå 3-êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå  LHopf(p, p, p),
èçîáðàæåííîå íà Ðèñ. 4,

Ðèñ. 4

êîòîðîå çàâèñèò îò îäíîãî îáùåãî êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ
ëþáîé ïàðû êîìïîíåíò. Çàöåïëåíèå  LHopf(p, p, p) îáîáùàåòñÿ äî
çàöåïëåíèÿ  LHopf(p, pq, pq), â êîòîðîì êîìïîíåíòû L1, L2 ðàñïî-
ëîæåíû êàê ó çàöåïëåíèÿ ïðè q = 1, à êîìïîíåíòà L3 çàöåïëåíà
ñ êàæäîé èç êîìïîíåíò ñ äîïîëíèòåëüíûì ïàðàìåòðîì q ïîä-
êðóòêè, êîòîðûé ìåíÿåò êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ. Çàöåïëåíèå
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 LHopf(p, pq, pq) ñîâïàäàåò ñ  LHopf(p, p, p) ïðè q = 1, Îáà çàöåïëå-
íèÿ èñïîëüçóþòñÿ âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû.
Îïðåäåëèì ìîäèôèöèðîâàííûå çàöåïëåíèÿ:

 L0((2, 3), (3, 1), (1, 2)) 7→  L
op(1)
0 ((2, 3),−(3, 1),−(1, 2)), (7)

 L0((2, 3), (3, 1), (1, 2)) 7→  L
op(2)
0 (−(2, 3), (3, 1),−(1, 2)),

 L0((2, 3), (3, 1), (1, 2)) 7→  L
op(3)
0 (−(2, 3),−(3, 1), (1, 2)).

 LHopf(p, p, p) 7→  L
op(1)
Hopf(p,−p,−p). (8)

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ  LopHopf(−p) äëÿ 2-êîìïîíåíòíûõ çàöåï-
ëåíèé. Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà L1 çàöåïëåíèÿ  LopHopf(−p) ÿâëÿåòñÿ
ñòàíäàðòíîé îêðóæíîñòüþ, âòîðàÿ êîìïîíåíòà −L2 =  Lop2 ðàñïî-
ëîæåíà íà ãðàíèöå ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ïåðâîé êîìïîíåíòû,
ýòà êîìïîíåíòà âðàùàåòñÿ −p ðàç âîêðóã ïàðàëëåëè ïðè äâè-
æåíèè âäîëü ìåðèäèàíà âäîëü öåíòðàëüíîé ëèíèè, ïðè ýòîì
äâèæåíèè âäîëü ìåðèäèàíà èäåò âñòðå÷íîå ïî îòíîøåíèþ ê
îðèåíòàöèè ïåðâîé êîìïîíåíòû. Â ýòîì îïðåäåëåíèè ìû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî ïàðàëëåëü êîìïîíåíòû Lop2 íà  LHopf(p) çàöåïëåíà
ñ L1 ñ êîýôôèöèåíòîì çàöåïëåíèÿ −p.
Î÷åâèäíî, ÷òî çàöåïëåíèå  LHopf(p) ïîëó÷àåòñÿ èç  LopHopf(−p)

ïîñðåäñòâîì èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè âòîðîé êîìïîíåíòû. Çàìå-
òèì, ÷òî åñëè îðèåíòàöèè îáåèõ êîìïîíåíò èçìåíèòü îäíîâðå-
ìåííî, èçîòîïè÷åñêèé êëàññ çàöåïëåíèÿ  LHopf(p) ñîõðàíèòñÿ.
Îáîçíà÷èì çàöåïëåíèå  LHopf(p) ÷åðåç p. Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ, çàöåïëåíèå  LopHopf(−p) áîëåå ïðîñòîå, ïî ñðàâíåíèþ ñ
 LHopf(p), ïîñêîëüêó c1( LopHopf(−p)) = 0, ñì. Ëåììà 4.
Îïðåäåëèì  LHopf(p, p, p) â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ôîðìóëû (8)

êàê çàöåïëåíèå, êîòîðîå ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ðàçðåøåíèÿ ïëîñ-
êîé îêðóæíîñòè, îñíàùåííîé ñ êîýôôèöèåíòîì ñàìîçàöåïëåíèÿ
p â òðåõêîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå ñ ïîïàðíûìè êîýôôèöèåíòàìè
çàöåïëåíèÿ p. Äëÿ p = 1 îïðåäåëåíèå òðåáóåòñÿ â Òåîðåìå 1,
óòâåðæäåíèå 2. Çàöåïëåíèå â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (7) ïðåä-
ñòàâëåíî íà Ðèñ. 2. Ìîäèôèêàöèÿ (8) îïðåäåëåíà î÷åâèäíûì
ñïîñîáîì ïîñðåäñòâîì îáðàùåíèÿ îðèåíòàöèè îòìå÷åííîé êîì-
ïîíåíòû, ïîìå÷åííîé íèæíèì èíäåêñîì. Äëÿ ìîäèôèêàöèè (7)
îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî.
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Îïðåäåëèì çàöåïëåíèÿ

ΦR
Hopf((3, 1), (2, 3), (1, 2)),  LLHopf((3, 1), (2, 3), (1, 2)),

êîòîðûå íåèçîòîïíû äðóã äðóãó è êîòîðûå ∆-ýêâèâàëåíòíû
çàöåïëåíèþ  L0((3, 1), (2, 3), (1, 2)). Ïîñðåäñòâîì êîìïîçèöèè çåð-
êàëüíîé ñèììåòðèè (îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè) è èçìåíåíèÿ îðè-
åíòàöèè îðèåíòàöèé êîìïîíåíò (êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé (8)
ïî êàæäîé êîìïîíåíòå) çàöåïëåíèå ΦR

Hopf((3, 1), (2, 3), (1, 2)) ïðå-
îáðàçóåòñÿ â çàöåïëåíèå ΦL

Hopf(−(3, 1),−(2, 3),−(1, 2)).
Çàöåïëåíèå ΦR

Hopf((3, 1), (2, 3), (1, 2)) ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ. 5.

Ðèñ. 5

Çàöåïëåíèå ΦL
Hopf(−(3, 1),−(2, 3),−(1, 2)) ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ. 6.

Ðèñ. 6

Èçîòîïèÿ îò çàöåïëåíèÿ ΦR
Hopf((3, 1), (2, 3), (1, 2)) ê çàöåïëåíèþ

Φ
L;op(1+2+3)
Hopf ((3, 1), (2, 3), (1, 2)) îïðåäåëåíà ïîñðåäñòâîì âðàùåíèÿ
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çàöåïëåíèÿ íà óãîë π îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé îêðóæíîñòè
ïîëíîòîðèÿ (ìàãíèòíîé òðóáêè), êîòîðûé ñîäåðæèò êîìïîíåíòû
çàöåïëåíèÿ.
Êîìïîçèöèÿ îòðàæåíèÿ ñ ðàññìîòðåííîé èçîòîïèåé, â ðå-

çóëüòàòå êîòîðîé îðèåíòàöèÿ êîìïîíåíò îáðàùàåòñÿ îïðåäåëÿåò
ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîãî çàöåïëåíèÿ ΦR

Hopf((3, 1), (2, 3), (1, 2)) â
çàöåïëåíèå ΦL

Hopf(−(3, 1),−(2, 3),−(1, 2)).

4. Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ Êîíâåÿ äëÿ ñïåöèàëüíûõ
çàöåïëåíèé

Ñëåäóþùàÿ ëåììà î êîýôôèöèåíòå c1( L) ïîëèíîìà Êîíâåÿ äëÿ
äâóõêîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèé  L = L1 ∪ L2. Åñëè êîìïîíåíòû
L1, L2 íåçàóçëåíû, ïî ñîîòíîøåíèþ (2) ïîëó÷èì: c1( L) = β( L).

Ëåììà 3

Èíâàðèàíò Ñàòî�Ëåâèíà, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (2), âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

β( LHopf(p)) =
(p + 1)p(p− 1)

6
. (9)

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3

Ìû ïðåäñòàâèì äâà ðàçíûõ äîêàçàòåëüñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî 1.
Âû÷èñëèì ëåâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (9), èñïîëüçóÿ ïîëèíîì

Êîíâåÿ. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèå β( LHopf(p)) ÿâëÿåòñÿ ïîëè-
íîìîì ñòåïåíè 3 ïåðåìåííîé p. Äëÿ p = −1, 0, èëè +1, ïîëó÷èì:
β( LHopf(p)) = 0 è β( LHopf(2)) = 1. Ðàâåíñòâî (9) ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííî âîçìîæíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî 2.
Âìåñòå ñ çàöåïëåíèåì  LHopf(p) ðàññìîòðèì çàöåïëåíèå

 LopHopf(−p).

Êàê ìû çàìåòèëè âûøå, ýòî âëå÷¼ò ðàâåíñòâî: c1( LopHopf(−p)) = 0.
Êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ  LopHopf(−p) ÿâëÿþòñÿ íåçàöåïëåííûìè è
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â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (2) ïîëó÷èòñÿ: β( LopHopf(−p)) = 0.
Ôîðìóëà (9) ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ñëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ çà-
öåïëåíèÿ ñ èçìåíåííîé îðèåíòàöèåé îäíîé èç êîìïîíåíò. Îáùàÿ
ôîðìóëà äëÿ òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äîêàçàíà â ðàáîòå [26].

Ëåììà 4

Âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

γ( L0((2, 3), (3, 1), (1, 2))) = 0, (10)

M̃( L0((2, 3), (3, 1), (1, 2)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4

Äîêàæåì ïåðâîå óðàâíåíèå. Êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ

 L0((2, 3), (3, 1), (1, 2))

ÿâëÿþòñÿ íåçàóçëåííûìè è ñîáñòâåííîå 2-êîìïîíåíòíîå ïîäçà-
öåïëåíèÿ ñóòü çàöåïëåíèÿ  LopHopf(k), äëÿ p = (2, 3), p = (3, 1), p =

(1, 2), äëÿ êîòîðûõ c1( LopHopf(p)) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èíâàðè-
àíòà Ìåëèõîâà âûïîëíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

γ( L0((2, 3), (3, 1), (1, 2))) = c1( L0((2, 3), (3, 1), (1, 2))).

Íà÷í¼ì ðàçóçëèâàòü çàöåïëåíèå, óìåíüøàÿ êîýôôèöèåíò çàöåï-
ëåíèÿ (1, 2) äî íóëÿ, èñïîëüçóÿ äåôîðìàöèþ ñ ïåðåñå÷åíèåì
êîìïîíåíò L1, L2. Ñëåäóþùèé øàã ðàñïóòûâàíèÿ âûãëÿäèò
àíàëîãè÷íî, íî ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò (1, 2) îêàçûâàåòñÿ íà 1
ìåíüøå ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ. Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî äîêà-
æåòñÿ ïî èíäóêöèè.
Èñïîëüçóåì ñêåéí-ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîëèíîìà Êîíâåÿ. Ïðè

êàæäîì ïåðåñå÷åíèè êîìïîíåíò L1 è L2 âîçíèêàåò îñîáåííàÿ
êîìïîíåíòà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷àåì êàê ïåðâóþ êîìïîíåíòó
çàöåïëåíèÿ L1♯L2 ∪ L3, ÷èñëî êîìïîíåíò ïðè ýòîì óìåíüøàåòñÿ
ñ 3 äî 2, ïðè÷åì ïîäñêîê çíà÷åíèÿ c1( L) îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì
c1(L1♯L2 ∪ L3). Íî L1♯L2 ∪ L3 =  LopHopf((1, 3) + (2, 3)). Ïîñêîëüêó
c1( LopHopf(p)) = 0, p ∈ Z, ïîëó÷àåòñÿ òðåáóåìûé øàã èíäóêöèè.
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Áàçà èíäóêöèè çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåì ðàâåíñòâîì:

c1( L0((2, 3), (3, 1), 0)) = 0.

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü äîêàçàíî àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì.
Èñïîëüçóåì äîïîëíèòåëüíóþ èíäóêöèþ, ïðè êîòîðîé àáñîëþòíîå
çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà (2, 3) óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ. Êàæäûé
øàã ýòîé äîïîëíèòåëüíîé èíäóêöèè àíàëîãè÷åí øàãó îñíîâíîé
èíäóêöèè; áàçà äîïîëíèòåëüíîé èíäóêöèè âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî
äëÿ òðåõêîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ ïîëó÷åííîãî èç  LopHopf((3, 1))
äîáàâëåíèåì êîìïîíåíòû L3, çíà÷åíèå c1 ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì.
Íàêîíåö, áàçà âñïîìîãàòåëüíîé èíäóêöèè âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà
c1( L0(0, (3, 1), 0)) = 0, êîòîðîå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî çàöåïëåíèå
 L0(0, (3, 1), 0) èìååò íåçàóçëåííóþ êîìïîíåíòó L2 â øàðå, êîòî-
ðûé íå ïåðåñåêàåò êîìïîíåíòû L1, L3.
Âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóë:

β( LopHopf(p)) = 0, c1( LopHopf(p)) = 0.

Ðàññìîòðèì 3-êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå  LHopf(−1,−1,−1), êî-
òîðîå èñïîëüçóåòñÿ â Òåîðåìå 1. Ýòî çàöåïëåíèå èçîáðàæåíî íà
Ðèñ. 1, êðîìå òîãî, ýòî ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé çàöåïëåíèÿ, èçîáðà-
æåííîãî íà Ðèñ. 4.

Ëåììà 5

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

γ( LHopf(−1,−1,−1)) = +1.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 5

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 3 ìû áóäåì ðàçâÿçûâàòü
êîìïîíåíòû L2, L3 çàöåïëåíèÿ  LHopf(−1,−1,−1) äåôîðìàöèåé
ñ ïåðåñå÷åíèåì äî òåõ ïîð, ïîêà ýòè êîìïîíåíòû íå îêàæåòñÿ
íåçàöåïëåííûìè. Îáîçíà÷èì ïðîöåññ ðàçâÿçûâàíèÿ ÷åðåç

 LHopf(−1,−1,−1) 7→  LHopf(0,−1,−1).

Âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óðàâíåíèå: c1( LHopf(0,−1,−1)) = 0, êîòî-
ðîå äîêàçàíî â Ëåììå 3.
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Ïðè îäíîì ïåðåñå÷åíèè êîìïîíåíò L1 è L2 âîçíèêàåò îñîáîå
çàöåïëåíèå, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L1♯L2 ∪ L3. Ñêà÷¼ê çíà-
÷åíèÿ c1( L) îïðåäåë¼í çíà÷åíèåì−c1(L1♯L2∪L3), ïîñêîëüêó çíàê
îñîáîé òî÷êè ïðè ïåðåñå÷åíèè îòðèöàòåëüíûé.
Íî L1♯L2 ∪ L3 =  LHopf(−2). Ïîñêîëüêó â ñîîòâåòñòâèè ñ

Ëåììîé 4 âûïîëíåíî óðàâíåíèå c1( LHopf(−2)) = −1, ìû ïîëó÷èì
òðåáóåìîå.

Ðàññìîòðèì çàöåïëåíèå  L0((2, 3), (3, 1), (1, 2)) è ìîäèôèöèðóåì
ýòî çàöåïëåíèå:

 L0((2, 3), (3, 1), (1, 2)) 7→  L
op(1)
0 ((2, 3),−(3, 1),−(1, 2)).

Äëÿ èíâàðèàíòà M , îïðåäåëåííîãî â [9], áóäåò âûïîëíåíî ñîîò-
íîøåíèå:

M( L0((2, 3), (3, 1), (1, 2))) = M( L
op(1)
0 ((2, 3),−(3, 1),−(1, 2)). (11)

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå M̃ ìîäèôèöèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ.

Ëåììà 6

Âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

M̃( L
op(1)
0 ((2, 3),−(3, 1),−(1, 2)) = (12)

+
1

3
(1, 2)2(2, 3)2(3, 1)2[(1, 2) + (3, 1)]

+
1

6
(1, 2)(2, 3)(3, 1)[(1, 2)(2, 3) + (2, 3)(3, 1)].

M̃( L
op(2+3)
0 (−(2, 3), (3, 1), (1, 2)) = (13)

+
1

3
(1, 2)2(2, 3)2(3, 1)2[(1, 2) + (3, 1)]

+
1

6
(1, 2)(2, 3)(3, 1)[(1, 2)(2, 3) + (2, 3)(3, 1)],

ãäå çàöåïëåíèå  L
op(2+3)
0 (−(2, 3), (3, 1), (1, 2)) ïîëó÷åíî èç

 L
op(1)
0 ((2, 3),−(3, 1),−(1, 2))

ïðè ïîìîùè èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè êîìïîíåíòû L1.
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Ñëåäñòâèå 7

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàöåïëåíèÿ  L ñ ïîïàðíûìè êîýôôèöèåíòàìè
çàöåïëåíèÿ (1, 2), (2, 3), (3, 1) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

M̃( Lop(1))− M̃( L) = (14)

+
1

3
(1, 2)2(2, 3)2(3, 1)2[(1, 2) + (3, 1)]

+
1

6
(1, 2)(2, 3)(3, 1)[(1, 2)(2, 3) + (2, 3)(3, 1)].

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 6

Äîêàæåì ôîðìóëó:

6c1( L
op(1)
0 ((2, 3),−(3, 1),−(1, 2))) = (15)

−(2, 3)[((1, 2) + (3, 1))3 − ((1, 2) + (3, 1))]

+(1, 2)[(1, 3)3 − (1, 3)] + (3, 1)[(1, 2)3 − (1, 2)].

Áóäåì ðàñöåïëÿòü êîìïîíåíòû L2, L3 ãîìîòîïèåé ñ ïåðåñå÷åíè-
åì, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îáå êîìïîíåíòû íåçàóçëåíû. Íà ñëåäóþùåì
øàãå, åñëè (2, 3) ̸= 0, ìû ïîëó÷èì çàöåïëåíèå òîãî æå òèïà, êîýô-
ôèöèåíò çàöåïëåíèÿ êîòîðîãî (2, 3) íà 1 ìåíüøå ïî àáñîëþòíîìó
çíà÷åíèþ. Áàçà èíäóêöèè äàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

6c1( L
op(1)
0 (0,−(3, 1),−(1, 2))) =

= (1, 2)[(1, 3)3 − (1, 3)] + (3, 1)[(1, 2)3 − (1, 2)].

Ñîîòíîøåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî Ëåììå 4. Ðàññìîò-
ðèì ãîìîòîïèþ çàöåïëåíèÿ  L

op(1)
0 (0,−(3, 1),−(1, 2)), ðàçóçëèâàÿ

êîìïîíåíòû L1 è L3, ïðè÷åì íîñèòåëü äåôîðìàöèè âûáåðåì
âíóòðè øàðà, êîòîðûé ñîäåðæèò êîìïîíåíòó L2. Ãîìîòîïèÿ èìå-
åò (3, 1) îñîáûõ òî÷åê (ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî êîýôôèöèåíò
çàöåïëåíèÿ ïîëîæèòåëüíûé, à â îáùåì ñëó÷àå îñîáûå òî÷êè
áóäóò ìèìåòü îòðèöàòåëüíûé çíàê). Â ðåçóëüòàòå òàêîé ãîìî-
òîïèè ìû ïîëó÷èì çàöåïëåíèå  L

op(1)
0 (0, 0,−(1, 2)), äëÿ êîòîðîãî

c1( L
op(1)
0 (0, 0,−(1, 2))) = 0. Çíà÷åíèå c1( L

op(1)
0 (0,−(3, 1),−(1, 2)))
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âû÷èñëåíî ñóììîé òàêèõ çíà÷åíèé ïî âñåì 2-êîìïîíåíòíûì çà-
öåïëåíèÿì  L(i) = L2 ∪ L3♯L1(i), êîòîðûå âîçíèêàþò â ïðîöíåññå
ãîìîòîïèè.
Âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: c1( L(i)) = (3, 1)c1(L3♯L1(i))+

c1( LHopf((1, 2))), êîòîðîå ìîæíî äîêàçàòü âû÷èñëåíèåì β( L(i)) =
β( LHopf((1, 2)) ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû: c1( L(i)) = β( L(i)) −
(3, 1)c1(L3♯L1(i)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû:∑

i

c1(L3♯L1(i)) = β( LHopf(3, 1)) = c1( LHopf((3, 1)).

Ýòîãî äîñòàòî÷íî, åñëè èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (9), ïîëó÷èì ôîð-
ìóëó (16) äëÿ áàçû èíäóêöèè.
Íà êàæäîì øàãå èíäóêöèè ðàññìîòðèì çàöåïëåíèå: −L1 ∪

L2♯L3 =  LHopf(−(1, 2)− (3, 1)), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíà ôîðìóëà
(9), ïîëó÷èòñÿ: 6c1( LHopf(−(1, 2) − (3, 1))) = −((1, 2) + (3, 1))3 −
((1, 2) + (3, 1)). Óðàâíåíèå (15) äîêàçàíî.
Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ îñòàâøèõñÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà

Êîíâåÿ, êîòîðûå âõîäÿò â ôîðìóëó γ. Î÷åâèäíî, ÷òî c1(L1) =
c1(L2) = c1(L3) = 0, c1(L2∪L3) = 0. Ìû ïîëó÷èì: 6c1(−L1∪L2) =
−((1, 2)3 − (1, 2)), 6c1(−L3 ∪ L1) = −((3, 1)3 − (3, 1)). Âû÷èñëèì
çíà÷åíèå 6γ( L

op(1)
0 ((2, 3),−(3, 1),−(1, 2))). Ïîëó÷èì:

− (2, 3)[((1, 2) + (3, 1))3 − ((1, 2) + (3, 1))] + (1, 2)[(1, 3)3 − (1, 3)] +

+ (3, 1)[(1, 2)3 − (1, 2)] + (−(3, 1) + (2, 3))[(1, 2)3 − (1, 2)] +

+ ((2, 3)− (1, 2))[((3, 1)3 − (3, 1)] =

= − (2, 3)[((1, 2)+(3, 1))3− ((1, 2)+(3, 1))]+(2, 3)[((3, 1)3− (3, 1)] +

+ (2, 3))[(1, 2)3 − (1, 2)] = − 3(1, 2)(2, 3)(3, 1)[(1, 2) + (3, 1)].

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå 6M̃( L
op(1)
0 ((2, 3),−(3, 1),−(1, 2))). Ïîëó÷èì:

3(1, 2)2(2, 3)2(3, 1)2[(1, 2) + (3, 1)]− (2, 3)2(2, 1)2[(3, 1)3 − (3, 1)]−
−(2, 3)2(2, 1)2[(1, 2)3 − (1, 2)].

Ýòî âûðàæåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî ñ êîýôôèöèåíòîì 1
6 ëåâîé

÷àñòè ôîðìóëû (14). Ýòî äîêàçûâàåò ôîðìóëó (12).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (13) âñïîìíèì, ÷òî ïðè çåðêàëü-

íîå ïðåîáðàçîâàíèè ìîìåíòû êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ íå÷åò-
íîé ñòåïåíè â ôîðìóëå M̃ ìåíÿþò çíàê. Ëåììà 6 äîêàçàíà.
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5. Îáùèå çàìå÷àíèÿ î ïîëèíîìå (4)

Èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò M( L) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ïî
îòíîøåíèþ ê ÷åòíîé (öèêëè÷åñêîé) òðàíñïîçèöèè ïîðÿäêà êîì-
ïîíåíò è êîñîñèììåòðè÷åñêèì, åñëè îäíîâðåìåííî ïîìåíÿòü ïî-
ðÿäîê êàêîé-ëèáî ïàðû êîìïîíåíò è ïðèìåíèòü çåðêàëüíóþ
ñèììåòðèþ ïðîñòðàíñòâà.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïîëèíîì P äîëæåí âûðàæàòüñÿ êàê ñóì-

ìà îäíîðîäíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé:

P ((2, 3), (3, 1), (1, 2)) =

= P1((2, 3), (3, 1), (1, 2)) + R((2, 3), (3, 1), (1, 2)), (16)

ãäå ïîëèíîì P1((2, 3), (3, 1), (1, 2)) ñîñòîèò èç ñëàãàåìûõ òèïà (18)
íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé è çàäàí óðàâíåíèåì (25). Ïîëèíîì

R((2, 3), (3, 1), (1, 2))

ñîñòîèò èç ñëàãàåìûõ íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé òèïà (21) íèæå è áóäåò
îïðåäåë¼í â ÷àñòè 2.
Îáà ïîëèíîìà â ôîðìóëå (16) ïðåäñòàâëåíû ñóììîé ýëåìåí-

òàðíûõ ìîíîìîâ:

P ((2, 3), (3, 1), (1, 2)) =

N∑
i=0

pi((2, 3), (3, 1), (1, 2)). (17)

Òèïû ìîíîìîâ ïåðå÷èñëåíû íèæå. Ïîëèíîì P1 ñîäåðæèò ìî-
íîìû òèïà S1, ïîëèíîì R ñîäåðæèò ìîíîìû òèïîâ S1, S2.
Ìîíîìû â ñèììåòðè÷åñêîì ïîëèíîìå ìîãóò èìåòü âèä

(1, 2)i(2, 3)j(3, 1)k,

ãäå àïðèîðè âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî
öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè).
Ñëó÷àé S1, Ïîäñëó÷àé A

i = 1, j = 0, k = 0 (mod 2). (18)

Ñëó÷àé S1, Ïîäñëó÷àé B

i = 1, j = 1, k = 1 (mod 2). (19)
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Ñëó÷àè
i = 0, j = 0, k = 0 (mod 2); (20)

i = 1, j = 1, k = 0 (mod 2). (21)

ñîîòâåòñòâóþò ÷åòíûì ìîíîìàì è íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Ëåììà 8

Åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîýôôèöèåíò èç ïîëíîãî íàáîðà
(2, 3), (3, 1), (1, 2) îáðàùàåòñÿ â íîëü: (2, 3)(3, 1)(1, 2) = 0, òî ïîëè-
íîì P1 îáðàùàåòñÿ â íîëü òîæäåñòâåííî.

Ñëåäñòâèå 9

Èç Ëåììû 8 ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ â (17) äëÿ i = 0, 1, 2 îáðàùà-
þòñÿ â íîëü.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 8

Åñëè äâà èç òð¼õ êîýôôèöèåíòîâ îáðàùàþòñÿ â íîëü,

(1, 2)2(2, 3)2 + (2, 3)2(3, 1)2 + (3, 1)2(1, 2)2 = 0,

òî èíâàðèàíò M̃( L) â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4) îáðàùàåòñÿ â
íîëü. Íî â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò M( L) òàêæå
ðàâåí íóëþ, êàê ñëåäóåò èç [9], [14].
Åñëè è òîëüêî åñëè îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ îáðà-

ùàåòñÿ â íîëü, à äâà äðóãèå íå ðàâíû íóëþ, ïîëó÷èòñÿ:

(1, 2)2(2, 3)2 +(2, 3)2(3, 1)2 +(3, 1)2(1, 2)2 ̸= 0, (1, 2)(2, 3)(3, 1) = 0.

Ñêàæåì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, (1, 2)(2, 3) ̸= 0. Òîãäà èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó (4), ïîëó÷èì:

M̃( L) = (1, 2)2(2, 3)2β(L1 ∪ L3).

Íî â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî [14], òàêæå ïîëó÷èòñÿ:

M( L) ≃ (1, 2)2(2, 3)2β(L1 ∪ L3).

Áîëåå òîãî, íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò â ýòîì óðàâíåíèè íå
çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà R((2, 3), (3, 1), (1, 2)), ïîñêîëüêó â
ñëó÷àå (3, 1) = 0 ïîëèíîì òîæäåñòâåííî íóëåâîé.
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Èíâàðèàíò M̃av

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî  L ÿâëÿåòñÿ çàöåïëåíèåì ñ ïðåäïèñàííû-
ìè ïîïàðíûìè êîýôôèöèåíòàìè çàöåïëåíèÿ (2, 3), (3, 1), (1, 2) è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî

k = (2, 3)(3, 1)(1, 2) ̸= 0. (22)

Îïðåäåëèì ìîäèôèêàöèþ  L 7→  Lav of  L. Â ÷àñòíîñòè, ìîäèôèêà-
öèÿ  L 7→  Lav èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà  L =  L0((2, 3), (3, 1)(1, 2))
ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì çàöåïëåíèåì.
Ïðèìåíèì ìîäèôèêàöèþ (7):

 L 7→  Lop(1)(−(2, 3),−(3, 1), (1, 2)),  L 7→  Lop(2)((2, 3),−(3, 1),−(1, 2)), (23)

 L 7→  Lop(3)(−(2, 3), (3, 1),−(1, 2)),  L 7→  Lop(1+2+3)((1, 2), (2, 3), (3, 1)).

Ýòà ìîäèôèêàöèÿ íå ñîõðàíÿåò êëàññ èçîòîïèè çàöåïëåíèÿ. Íà-
áîð çàöåïëåíèé â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (17) ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé
ãðóïïû Êëåéíà:

Z/2× Z/2 = {e, op(1 + 2), op(2 + 3), op(3 + 1)},
êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà çàöåïëåíèè  L èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè íà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàõ êîìïîíåíò. Ñóùåñòâóåò 2 îðáèòû, êàæ-
äàÿ îðáèòà ñîäåðæèò 4 çàöåïëåíèÿ.
Îïðåäåëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî ôîðìóëå:

M̃av( L) =
1

4
[M̃( L)+M̃( Lop(3+1))+M̃( Lop(1+2))+M̃( Lop(2+3))]. (24)

Ëåììà 10

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïîëèíîì:

P1((2, 3), (3, 1), (1, 2)) = (25)

+
1

6
(1, 2)2(2, 3)2(3, 1)2[(1, 2) + (2, 3) + (3, 1)]

+
1

12
(1, 2)(2, 3)(3, 1)[(1, 2)(2, 3) + (2, 3)(3, 1) + (3, 1)(1, 2)].

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàöåïëåíèÿ  L ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà:

M̃( L) + P1 = M̃av( L). (26)

Èíâàðèàíò (24) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì íåîðèåíòèðîâàííûõ çà-
öåïëåíèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 10

Ïîñêîëüêó M̃ îïðåäåëåí íà îñíîâå ïîëèíîìà Êîíâåÿ, êîòîðûé íå
ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè âñåõ êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ,
ïîëó÷èòñÿ:

M̃( Lop(1+2+3)) = M̃( L); M̃( Lop(1)) = M̃( Lop(2+3)); (27)

M̃( Lop(2)) = M̃( Lop(3+1)); M̃( Lop(3)) = M̃( Lop(1+2)).

×òîáû äîêàçàòü ôîðìóëó (26) èñïîëüçóåì ñâîéñòâî:

M̃av( Lop(1+2+3)) = M̃av( L)

è ðàññìîòðèì íèæå ôîðìóëó (28), êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ôîðìó-
ëå (24):

M̃av( Lop(1+2+3)) =

=
1

4
[M̃( Lop(1+2+3)) + M̃( Lop(3)) + M̃( Lop(1)) + M̃( Lop(2))]. (28)

Ïðèìåíèì ôîðìóëó (28) äëÿ ñïåöèàëüíîãî çàöåïëåíèÿ  L =  L0

è ïîìåíÿåì â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû ñëàãàåìîå M̃( Lop(1+2+3)) íà
M̃( L). Ôîðìóëà (14) ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî èç òðåõ îñòàòî÷-
íûõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè; â Ëåììå 4 äîêàçàíî, ÷òî ïåðâîå
ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (14) ðàâíî íóëþ. Â ýòîì
ñëó÷àå  L =  L0 è ôîðìóëà (26) äîêàçàíà.
Îáùèé ñëó÷àé äîêàçàí ïðèìåíåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ∆-

äâèæåíèé ê ñïåöèàëüíîìó çàöåïëåíèþ  L0. Ïîñðåäñòâîì ýëåìåí-
òàðíîãî ∆-äâèæåíèÿ îáå ÷àñòè ôîðìóëû (26) èçìåíÿþòñÿ íà
îäèíàêîâî.
Ïîíÿòèå ∆-äâèæåíèå ââåäåíî â ðàáîòå [23] è øèðîêî èñïîëü-

çóåòñÿ â àíàëîãè÷íûõ íàøåé çàäà÷àõ, íàïðèìåð, â [24]. Â ëåâîé
÷àñòè ôîðìóëû èìååòñÿ ëèøü ïåðâîå ñëàãàåìîå è åãî ïîäñêîê
êîìïåíñèðóåòñÿ ïîäñêîêîì ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè
ôîðìóëû. Ëåììà 10 äîêàçàíà.

6. Ìàãíèòíûå ëèíèè, ìàãíèòíûå òðóáêè è çàöåïëåíèÿ

Ìû ïðîàíàëèçèðóåì ñâÿçü è ðàçëè÷èå ïîíÿòèé ìàãíèòíîé ëè-
íèè, ìàãíèòíîé òðóáêè è çàöåïëåíèÿ, ïîñêîëüêó ýòî ïðèâîäèò ê
ðàçëè÷èþ â îïðåäåëåíèè M -èíâàðèàíòà.
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Ïîä 3-êîìïîíåíòíûì çàöåïëåíèåì ÷àñòî ïîíèìàåòñÿ îäíî-
ìåðíîå îðèåíòèðîâàííîå ïîäìíîãîîáðàçèå èç òð¼õ ñòàíäàðòíûõ
îêðóæíîñòåé â R3, êîìïîíåíòû êîòîðîãî óïîðÿäî÷åíû. Â äðóãîì
îïðåäåëåíèè òðåáóåòñÿ çàôèêñèðîâàòü ïàðàìåòðèçàöèþ ýòîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ò.å. ñ÷èòàòü, ÷òî çàôèêñèðîâàíî âëîæåíèå
óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà òð¼õ äèçúþíêòíûõ îêðóæíîñòåé â R3.
Ïåðâîìó îïðåäåëåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ïîíÿòèå çàöåïëåíèÿ òð¼õ
ìàãíèòíûõ òðóáîê, à âòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïîíÿòèå òðîéêè ìàã-
íèòíûõ ëèíèé.
Â îïðåäåëåíèè ìàãíèòíîé òðóáêè òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü

ìàãíèòíîé ïîëå (áåçäèâåðãåíòíîå âåêòîðíîå ïîëå) âíóòðè òîíêî-
ãî ïîëíîòîðèÿ, îêðóæàþùåãî çàöåïëåíèå (êàê ïîäìíîãîîáðàçèå),
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî âñþäó âäîëü ìàã-
íèòíîé ëèíèè è êàñàåòñÿ ãðàíèöû êàæäîãî òîíêîãî ïîëíîòîðèÿ.
Ïðè ýòîì ðàçíèöà ìåæäó ìàãíèòíîé ëèíèåé è óçëîì (êîìïî-
íåíòîé çàöåïëåíèÿ) ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ìàãíèòíîé òðóáêè
îïðåäåëåí äîïîëíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà � ìàãíèòíûé ïîòîê
÷åðåç òðàíñâåðñàëüíîå ñå÷åíèå òðóáêè. Ïîýòîìó äëÿ ìàãíèòíûõ
òðóáîê Ui, Uj êîýôôèöèåíòû ïîïàðíîãî çàöåïëåíèÿ (i, j), âîîáùå
ãîâîðÿ, ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
Ìàãíèòíûå ëèíèè èñïîëüçóþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïèñàíèÿ

ïîâåäåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè òðóáêè, êîòîðîå õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå òðàíñâåðñàëüíîãî ñå÷åíèÿ â
ñåáÿ. Â ðàìêàõ íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæ-
äàÿ ìàãíèòíàÿ ëèíèÿ â íàáîðå òðåõ ëèíèé çàìêíóòà. Â ýòîì
ñëó÷àå ðàçëè÷èå ìåæäó òðîéêîé ìàãíèòíûõ ëèíèé è ïàðàìåòðè-
çîâàííûì òðåõêîìïîíåíòíûì çàöåïëåíèåì â òîì, ÷òî ìàãíèòíàÿ
äëèíà ìàãíèòíîé ëèíèè ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, à äëèíà ïà-
ðàìåòðèçàöèè êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ âñåãäà íîðìèðîâàíà. Ïî
ìàãíèòíîé ëèíèè ìîæíî ïîñòðîèòü ìàãíèòíóþ òðóáêó, ïðåäïî-
ëàãàÿ, ÷òî ëèíèÿ ñíàáæåíà ïîëåì áåñêîíå÷íî-òîíêèõ äèñêîâ â
òðàíñâåðñàëüíîì ñå÷åíèè, à ñàìà ëèíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì
ïåðåõîäîì, êîãäà óòîëùåíèå ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, ïðè ñîõðàíåíèè
ìàãíèòíîãî ïîòîêà.
Ïîä λ-êàáåëåì ìàãíèòíîé òðóáêè ïîíèìàåòñÿ ïðîäîëæåíèå

λ-êðàòíîãî êàáåëÿ öåíòðàëüíîé ìàãíèòíîé ëèíèè òðóáêè. Ïðè
âçÿòèè êàáåëÿ ðåçóëüòàò óñëîâíî îáúåäèíÿåòñÿ â áîëüøóþ îáú-
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åìëþùóþ ìàãíèòíóþ òðóáêó, äëÿ êîòîðîé ìàãíèòíûé ïîòîê â λ
ðàç áîëüøå ìàãíèòíîãî ïîòîêà èñõîäíîé ìàãíèòíîé òðóáêè. Ïðè
ýòîì λ ∈ Z � öåëîå, ïðè λ = −1 ìàãíèòíàÿ òðóáêà ñàìà íå
ìåíÿåòñÿ, ìåíÿåòñÿ ëèøü íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè
òðóáêè èëè, ýêâèâàëåíòíî, ìåíÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ öåíòðàëüíîé
ëèíèè òðóáêè íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.
Ïîíÿòèå λ-êàáåëÿ ìàãíèòíîé ëèíèè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî λ ∈ R+

� âåùåñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, ïðîèñõîäèò óìíî-
æåíèå ïàðàìåòðèçàöèè ìàãíèòíîé ëèíèè â λ ðàç. Ôîðìàëüíî,
ïàðàìåòð λ ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëüíûì, íî ýòî ïðèâåäåò ê
óñëîæíåíèþ ôîðìóëèðîâîê. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîíÿòèå ìàã-
íèòíîé ëèíèè â êîíòåêñòå êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ ñ ïàðàìåòðè-
çàöèåé, òî λ ∈ N ñëåäóåò ïðåäïîëàãàòü öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì.
Ñòàðóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ìàãíèòíîé ëèíèè ïðèõîäèòñÿ ïîìíèòü,
ïîñêîëüêó óäîáíî âèäåòü ïàðàìåòð λ êàê ìàãíèòíóþ äëèíó ñòà-
ðîé ìàãíèòíîé ëèíèè â åå íîâîé ïàðàìåòðèçàöèè.
Ïåðåéäåì ê M -èíâàðèàíòó, êîòîðûé ïåðâîíà÷àëüíî ñòðîèòñÿ

äëÿ çàöåïëåíèÿ èç ìàãíèòíûõ òðóáîê è ïðèìåíÿåòñÿ ê çà-
öåïëåíèþ èç ìàãíèòíûõ ëèíèé. Ïóñòü  L-òðåõêîìïîíåíòíîå çà-
öåïëåíèå, ïîñòðîåííîå äëÿ òðåõ çàìêíóòûõ ìàãíèòíûõ ëèíèé.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàãíèòíûé ïàðàìåòð íà ìàãíèòíîé ëèíèè
ñîâïàäàåò ñ ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì çàöåïëåíèå. Ïåðåôîð-
ìóëèðóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ñâîéñòâî M -èíòåãðàëà â òåðìèíàõ
ñâîéñòâà èíâàðèàíòà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà äëÿ çàöåïëåíèÿ.
Îáîçíà÷èì èñêîìûé êîìáèíàòîðíûé èíâàðèàíò çàöåïëåíèé

÷åðåç M line. Ïî êîíñòðóêöèè M -èíòåãðàëà àñèìïòîòè÷åñêèé
èíâàðèàíò M line ñëåäóåò îïðåäåëèòü òàê. Ðàññìîòðèì êàáåëü
 Lnorm = ((2, 3)L1, (3, 1)L2, (2, 3)L1). Îïðåäåëèì ãëàâíîå çíà÷åíèå

M line(L1, L2, L3) = M̃( Lnorm) + . . . (29)

(ýòî ðàöèîíàëüíûé èíâàðèàíò, ïîñòðîåííûé íà îñíîâå èíâàðè-
àíòà êîíå÷íîãî òèïà). Îöåíèì àñèìïòîòèêó èíâàðèàíòàM line ïî
ôîðìóëå:

λsM(λL1, L2, L3) =

= M̃( Lnorm(λL1, L2, L3)) + T ((λ · 1, 2), (2, 3), (3, λ · 1)), (30)

ãäå T -ïîäõîäÿùèé ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ çàâèñèò
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ëèøü îò çíà÷åíèé k, λ (ñì. (22)). (Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû âû-
÷èñëåíèÿìè äîêàæåì, ÷òî T = 0). Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòîèò
èíòåãðàë, â ïðàâîé êîìáèíàòîðíûé èíâàðèàíò êîíå÷íîãî òèïà.
Âû÷èñëèì ïîêàçàòåëü s â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (30), ÷òîáû

àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà ñîâïàëà ñ àñèìïòîòèêîé êîìáèíàòîðíîãî
èíâàðèàíòà. Â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ñóììà íåèçâåñòíîãî ïîëèíî-
ìà îò ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ è êîìáèíàòîðíîãî
èíâàðèàíòà, çíà÷åíèå êîòîðîãî ïî λ âäîëü êàæäîé ìàãíèò-
íîé ëèíèè èìååò àñèìïòîòèêó λ4. ×òîáû èñêîìàÿ ôîðìóëà
ñóùåñòâîâàëà, íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àñèìïòîòèêà êî-
ýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ (è ëþáîãî ìîìåíòà îò îò êîýôôèöèåíòà
çàöåïëåíèÿ) ïî λ âäîëü êàæäîé èç äâóõ çàöåïëÿåìûõ ìàãíèòíûõ
ëèíèé ðàâíà λ2 (íî íå λ, êàê òðåáóåòñÿ ó àñèìïòîòè÷åñêîãî
ýðãîäè÷åñêîãî èíâàðèàíòà Õîïôà). Óñëîâèìñÿ, ÷òî ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ïåðâîãî (ãëàâíîãî) ñëàãàåìîãî â ôîðìóëå (30) çàöåïëåíèå
 Lnorm(λL1, L2, L3) èñïîëüçóåòñÿ êàê íîðìàëèçàöèÿ çàöåïëåíèÿ
(λL1, L2, L3), à âòîðîå ïîëèíîìèàëüíîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (30)
ïîíèìàåòñÿ â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå è âû÷èñëÿåòñÿ ïî íîðìà-
ëèçàöèè çàöåïëåíèÿ  Lnorm ïðè λ-êàáåëå êàæäîé åãî êîìïîíåíòå.
Òåì ñàìûì, àñèìïòîòèêà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè ïî
λ ñîñòàâèò λ4+4+4, ãäå ïîêàçàòåëè â ñóììå óêàçàíû ïî íîìåðó
êîìïîíåíòû.
Ïàðàìåòð k ïðåäñòàâëåí àñèìïòîòè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîì

çàöåïëåíèÿ ïàðû ìàãíèòíûõ ëèíèé (ñ ëþáûìè íîìåðàìè), êàæ-
äàÿ ìàãíèòíàÿ ëèíèÿ ïàðû èìååò äëèíó ïîðÿäêà λ, ïî íàøåìó
ñîãëàøåíèþ îá àñèìïòîòèêå êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ ïîëó-
÷èòñÿ k(λ) ∼ λ12. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðìåòð s = 8 â ëåâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà (30).
Ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ êîìáèíàòîðíîãî èíâàðèàíòà çàöåïëå-

íèé, ñîîòâåòñòâóþùåãî M -èíâàðèàíòó ìàãíèòíûõ òðóáîê. Îáî-
çíà÷èì òàêîé èíâàðèàíò ÷åðåç M tube. Âûáåðåì

√
k2 ïîëîæè-

òåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (
√
k)2 = |k| (ñåé÷àñ äëÿ ïðîñòîòû

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàöåïëåíèå  L ïðàâîå ñ ïîëîæèòåëüíûìè
ïîïàðíûìè êîýôôèöèåíòàìè çàöåïëåíèÿ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
çàöåïëåíèå  L òàêîâî, ÷òî êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà Li ÿâëÿåòñÿ
êàáåëåì ñîîòâåòñòâóþùåé êðàòíîñòè íàä êîìïîíåíòîé ñ íîìå-
ðîì i âñïîìîãàòåëüíîãî çàöåïëåíèÿ  L⊙ ó êîòîðîãî ïîïàðíûå
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êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ
√

(i + 1, i + 2). Ïðèìåíèì ê çàöåï-
ëåíèþ  L⊙ îïåðàöèþ íîðìàëèçàöèè, ðåçóëüòàò îáîçíà÷èì ÷åðåç
 L⊙norm. Ê çàöåïëåíèþ  L⊙norm ïðèìåíèì êàáåëü êðàòíîñòè 4

√
k ïî

êàæäîé êîìïîíåíòå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ çàöåïëåíèå  Lnorm,
íîðìàëèçàöèÿ çàöåïëåíèÿ  L, ïîñêîëüêó äâà êàáåëÿ çàöåïëåíèÿ
 L⊙ ïåðåñòàíîâî÷íû (çíà÷åíèåM -èíâàðèàíòà íå çàâèñèò îò ïðåä-
ñòàâèòåëÿ êàáåëÿ).
Îïðåäåëèì ãëàâíîå çíà÷åíèå

M tube(λL1, L2, L3) = M̃( Lnorm) + . . . (31)

Áóäåì èñêàòü ðàöèîíàëüíûé èíâàðèàíò M tube( L) ïî ôîðìóëå:

λsM(λL1, L2, L3) =

= M̃( Lnorm(λL1, L2, L3))+W ((1, 2), (2, 3), (3, 1)) = M tube( L), (32)

ãäå W -ïîäõîäÿùèé ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé èùåì çàâèñèìûì ëèøü
îò k. Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòîèò èíòåãðàë, â ïðàâîé êîìáè-
íàòîðíûé èíâàðèàíò êîíå÷íîãî òèïà.
Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ s â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà

(32). Àñèìïòîòèêà êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ êàæäîé êîìïîíåí-
òû çäåñü îáû÷íàÿ ∼ λ, êàê ó àñèìïòîòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà
õîïôà. Ïîñêîëüêó k ∼ λ2, òî deg(W ) = 2 + s

2. Ïåðåõîä îò
 L⊙ ê  L⊙norm èìååò ïîêàçàòåëü λ10 = λ4λ6, ïîñêîëüêó ïîêàçàòåëü
4
√
k-êàáåëÿ ïî êàæäîé êîìïîíåíòå ðàâåí λ6, à ïîêàçàòåëü íîð-

ìàëèçàöèè  L⊙ 7→  L⊙norm ðàâåí λ4. Ïîýòîìó s = 5 è deg(W ) = 7.

7. Âûâîäû è îáñóæäåíèÿ

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû ïðîäåëàíû ïðåäâàðèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ.
Âû÷èñëåíî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (16), êîòîðîå îïðåäåëåíî
ïîëèíîìîì îò ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò.
Ýòîò ïîëèíîìèàëüíîå ñëàãàåìîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç P1 è õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèåì: ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè êîìïîíåíò
çàöåïëåíèÿ çíà÷åíèå èíâàðèàíòà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4)
íå ìåíÿåòñÿ. Ñëàãàåìîå P1 ñîâïàëî ñ ïîëèíîìîì, êîòîðûé áûë
âûïèñàí â [9]. Ñëàãàåìîå R ïîëèíîìà P âû÷èñëåíî âî âòîðîé
÷àñòè ðàáîòû.
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8. Appendix

Ïðåäëîæåíèå A1

Ïóñòü  L�ïðîèçâîëüíîå çàöåïëåíèå ñ k( L) ̸= 0. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî èìååòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ èíâàðèàíòà M , M ′ êîíå÷íîãî òèïà.
Äëÿ óïðîùåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáà èíâàðè-
àíòà îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ïî êîíå÷íîêðàòíîìó êîíôèãó-
ðàöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó çàöåïëåíèÿ (ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå
îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè, êàê äîêàçàíî â [9], M -èíâàðèàíò ýòèì
ñâîéñòâîì îáëàäàåò), êîòîðûå èìåþò ðàâíûå ïîäñêîêè ïðè ∆-
äâèæåíèÿõ íà îäíîé è äâóõ êîìïîíåíòàõ çàöåïëåíèÿ  L. Òîãäà
ïîäñêîê èíâàðèàíòîâ M , M ′ ïðè ïðîèçâîëüíîì ∆-äâèæåíèè
çàöåïëåíèÿ  L, â òîì ÷èñëå íà òðåõ êîìïîíåíòàõ, ñîâïàäàåò.

Ñëåäñòâèå A2

Ðàçíîñòü M −M ′ çàâèñèò òîëüêî îò ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ
çàöåïëåêíèÿ  L, ïîñêîëüêó èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà, çàâèñè-
ìîñòüM−M ′ îò ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ çàäàåòñÿ
ïîëèíîìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ A1

Äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ñëó÷àÿ ïîäñêîêà M̃�èíâàðèàíòà ïðè
∆-äâèæåíèè íà îäíîé êîìïîíåíòå íå ïðîèñõîäèò. Ðàññìîòðèì ∆-
äâèæåíèåA çàöåïëåíèÿ  L (ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî k( L) ̸= 0) è âêëþ÷èì
ýòî äâèæåíèå â äëèííóþ êîñó, ñîñòîÿùóþ èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ äëÿ ∆-äâèæåíèé, êîòîðûå ÷åðåäóþòñÿ ñ çåðêàëü-
íûìè òðåóãîëüíèêàìè. Äâèæåíèå {Ai} êàê ïåðâîå äâèæåíèå â
ñåðèè: A = A1. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó M , M ′ � èíâàðè-
àíòû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ êàê êðàòíûé èíòåãðàë ïî
íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ïðîñòðàíñòâó êîíôèãóðàöèé, è ïðè ýòîì
êëàññ èçîòîïèè çàöåïëåíèÿ ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå ∆-äâèæåíèé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå çàâèñèò îò íîìåðîâ òðåóãîëüíèêîâ, íà
êîòîðûõ äâèæåíèå ïðîèñõîäèò, à çàâèñèò ëèøü îò èõ ÷èñëà,
òî çíà÷åíèå M − M ′ èìååò íóëåâûå êîíå÷íûå ðàçíîñòè â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Ai, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà
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ðàçíîñòåé. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå M −M ′ çàâèñèò ëèøü îò ÷èñëà
∆-äâèæåíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îïðåäåëÿþùåé ðàçíîñòè, íî
íå çàâèñèò îò ïîðÿäêîâûõ íîìåðîâ äâèæåíèé, òîM−M ′ çàâèñèò
ïîëèíîìèàëüíî îò ÷èñëà ∆-äâèæåíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî äëèííîé êîñå, M −M ′ ÿâëÿåòñÿ

ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé îò ÷èñëà ∆-äâèæåíèé. Äåéñòâèòåëüíî,
ïî êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìå äëÿ òðåõêîìïîíåíòíûõ çàöåï-
ëåíèé, ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ñ
òî÷íîñòüþ äî ∆-äâèæåíèé ñ âåòâÿìè íà äâóõ è îäíîé êîì-
ïîíåíòå, ÷èñëî òàêèõ çàöåïëåíèé êîíå÷íî è êëàññèôèöèðóåòñÿ
âû÷åòîì ïî êîíå÷íîìó ìîäóëþ èíâàðèàíòà µ123, êîòîðûé ïðè ∆-
äâèæåíèè ñ âåòâÿìè íà òðåõ êîìïîíåíòàõ ïîäñêàêèâàåò íà ±1, â
çàâèñèìîñòè îò ëîêàëüíîãî òèïà äâèæåíèÿ.
Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ∆-äâèæåíèé

â êîëè÷åñòâå g = gcd((1, 2); (2, 3); (3, 1)), ïîäñêîê èíâàðèàíòà
M − M ′ ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå çàöåïëåíèÿ
â ðåçóëüòàòå òàêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñâÿçíóþ ñóììó ñ çàöåïëåíèåì èç g-êðàòíûõ êîëåö Áîððîìåî, à
òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå çàöåïëåíèé ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ
ýëåìåíòàðíûõ ∆-äâèæåíèé c âåòâÿìè íà 1 èëè íà 2 êîìïîíåíòàõ
çàöåïëåíèÿ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ïîäñêîêè èíâàðèàíòîâM ,M ′

îäèíàêîâûå. Ïîýòîìó M −M ′ íå ïîäñêàêèâàåò íè íà êàêîì ∆-
äâèæåíèè ðàññìàòðèâàåìîé ñåðèè (è â òîì ÷èñëå, íà äâèæåíèè
A = A1), ïîñêîëüêó ïîëèíîì îò ïåðåìåííîé i íå ìîæåò èìåòü
ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî êîðíåé. Ïðåäëîæåíèå A1 äîêàçà-
íî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàöåïëåíèå  L⊙ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì êàáåëÿ
ñ âåêòîðîì âèòêîâ (λ1, λ2, λ3) äëÿ çàöåïëåíèÿ  Lcable. Îáîçíà÷èì
÷åðåç M̃⊙ èíâàðèàíò, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (1), âû÷èñëÿ-
åìûé äëÿ  L⊙, íî ïðè ýòîì â ôîðìóëå ïîäñòàâëåíû ïîïàðíûå
êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ  Lcable. Ïóñòü ïðè ∆-äâèæåíèè çàöåï-
ëåíèÿ  L⊙ ïîäñêîê èíâàðèàíòà M̃( L⊗) ñîñòàâëÿåò δ⊗ = δ⊗γ +
δ⊗β . Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ñèíãóëÿðíîå äâèæåíèå ñîäåðæèò
äâå âåòâè íà êîìïîíåíòå L⊙1 è îäíó âåòâü íà êîìïîíåíòå L⊙2 .
Ðàññìîòðèì èíäóöèðîâàííîå ∆-äâèæåíèå êàáåëÿ è îáîçíà÷èì
÷åðåç δcableγ + δcableβ = δcable ñóììàðíûé ïîäñêîê, ñîñòàâëåííûé èç
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λ2
1λ2 ýëåìåíòàðíûõ ∆-äâèæåíèé çíà÷åíèÿ M̃( Lcable)-èíâàðèàíòà.

Â âûøåïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ íèæíèì èíäåêñîì γ îáîçíà÷åí
ïîäñêîê ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â M̃( Lcable), à íèæíèì èíäåñêñîì
β îáîçíà÷åí ïîäñêîê ñîîòâåòñòâóþùåãî âòîðîãî ñëàãíàåìîãî â
ôîðìóëå (1).

Ïðåäëîæåíèå A3

1. Ïîäñêîêè δcable, δ⊗ ñâÿçàíû ôîðìóëîé:

δcableγ = λ4
1λ

4
2λ

4
3δ
⊗
γ ; (33)

δcableβ = λ4
1λ

4
2λ

4
3δ
⊗
β . (34)

2. Åñëè â ôîðìóëó M̃( L⊙) âìåñòî ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ
çàöåïëåíèÿ  L⊙ ïîäñòàâèòü ïîïàðíûå êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ
 Lcable, òî ïîäñêîê δ⊙;cable

γ + δ⊙;cable
β òàê îïðåäåëåííîãî èíâàðèàíòà

ïðè òîì æå ∆-äâèæåíèè ñâÿçàí ñ ïîäñêîêîì èíâàðèàíòà δcable

ôîðìóëîé:
δcableγ = λ2

1λ
2
2λ

2
3δ
⊙;cable
γ ; (34)

δcableβ = λ2
1λ

2
2δ
⊙;cable
β . (35)

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ A3

Ìû äîêàæåì Óòâåðæäåíèå 2, ïîñêîëüêó Óòâåðæäåíèå 1 èç ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ òàêæå âûòåêàåò. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ∆-äâèæåíèÿ
çàöåïëåíèÿ  L⊙ íà êîìïîíåíòàõ L1 (äâóêðàòíîé) è L2. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî λ2 = λ3 = 1, λ1 ̸= 0, ïîñêîëüêó ïåðåõîä ê áîëåå îáùåìó
ñëó÷àþ íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé.
Âû÷èñëèì δ⊙;cable

γ . Äî âçÿòèÿ êàáåëÿ íà êîìïîíåíòå L1 áûëè
äâå ïåòëè L+,1, L−,1, êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ ýòèõ ïåòåëü ñ
L3 îáîçíà÷èì ÷åðåç µ, (1, 3) − µ. Ïðè ∆-äâèæåíèè ïîäñêîê γ-
èíâàðèàíòà ñîñòàâèò −(1, 3) + 2µ ýòî ðàçíîñòü êîýôôèöèåíòîâ
çàöåïëåíèÿ ïåòåëü L+,1 è L−,1 c L3.
Ïîñëå âçÿòèÿ êàáåëÿ äâèæåíèÿ ñåðèè ðàñïàäàþòñÿ íà λ1

îäèíàêîâûõ ñåðèé, êàæäàÿ ñåðèÿ ñîäåðæèò λ1 ∆-äâèæåíèé, èí-
äåêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðîì 1 ≤ i ≤ λ1. Ñóììà ðàçíîñòåé ïî
âñåì ýëåìåíòàì ñåðèè êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ ïåòåëü L+,1(i)
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è L−,1(i) ñ L3 ðàâíà 2λ1µ − λ1(1, 3). Ïîäñêîê γ-èíâàðèàíòà ïî
âñåì ñåðèÿì ñîñòàâèò λ2

1(2µ − (3, 1)), îòêóäà âûòåêàåò (34) ïðè
ñôîðìóëèðîâàííîì îãðàíè÷åíèè íà êðàòíîñòè êàáåëÿ.
Âû÷èñëåíèå δ⊙;cable

β àíàëîãè÷íî. Ïðåäëîæåíèå A3 äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå A4

Ïóñòü çàöåïëåíèå (λL1, L2, L3) ïðåòåðïåâàåò ãîìîòîïèþ ñ îäíîé
òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ pt íà êîìïîíåíòå λL1, ïðè êîòîðîé
âîçíèêàþùèå ïåòëè ñ âåðøèíîé â òî÷êå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ èìåþò
êàáåëüíûå êîýôôèöèåíòû m1,m2; m1 + m2 = λ.
Ïîäñêîê ñóììû (2, 3)2(3, 1)2β(λL1, L2)+(3, 1)2(1, 2)2β(L3, λL1))

â ôîðìóëå (1) ñîñòàâèò:

δβ = 2sign(pt)(2, 3)2(3, 1)2(1, 2)2m1m2

λ2
;

ïîäñêîê γ-ñëàãàåìîãî áóäåò ïðîòèâîïîëîæåí óêàçàííîìó çíà÷å-
íèþ.
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Àõìåòüåâ Ï.Ì., Ñìèðíîâ À.Þ.

Êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà äëÿ M-èíâàðèàíòà
ìàãíèòíûõ ëèíèé II

Ââåäåíèå

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû áûë ñôîðìóëèðîâàí îñíîâíîé ðåçóëü-
òàò, êîòîðûé äîêàçûâàåòñÿ. À èìåííî, ñóùåñòâóåò ïîëèíîì P
â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4) [1], ïåðâîå ñëàãàåìîå P1 êîòîðîãî
îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (25) [1]. Ýòîò ïîëèíîì áûë èçó÷åí â ïåðâîé
÷àñòè ðàáîòû. Âòîðîå ñëàãàåìîå R â ôîðìóëå (16) [1] áóäåò
îïðåäåëåíî â ýòîé âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû.
Îñòàíîâèìñÿ êðàòêî íà ñòðóêòóðå âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû. Â

ðàçäåëå 1 äîêàçàíî, ÷òî åñëè àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò ñ
ãëàâíîé ÷àñòüþ çàäàííîé ïî ôîðìóëå (2) ÷àñòè 1 ñóùåñòâóåò,
òî ýòîò èíâàðèàíò îäíîçíà÷åí. Â ðàçäåëå 2 ïðîâîäÿòñÿ âû-
÷èñëåíèÿ äëÿ ñïåöèàëüíûõ çàöåïëåíèé ñ ðàâíûìè ïîïàðíûìè
êîýôôèöèåíòàìè çàöåïëåíèÿ. Â ðàçäåëå 3 ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ äëÿ ñïåöèàëüíûõ çàöåïëåíèé äëÿ êîòîðûõ äâà èç òðåõ
ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ ñîâïàäàþò. Îïðåäåëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûé èíâàðèàíò M line. Â ðàçäåëå 4 îïðåäåëÿåòñÿ èñêî-
ìûé èíâàðèàíò âî âñïîìîãàòåëüíîé ôîðìå ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà
ê íîðìàëèçóþùåìó êàáåëþ íàä çàöåïëåíèåì. Âñïîìîãàòåëüíûé
èñêîìûé èíâàðèàíò îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M tube. Îáà èíâàðèàíòà
M line, M tube ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè èíâàðèàíòàìè, â ÷àñò-
íîñòè, èíâàðèàíò M tube íå çàïèñàí â òðåáóåìîé ôîðìå M êàê
èíâàðèàíò êîíå÷íîãî òèïà. Èíâàðèàíòû M line, M tube îáñóæäà-
þòñÿ â ÷àñòè 1 â ôèçè÷åñêîì êîíòåêñòå çàäà÷è. Â ðàçäåëå 5 â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äâà èç òðåõ ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòà çà-
öåïëåíèÿ ñîâïàäàþò, âûïèñûâàåòñÿ ôîðìóëà äëÿ îñòàòî÷íîãî
ïîëèíîìà R è, òåì ñàìûì, ñòðîèòñÿ M -èíâàðèàíò êîíå÷íîãî
òèïà. Â ðàçäåëå 6 èññëåäóåòñÿ îáùèé ñëó÷àé áåç êàêîãî-ëèáî äî-
ïîëíèòåëüíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Çàìå÷ó, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàçäåëà
5 è ïðèìåð Fig.11 ðàçäåëà 6 â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ïðîâåðåíû
÷èñëåííî. Îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà ïîëèíîìà R, îïðåäåëåííàÿ â
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ýòîì ðàçäåëå, òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé è ÷èñëåííîé
ïðîâåðêè. Çàêëþ÷èòåëüíûé ðàçäåë 7 ïîñâÿùåí îáñóæäåíèÿì.

1. Åäèíñòâåííîñòü M-èíâàðèàíòà

Cïåöèàëüíîå çàöåïëåíèå ñ âíóòðåííåé ñèììåòðèåé

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îðèåíòèðîâàííîå óïîðÿäî÷åííîå çà-
öåïëåíèå  L = (L1, L2, L3). Â åãî êëàññå ∆-ýêâèâàëåíòíîñòè
ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíîå çàöåïëåíèå  L0((3, 1), (1, 2), (2, 3)) (Ðèñ. 3
[1]). Ðàññìîòðèì ýòî çàöåïëåíèå, êàê çàöåïëåíèå ñ öèêëè÷åñêèì
ïîðÿäêîì êîìïîíåíò.
Îáîçíà÷èì ïðîèçâåäåíèå (3, 1)(1, 2)(2, 3) ÷åðåç k è ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî k ̸= 0. Îïðåäåëèì äâà êëàññà çàöåïëåíèé: íàçîâåì
çàöåïëåíèå ïðàâûì, åñëè k > 0 è ëåâûì, åñëè k < 0.
Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå

F : Right ∪ Left 7→ Right ∪ Left;  L 7→ F ( L),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì âíóòðåííåé ñèììåòðèè çà-
öåïëåíèé ñ ïðåäïèñàííûì öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì êîìïîíåíò.
Îáðàç F ( L) åñòü çåðêàëüíîå çàöåïëåíèå ñ èçìåíåííîé îðèåí-
òàöèåé êîìïîíåíò è èçìåíåíèåì èõ öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà íà
ïðîòèâîïîëîæíûé.
Çàìåòèì, ÷òî îáðàç ñïåöèàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ïðè âíóòðåííåé

ñèììåòðèè íå åñòü ñïåöèàëüíîå çàöåïëåíèå. ×òîáû îáðàç ñïå-
öèàëüíîãî (ïðàâîãî) çàöåïëåíèÿ áûë áû ñïåöèàëüíûì (ëåâûì)
çàöåïëåíèåì, îïðåäåëèì ñïåöèàëüíîå çàöåïëåíèå ïî-äðóãîìó.
Îïåðàöèÿ F âèçóàëèçèðóåòñÿ íà ðèñóíêàõ Ðèñ. 5, Ðèñ. 6 â

[1]. Çàöåïëåíèÿ, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëÿþò êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè ∆-äâèæåíèé ñ ïðåäïèñàííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè çàöåïëåíèÿ, êàê è ñïåöèàëüíîå çàöåïëåíèå, èçîáðàæåííîå íà
Ðèñ. 3. Îáîçíà÷èì ýòè çàöåïëåíèÿ ÷åðåç

ΦL((1, 2), (2, 3), (3, 1)), ΦR((1, 2), (2, 3), (3, 1)). (1)

Çàöåïëåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ çà-
öåïëåíèÿ ïåðåâîäÿòñÿ èçîòîïèåé (âðàùåíèå âîêðóã îñè â ïëîñ-
êîñòè íà ðàçâåðíóòûé óãîë ) îäíî â äðóãîå, ñ èçìåíåíèåì
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îðèåíòàöèè êîìïîíåíò; äâå èç òðåõ êîìïîíåíò ïåðåñòàâëÿþòñÿ
òðàíñïîçèöèåé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ M -èíâàðèàíòà çàöåïëåíèÿ (1)
ÿâëÿþòñÿ áîëåå óäîáíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñïåöèàëüíûìè Fig.3,
÷àñòü 1.

Òåîðåìà 1

Ïðîèçâîëüíûé èíâàðèàíò êîíå÷íîãî òèïà, λs-àñèìïòîòè÷åñêèé
ñ ïîêàçàòåëåì s ≡ 0 (mod 4) ïî êàæäîé ìàãíèòíîé ëèíèè è
êîñîñèììåòðè÷íûé ïðè âíóòðåííåé ñèììåòðèè çàöåïëåíèÿ, îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ãëàâíûì ñëàãàåìûì (â ôîðìóëå
(4) [1] ýòî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè). Â ÷àñòíîñòè, M -
èíâàðèàíò äîïóñêàåò åäèíñòâåííûé îñòàòî÷íûé ïîëèíîì P (ïðè
ïðåîáðàçîâàíèÿ âíóòðåííåé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè êîìïîíåíòû
çàöåïëåíèÿ èñïûòûâàþò íå÷åòíóþ ïåðåñòàíîâêó èíäåêñîâ è âñå
íå÷åòíûå ìîíîìû â P ìåíÿþò çíàê).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P , P ′ � äâà ðàçíûõ ïîëèíîìà îò ïîïàð-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ, äîïîëíÿþùèå ôîðìóëó M�
èíâàðèàíòà äî êîñîñèììåòðè÷íîãî ïðè âíóòðåííåé ñèììåòðèè.
Òîãäà P −P ′ èíâàðèàíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùèé ëèøü îò
ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò è êîñîñèììåò-
ðè÷íûé ïðè âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Ïîñêîëüêó M -àñèìïòîòè÷å-
ñêèé èíâàðèàíò c ïîêàçàòåëåì λ4, P−P ′ òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèé
ñ ýòèì æå ïîêàçàòåëåì. Íî äëÿ íå÷åòíîãî ïîëèíîìà ýòî íåâîç-
ìîæíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2. Âû÷èñëåíèå äëÿ  LHopf(p2, p2, p2)

Ïóñòü p � ïîëîæèòåëüíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, (íèæå ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäñòàíîâêó p2 = k > 0, ãäå íàòóðàëüíûé
ïàðàìåòð k îïðåäåëåí ôîðìóëîé:

k = (2, 3)(3, 1)(1, 2) ̸= 0. (2)
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Ëåììà 2

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî k ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

M̃av( LHopf(k, k, k)) = −k
7

4
; (3)

M̃( LHopf(k, k, k)) = −3

4
k7 − 1

4
k5. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2

Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíîå çàöåïëåíèå  L
op(1)
Hopf(−k, k,−k) ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè çàöåïëåíèÿ (1, 2) = −k, (2, 3) = k, (3, 1) = −k,
êîòîðîå ïîëó÷åíî èç  LHopf(k, k, k) ïîñðåäñòâîì çàìåíû îðèåí-
òàöèè íà ïåðâîé êîìïîíåíòå íà ïðîòèâîïîëîæíóþ. Âû÷èñëåíèå
M̃( L

op(1)
Hopf(−k, k,−k)) ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íî Ëåììå 4, ÷àñòü 1.

Íà÷íåì ìîäèôèöèðîâàòü ýòî çàöåïëåíèå ïðè ïîìîùè ñàìîïå-
ðåñå÷åíèÿ êîìïîíåíò:  L

op(1)
Hopf(−k, k,−k) =  L 7→  L1; çàöåïëåíèå

(Lop1 , L2) ⊂  L ñâÿçàíî ãîìîòîïèåé ñ çàöåïëåíèåì, èìåþùèì äèçú-
þíêòíûå íåçàóçëåííûå êîìïîíåíòû, òàêàÿ ãîìîòîïèÿ ïîòðåáóåò
p òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ.
Ïðè êàæäîì ïåðåñå÷åíèè 2-êîìïîíåíòíîå âîçíèêàåò çàöåïëå-

íèå (L′1♯L
′
2, L3), êîìïîíåíòû êîòîðîãî íåçàóçëåíû, íåçàöåïëåíû

è äèçúþíêòíû. Ïîýòîìó êàæäûé ðàç ñêà÷åê êîýôôèöèåíòà c1

ðàâåí íóëþ.
Â ðåçóëüòàòå ðàçïóòûâàíèÿ, ìû ïîëó÷èì çàöåïëåíèå, ñ ïåð-

âûìè äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè íåçàóçëåííûìè è íåçàöåïëåííûìè
êîìïîíåíòàìè, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû ïàðàëëåëüíî äðóã äðó-
ãó ïðîòèâîîðèåíòèðîâàííûì ñïîñîáîì. Òðåòüÿ êîìïîíåíòà L3

ðàñïîëîæåíà ïàðàëëåëüíî L′1; , L′2 è çàöåïëåíà ñ L′1, L
′
2 ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè −k, k ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîýòîìó ïîëó÷èòñÿ c1( L

op(1)
Hopf(−k, k,−k)) = 1

12(−k4 + k2), ïî-
ñêîëüêó ýòî ïîëèíîì ñòåïåíè 4, à òàêîé ïîëèíîì îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèìè çíà÷åíèÿìè ïðè k = +2,+1, 0,−1,−2. Ïî âû÷èñëåíèþ
èíâàðèàíòà γ, çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå äîïîë-
íèòåëüíîå ñëàãàåìîå ðàâíî −(−2k)c1(L2 ∪ L3) = k4−k2

3 .
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Ðàññìîòðèì ïîëèíîì P1(−k, k,−k) = −1
6k

7 − 1
12k

5. Ïîëó÷èì:

M̃av( LHopf(k, k, k)) = M̃av( L
op(1)
Hopf(−k, k,−k) =

= −γk3 +
k4(k3 − k)

6
+ P1(−k, k,−k) =

=
−k7 + k5

4
+
k7

6
− k5

6
− k7

6
− k5

12
= −k

7

4
.

Òàêæå ïîëó÷èì: M̃( L
op(1)
Hopf(−k, k,−k)) = −γk3 + k4(k3−k)

6 =

− 1
12k

7 + 1
12k

5. Ïîñêîëüêó

M̃av( LHopf(k, k, k)) = M̃( LHopf(k, k, k))+3M̃( L
op(1)
Hopf(−k, k−k)) = k7,

ïîëó÷èì:

M̃( LHopf(k, k, k)) = −3

4
k7 − 1

4
k5.

Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ï.1. Äîêàæåì ñëåäóþùåå.

Ëåììà 3

Ñêà÷îê èíâàðèàíòà M̃ ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ∆-äâèæåíèé
ìåæäó çàöåïëåíèÿìè p LHopf(+1,+1,+1) è  LHopf(p2, p2, p2) ðàâåí
íóëþ.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3

Ðàññìîòðèì çàöåïëåíèå p LHopf(+1,+1,+1) è ïðèáëèçèì äðóã
ê äðóãó êîìïîíåíòû L2, L3, êîòîðûå ìû ðàñïîëîæèì âíóòðè
ïîëíîòîðèÿ U êàê äâà p-êàáåëÿ õîïôîâñêîãî äâóõêîìïîíåíòíîãî
çàöåïëåíèÿ (LHopf,2 ∪ LHopf,3) =  LHopf(+1) ⊂ U . Ðàñïîëî-
æèì êîìïîíåíòó LHopf,2 ñ ïëîñêîé ïðîåêöèåé â ôîðìå êðèâîé
”8”, à êîìïîíåíòó LHopf,3 ðàñïîëîæèì ïàðàëëåëüíûì ñäâèãîì â
ïëîñêîñòè, êîìïîíåíòó LHopf,2 âûáåðåì òàê, ÷òîáû êîìïîíåíòû
çàöåïèëèñü ñ êîýôôèöèåíòîì +1.
Êîìïîíåíòà L1 ðàñïîëîæåíà â äîïîëíåíèè ê U , êàê èìåííî,

äëÿ âû÷èñëåíèÿ

M̃(L1 ∪ LHopf,2 ∪ LHopf,3) (5)
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íå âàæíî, ïîñêîëüêó ïðè ãîìîòîïèè L1 7→ L′1 ýòîé êîìïîíåíòû
âíóòðè R3 \ U çíà÷åíèå (5) íå ìåíÿåòñÿ.
Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó êàáåëÿ l ⊂ U , êîòîðàÿ âðàùàåòñÿ p-

ðàç âîêðóã öåíòðàëüíîé ëèíèè S1 ⊂ U ïîëíîòîðèÿ è ðàññìîòðèì
îñíàùåíèå ξ ýòîé êîìïîíåíòû l â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ñàìîçà-
öåïëåííîñòè êàáåëÿ ðàâåí p2. Êàáåëü äîïîëíèòåëüíî âûáèðàåòñÿ
òàê, ÷òî îñíàùåííûé óçåë (l, ξ) èçîòîïåí ñòàíäàðòíîé ïëîñêîé
îêðóæíîñòè, îñíàùåííîé ñ êîýôôèöèåíòîì p2. Îïðåäåëèì L′2 ∪
L′3 ⊂ U êàê ðåçóëüòàò ñäâèãà l âäîëü îñíàùåíèÿ ξ. Ïî êîí-
ñòðóêöèè, ïîäçàöåïëåíèå L′2∪L′3 èçîòîïíî çàöåïëåíèþ  LHopf(p2).
Ïðèìåíèì ãîìîòîïèþ L1 7→ L′1 ïðè êîòîðîé (L1 ∪ L2 ∪ L3)
èçîòîïíî  LHopf(p2, p2, p2).
Îïèøåì ãîìîòîïèþ h ïîäðîáíåå. Ðàñïîëîæèì êîìïîíåíòû

L1, L2 êàê êàáåëè ïëîñêîãî çàöåïëåíèÿ  LHopf(+1), ïðè ýòîì
êàáåëè âûáèðàþòñÿ áåç ïåðåêðóòêè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîé ïðî-
åêöèè. Â îäíîé òî÷êå ïîñëåäíÿÿ íèòêà êàáåëÿ L2 ïåðåñåêàåò
ñíèçó âñå îñòàëüíûå íèòêè êàáåëÿ è çàìûêàåòñÿ ñ ïåðâîé íèòêîé
îòðåçêîì òðàíñâåðñàëè. Êîìïîíåíòà L3 âûáèðàåòñÿ âåðòèêàëü-
íûì ñäâèãîì ââåðõ èç L2, â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè îòðåçîê
òðàíñâåðñàëè âûáèðàåòñÿ âûøå âñåõ ñðåäíèõ íèòîê êàáåëÿ L1.
Ãîìîòîïèÿ h ñîñòîèò â òîì, ÷òî îòðåçîê òðàíñâåðñàëè êàáåëÿ
L3 ïðîäàâëèâàåòñÿ (ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàêîì ïåðåñå÷åíèÿ) ÷åðåç
p − 1 íèòîê êàáåëÿ L3, ÷òîáû ñîõðàíèòü êîýôôèöèåíò çàöåïëå-
íèÿ îòðåçîê òðàíñâåðñàëè íà L3 çàêðó÷èâàåòñÿ âîêðóã îòðåçêà
òðàíñâåðñàëè íà L2 íà (p− 1) îáîðîò ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì.
Ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ h : (L′1 ∪ L2 ∪ L3) 7→ (L′1 ∪ L′2 ∪ L′3) ñ

íîñèòåëåì íà L2∪L3, äëÿ êîòîðîé L′1 íåïîäâèæíî, à êîìïîíåíòû
L2, L3 ãîìîòîïèðóþòñÿ âíóòðè U áåç ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, íî, âîç-
ìîæíî, ñ âçàèìíûì ïåðåñå÷åíèåì. Ëåãêî ïðåäñòàâèòü îáðàòíóþ
ãîìîòîïèþ h−1 êàê �ðàñòàñêèâàíèå� êîìïîíåíò L′2 ∪ L′3, êîòîðûå
ðàñïîëîæåíû âäîëü öåíòðàëüíîé ëèíèè U î÷åíü áëèçêî äðóã ê
äðóãó, êàæäàÿ êàê p-êàáåëü âíóòðè ïîëíîòîðèÿ V2 ⊂ U , V3 ⊂
U . Ïðîöåññ ðàñòàñêèâàíèÿ ïðîèñõîäèò áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, íî,
âîîáùå ãîâîðÿ, ñ âçàèìíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè.
Àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé êîìïîíåíò ïðè ãîìîòîïèè

h−1 ðàâíî íóëþ. Íàçîâåì òîíêóþ ëåíòî÷êó ñ îäíîé êîìïîíåíòû
L′3, çàöåïëåííóþ ñ äðóãîé êîìïîíåíòîé L′2, óñîì. Êàæäûé óñ
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ñíàáæåí, òåì ñàìûì, çíàêîì ±, êîòîðûé îïðåäåëåí êàê êîýô-
ôèöèåíò çàöåïëåíèÿ óñà ñ êîìïîíåíòîé. Îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî
óñîâ ÷åðåç Ψ = {ψi}.
Ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ L3 7→ L′3 è çàìåíèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

ñ L2 íà óñû. Ïðè ïåðåñå÷åíèè óñîâ ñî ñëåäîì ãîìîòîïèè L′3 óñû
äåôîðìèðóþòñÿ ïðè ïîìîùè âòîðè÷íûõ óñîâ.
Ïðåîáðàçîâàíèå ñåìåéñòâà óñîâ Ψ â ñåìåéñòâî óñîâ Ψ′ íàçîâåì

ýëåìåíòàðíûì, åñëè ýòî îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé.
A. Ñîêðàùåíèå äâóõ áëèçêèõ ïàðàëëåëüíûõ óñîâ ñ ðàçíûìè

çíàêàìè ïóòåì èçîòîïèè L3.
B. Óñ ψi ñåìåéñòâà ïðåîáðàçóåòñÿ â ψ′i â ðåçóëüòàòå ëîêàëüíîãî

ïîäêðó÷èâàíèÿ â îêðåñòíîñòè îñíîâàíèÿ èëè êîíöà óñà âîêðóã
êîìïîíåíòû L′3 èëè L

′
2 ñîîòâåòñòâåííî áåç ïåðåêðó÷èâàíèÿ è áåç

èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ óñà ñ êîìïîíåíòîé.
C. Ïåðåñå÷åíèå óñà ψi ñ äðóãèì óñîì ψj.
D. Ñàìîïåðåñå÷åíèå óñà ψi.
E. Ñêðó÷èâàíèå óñà (ñî çíàêîì) íà ïîëíûé îáîðîò.
Èçó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå M̃ -èíâàðèàíòà ïðè ýëåìåíòàðíîì ïðå-

îáðàçîâàíèè óñîâ. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè A èíâàðèàíòû β, γ íå
èçìåíÿþòñÿ. Èçó÷èì èçìåíåíèÿ èíâàðèàíòîâ γ,β ïðè ïðåîáðàçî-
âàíèÿõ B, C, D, E.
Èçó÷èì ñêà÷êè β,γ-èíâàðèàíòîâ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè òèïà E

(âñå ñëó÷àè áîëåå èëè ìåíåå àíàëîãè÷íû äðóã äðóãó). Ïðè çàêðó-
÷èâàíèè óñà ñ òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ x èíâàðèàíò β èçìåíÿåòñÿ
íà sign(x)(p2 + ε(x))ε(x), ãäå ε(x) � êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ
ïåòëè ñ âåðøèíîé x óñà êîìïîíåòû L′3 ñ êîìïîíåíòîé L

′
2, sign(x)�

çíàê òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íà óñå. Èíâàðèàíò γ èçìåíèòñÿ
íà çíà÷åíèå p4 · sign(x)ε(x). Ñóììàðíûé âêëàä â M̃ -èíâàðèàíò
ñîñòàâèò

−sign(x)ε(x)p10 + sign(x)ε(x)p8(p2 + ε(x)) = p8sign(x). (6)

Íàøà ãîìîòîïèÿ h î÷åíü ñïåöèàëüíàÿ; äëÿ íåå âòîðè÷íûõ
óñîâ íå âîçíèêàåò, à ïðåîáðàçîâàíèÿ óñîâ èìåþò ñïåöèàëüíûé
âèä. Ïðè ãîìîòîïèè h−1 óñû ïîÿâÿòñÿ â äâóõ ãðóïïàõ: â ïåðâîé
ãðóïïå íà îäíîé êîìïîíåíòå íàìîòêè ïðè ïðîäàâëèâàíèè ÷åðåç
ïàðàëëåëüíûå êîïèè êàáåëÿ L2 è âî âòîðîé ãðóïïå â ìàëîé
îêðåñòíîñòè íà ïàðàëëåëüíûõ êîìïîíåíòàõ L′2, L

′
3, ÷òîáû çíàê
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êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ L′2, L
′
3 ñîâïàäàë ñî çíàêîì êîýôôè-

öèåíòà çàöåïëåíèÿ L2, L3. Ñóììàðíûå çíàêè ε â äâóõ ãðóïïàõ
óñîâ ïðîòèâîïîëîæíû äðóã äðóãó. Ïîñêîëüêó ìû âûáðàëè öåí-
òðàëüíûå ëèíèè ñ ïëîñêèì îñíàùåíèåì, óñû ïåðâîé ãðóïïû
äîáàâëÿþòñÿ áåç ïåðåêðóòêè. Óñû äîáàâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî
è ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà áåç ïåðåêðóòêè, áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé
è áåç è âçàèìíûõ ïåðåñå÷åíèé, ïðè ãîìîòîïèè ïîÿâëÿþòñÿ îñî-
áåííîñòè òèïà B. Ïîñêîëüêó êàæäûé óñ çàöåïëåí ñî ñðåäíèìè
ëèíèÿìè L2,Hopf , L3,Hopf ñ îäèíàêîâûìè êîýôôèöèåíòàìè, çíàêè
ïîäñêîêîâ â ôîðìóëå (6)ïðîòèâîïîëîæíû (óñ îðèåíòèðîâàí îò
îñíîâàíèÿ L3 ê òî÷êå ïðèêðåïëåíèÿ íà L2, ïîýòîìó ëîêàëüíûå
ïåðåñå÷åíèÿ âáëèçè ãðàíèöû óñà îäèíàêîâûõ çíàêîâ óñîâ ñ êîì-
ïîíåíòàìè çàöåïëåíèÿ ïðèâîäèò ê ïåðåêðóòêàì óñà â ðàçíûõ
íàïðàâëåíèÿõ; çíàêè ïîäñêîêà èíâàðèàíòà ïðè ïåðåñå÷åíèè îá-
ùåãî âèäà âû÷èñëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè àíàëîãè÷íî).
Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3

Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå (èçîòîïèþ)

B : [p LHopf(+1,+1,+1)] 7→ [ LHopf(p2, p2, p2)],

ãäå ñêîáêè îçíà÷àþò, ÷òî çàöåïëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â êëàññàõ
ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå îïðåäåëåíû íèæå. Ðàññìîòðèì ñïåöè-
àëüíîå çàöåïëåíèå ΦR(+1, p, p) (1) è ðàññìîòðèì êàáåëü ΦR

cab =
ΦR(+1, p, p)cabp(2),cabp(3) íàä 2 è 3 êîìïîíåíòàìè ýòîãî çàöåïëåíèÿ,
êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ êîòîðîãî ðàâíû p2. Çàöåïëåíèå ΦR

cab
ïðåäñòàâëÿåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè p LHopf(+1,+1,+1) ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ãîìîòîïèè êîìïîíåíòû L1 âíå ïîëíîòîðèÿ, ñîäåðæàùåãî
êàáåëè 2 è 3 êîìïîíåíòû. Êîìïîíåíòû L2, L3 çàöåïëåíèÿ ΦR ðàñ-
ïîëîæèì ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó âäîëü ïëîñêîé òîíêîé ëåíòû
â ôîðìå 8 ïî îáå å¼ ñòîðîíû. Êàáåëü ΦR

cab ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
çèãçàãîîáðàçíóþ ñïèðàëü â ïëîñêîñòè ëåíòû, êîíöû îòðåçêà ðàñ-
ïîëîæåíû ñ âíåøíèõ ñòîðîí òî÷åê îñè ñèììåòðèè ïëîñêîé ëåíòû,
êîòîðàÿ ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ñèììåòðèè öåíòðàëüíîé êðèâîé
8 ëåíòûþ è ïåðåñåêàþùóþ ýòó êðèâóþ â äâóõ òî÷êàõ. Êîíöû
îòðåçêà êîìïîíåíòû L2, êîòîðóþ ðàñïîëîæèì íà âåðõíåé ñòîðîíå
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ëåíòû, ñîåäèíèì äóãîé I2 âûøå ïëîñêîñòè, à êîìïîíåíòû L2, ðàñ-
ïîëîæåííóþ íà íèæíåé ñòîðîíå ëåíòû, ñîåäèíèì äóãîé I3 íèæå
ïëîñêîñòè. Ýòî, êîíå÷íî, ïðèâåäåò ê êàáåëþ ΦR

cab ñïåöèàëüíîãî
âèäà.
Òåïåðü ïðîâðàùàåì äóãó I2 ÷åðåç áåñêîíå÷íóþ òî÷êó äî äóãè

I3. Ïðè òàêîé èçîòîïèè êàáåëè ïåðåéäóò â ïàðàëëåëüíûå êðèâûå,
ïðåäñòàâëÿþùèå  LHopf(p2, p2, p2) â êëàññå çàöåïëåíèé ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ãîìîòîïèè êîìïîíåíòû L1 âíå ïîëíîòîðèÿ, ñîäåðæàùåãî
ïàðàëëåëüíûå 2 è 3 êîìïîíåíòû. Ïðè èçîòîïèè A èíâàðèàíò
M̃ íå ìåíÿåòñÿ, à íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè îí êîððåêòíî
îïðåäåëåí. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Òðåòüå äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3

Ìû ðàññìîòðèì êëàññû [p LHopf(+1,+1,+1)], [ LHopf(p2, p2, p2)],
ïðåäñòàâëåííûå p-êàáåëåì êîìïîíåíòû L1. Â ïðîöåññå äîêà-
çàòåëüñòâà ýòîò êàáåëü íå ðàçðóøàåòñÿ, ïîýòîìó ìû ðàññìîò-
ðèì êëàññû [ LHopf(+1,+1,+1)cabp(2),cabp(3)], [ LHopf(p, p2, p)], îñòà-
âèâ ëèøü öåíòðàëüíóþ êðèâóþ êàáåëÿ êîìïîíåíòû L1. Êëàññû
ïðåäñòàâèì ñïåöèàëüíûì çàöåïëåíèåì ΦR, êàê â ïðåäûäóùåì
âòîðîì äîêàçàòåëüñòâå.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ÷åòâåðêó çàöåïëåíèé, îïðåäåëåííûõ

â ðàçäåëå 1, ïîäðàçäåë 1.1, âêëþ÷åííûõ â äèàãðàììó ïðåîáðàçî-
âàíèé:

ΦR(+1,+p,+p)cabp(2)
µ27→ ΦR(+1,+1,+1)cabp(2),cabp(3)

δ1 ↑ δ2 ↑ (7)

ΦR(+p,+p2,+p)
µ17→ ΦR(+p,+p,+1)cabp(3).

Â ýòîé äèàãðàììå â ëåâîì íèæíåì óãëó ñïåöèàëüíîå çàöåïëåíèå
ΦR(+p,+p2,+p) ñ ïðåäïèñàííûìè ïîïàðíûìè êîýôôèöèåíòàìè
çàöåïëåíèÿ, îïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðîì p ∈ Z, â ïðàâîì íèæ-
íåì óãëó çàöåïëåíèå ΦR(+p,+p,+1)cabp(3), ïîëó÷åííîå p-êàáåëåì
ïî òðåòüåé êîìïîíåíòå ñïåöèàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ΦR(+p,+p,+1).
Â ëåâîì âåðõíåì óãëó çàöåïëåíèå ΦR(+1,+p,+p)cabp(2), êîòîðîå
àíàëîãè÷íî ΦR(+p,+p,+1)cablep(3) c çàìåíîé íîìåðà êîìïîíåíòû
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äëÿ êàáåëÿ. Â ïðàâîì âåðõíåì óãëó çàöåïëåíèå

ΦR(+1,+1,+1)cabp(2),cabp(3),

ïîëó÷åííîå èç ñïåöèàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ΦR(+1,+1,+1) â ðåçóëü-
òàòå êîìïîçèöèè p-êàáåëåé ïî âòîðîé è ïî òðåòüåé êîìïîíåíòå.

Ëåììà 4

Ïîäñêîêè M̃ -èíâàðèàíòà ïî âåðõíåé ãîðèçîíòàëüíîé ñòðåëêå
ïðåâûøàåò ïîäñêîê èíâàðèàíòà ïî íèæíåé ãîðèçîíòàëüíîé ñòðåë-
êå íà äîáàâî÷íîå ñëàãàåìîå p4(p6−p4)

6 . Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
ñïðàâåäëèâî äëÿ ïîäñêîêîâ èíâàðèàíòà ïî âåðòèêàëüíûì ñòðåë-
êàì.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
β↑,←, β→,↑, β↓,←, β→,↓

çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ Ñàòî�Ëåâèíà äëÿ çàöåïëåíèé èç 2 è 3
êîìïîíåíòû â ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàõ äèàãðàììû (7) Ðàñ-
ñìîòðèì âûðàæåíèå

A = −β↑,← + β→,↑ + β↓,← − β→,↓. (8)

Ýòî âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâèòåëåé çàöåïëåíèé, åñëè
ïðè ýòîì êàáåëü ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû áðàòü ïîâòî-
ðÿþùèìèñÿ ñ ðàçíûìè çíàêàìè. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ âòî-
ðîãî, òðåòüåãî ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ÷åòâåðòîãî (áåç ó÷åòà
çíàêà), à çàöåïëåíèå ΦR(+1,+1,+1)cabp(2),cabp(3) îòëè÷àåòñÿ îò
ΦR(+p,+p2,+p) íà íåêîòîðóþ ÿâíî îïèñûâàåìóþ ãîìîòîïèþ,
äëÿ êîòîðîé ïîäñêîê β-èíâàðèàíòà âû÷èñëÿåòñÿ íèæå. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ãëàâíîå γ-ñëàãàåìîå íå äàåò âêëàä â âû÷èñëåíèè
êîììóòàòîðà ïîäñêîêà M̃ -èíâàðèàíòà ïî ñòðåëêàì â (7) ïîýòî-
ìó ðàçíîñòü ñêà÷êîâ M̃ -èíâàðèàíòà âû÷èñëÿåòñÿ ïî çíà÷åíèþ
êîììóòàòîðà A. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â áîëåå îáùåì ñëó÷àå
íèæå Ëåììå 4, òåì íå ìåíåå ïðèâåäåì ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî
äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ.
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Ïóñòü

D−1 : ΦR(+p,+p2,+p) 7→ ΦR(+1,+p2,+1)cabp(1)

äåôîðìàöèÿ ∆-äâèæåíèé ñ íåïîäâèæíûìè êîìïîíåíòàìè L2,
L3, îáðàòíàÿ ê ðàñïóòûâàíèþ êàáåëÿ êîìïîíåíòû L1. Êîì-
ìóòàòîð äâóõ óñîâ íà L1 ê L2 è L3 íå ïðèâîäèò ê èçìåíå-
íèþ γ-, β-èíâàðèàíòîâ. Ãîìîòîïèÿ D ïðåäñòàâèòåëåé çàäàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîììóòàòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ òîæ-
äåñòâåííî ïðåîáðàçóåò ñëàãàåìûå M̃ -èíâàðèàíòà. Ïðåîáðàçîâà-
íèå êîìïîçèöèè äâóõ îáðàùåííûõ ñòðåëîê â äèàãðàììå (7)
(èç ïðàâîãî âåðõíåãî óãëà â ëåâûé íèæíèé óãîë) èìååò îáðàç
ΦR(+1,+p2,+1)cabp(1). Âûáåðåì óäîáíûå ïðåäñòàâèòåëè êàáåëÿ è
ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå D, êîòîðîå íå ìåíÿåò M̃ -èíâàðèâàíò,
ïîëó÷èì çàöåïëåíèå â ëåâîì íèæíåì óãëó äèàãðàììû. Ýòî äî-
êàçûâàåò Óòâåðæäåíèå.
Ñêà÷îê M̃ -èíâàðèàíòà ïî ñòðîêàì äèàãðàììû (7), êîòîðûé ìû

âû÷èñëÿåì, ñâÿçàí ñî çíà÷åíèÿìè A ïî ôîðìóëå:

δM̃ = p4A = −p
4(p6 − p4)

6
. (9)

Âû÷èñëèì A. Êàáåëè êîìïîíåíò L2, L3 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
îáìîòêè äâóõ òîðîâ (âíóòðåííåãî è âíåøíåãî) ðàçíîãî óðîâíÿ;
âíóòðåííÿÿ èíäåêñà (p, p+1), âíåøíÿÿ èíäåêñà (p−1, p). Îáìîòêè
çàöåïëåíû ñ êîýôôèöèåíòîì p2. Ïðåîáðàçóåì îáìîòêó (âíåø-
íþþ) c çàìåíîé èíäåêñà:

(p− 1, p) 7→ (−1, p).

Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå åñòü ïîëîâèíà ïðåîáðàçîâàíèÿ èçìåíåíèÿ
êîýôôèöèåíòà ïîäêðóòêè ïàðàëëåëè òîðà âäîëü ìåðèäèàíà.
Íàèáîëåå ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ïîëó÷èòñÿ, åñëè âû÷èñëÿòü ïðå-

îáðàçîâàíèå ïîëíîé ïîäêðóòêè íà äâà îáîðîòà. Êàæäûé îáîðîò
êàáåëÿ L2 íà +1 ïðèâåäåò ê ñêà÷êó èíâàðèàíòà β, δβ = p3(p3−p)

6 :
íóæíî ïðîñóììèðîâàòü ðÿä (25), ïðè ýòîì ñëàãàåìûå ðàçáèâà-
þòñÿ íà p îäèíàêîâûõ ñåðèé, ñëàãàåìîå ñëåäóåò áðàòü ñ âåñîì
p2. Ôîðìóëà (9) äîêàçàíà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå
ïîäêðóòêè íà îäèí îáîðîò ïðîèñõîäèò ó÷èòûâàåòñÿ â ôîðìóëå
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A äâàæäû. Ó÷òåí âåñ β-èíâàðèàíòà â ôîðìóëå M̃ . Ëåììà 4
äîêàçàíà.

Òåïåðü çíà÷åíèå ïîäñêîêà M̃ - èíâàðèàíòà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
µ2 ◦ δ1 â äèàãðàììå (7) âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóììà ïîäñêîêîâ ïî
ñòðåëêàì δ2, µ2 è äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî (9). Ïîäñêîêè ïî
ñòðåëêàì δ2, µ2 îäèíàêîâûå è âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (10) (â
êîòîðîé íóæíî r ïåðåîáîçíà÷èòü ÷åðåç p è ïðèíÿòü p = 1).
Ìíîæèòåëü p4 ïîÿâëÿåòñÿ ïðè ó÷åòå ïîäñêîêà èíâàðèàíòà ñ
äîïîëíèòåëüíûì êàáåëåì. Ïîäñêîê èíâàðèàíòà ïðè ïðåîáðàçî-
âàíèè µ2 ◦ δ1 ðàâåí íóëþ. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

3. Âû÷èñëåíèÿ äëÿ  LHopf(k, rk, rk)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç k, r äâà íàòóðàëüíûõ ïàðàìåòðà, îáîáùèì Ëåì-
ìó 2, ôîðìóëû (3),(4), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðè
r = 1.

Ëåììà 5

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ k = p2, r âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî:

M̃av( LHopf(k, kr, kr)) = −r
6k7

12
− r4k7

6
. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 5

Ðàññìîòðèì çàöåïëåíèå  L
op(1)
Hopf(−k, kr,−kr). Âû÷èñëèì ïîëèíîì

P1(−k, kr,−kr). Ïîëó÷èì:

P1 =
r2k3[−r2k2]

12
− r4k6[k]

6
= −r

4k5

12
− r4k7

6
.

Âû÷èñëèì γ, M̃ , M̃av:

c1 =
1

12
[−(rk)4 + (rk)2];

γ = −r
4k4 − r2k2

12
+

[k + rk](r3k3 − rk)

6
;
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(r2k3)γ =
r6k7 − r4k5

4
+
r5k7 − r3k4

6
;

M̃ = −r
6k7 − r4k5

4
+

[r3k3 − rk]r2k4

6
−[r3k3 − rk]r2k4

6
= −r

6k7 − r4k5

12
;

M̃av = −r
6k7

12
+
r4k5

12
− r4k5

12
− r4k7

6
= −r

6k7

12
− r4k7

6
.

Ïðè r = 1 ýòà ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (10) è ïðèìåíÿåòñÿ
â ñëó÷àå k = p2. Ëåììà 5 äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 6

Ïóñòü ( L(1, 2), (2, 3), (3, 1)) � õîðîøåå çàöåïëåíèå. Ðàññìîòðèì
çàöåïëåíèå  LHopf ;cab, îïðåäåëåííîå êàê êàáåëü íàä çàöåïëåíè-
åì LHopf(+1,+1,+1) ñ ïðåäïèñàííûì íàáîðîì ïîïàðíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q((1, 2), (2, 3), (3, 1))�
ïîëèíîì, òàêîé, ÷òî

M̃( LHopf ;cab) + Q((1, 2), (2, 3), (3, 1)) = 0.

Îáîçíà÷èì M = M̃ + Q((1, 2), (2, 3), (3, 1)).
Îïðåäåëèì èíâàðèàíò M line (èíâàðèàíò íåôîðìàëüíî îáñóæ-

äàåòñÿ â ÷àñòè 1 â êîíòåêñòå çàäà÷è ñ ìàãíèòíûì ïîëåì) ñëåäó-
þùåé ôîðìóëîé:

M line(L1, L2, L3) = k−2M( Lnorm). (11)

Òåîðåìà 7

Èíâàðèàíò (11) óäîâëåòâîðÿåò àñèìïòîòè÷åñêîìó ñâîéñòâó:

M line(λ1L1, λ2L2, λ3L3) = (λ1λ2λ3)4M line( Lnorm).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 7

Èíâàðèàíò â ïðàâîé ÷àñòè (11) èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê, ïî-
ñêîëüêó ïîïàðíûå êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ  Lnorm ñîâïàäàþò
è äåëåíèå íàöåëî âîçìîæíî. Cëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû
â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 7 îïðåäåëåíî ïî êàáåëþ íîðìàëèçàöèè
çàöåïëåíèÿ (λL1, L2, L3) (ñì. ÷àñòü 1, ðàçäåë ðàçäåë 6) ïîýòîìó
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êàáåëè âñåõ êîìïîíåíò íîðìàëèçàöèè âûáèðàþòñÿ ñ êðàòíîñòüþ
λ. Ïîýòîìó ïîêàçàòåëü ëåâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû äëÿ λ1 =
λ;λ2 = λ3 = 1, ñîñòàâèò λ4. Äëÿ êàáåëÿ íàä õîïôîâñêèì çàöåï-
ëåíèåì ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëû (3),(4). Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ
êàáåëÿ  L âñå àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà 7 äîêàçàíà.

4. Èíâàðèàíò M tube

Õîðîøèå çàöåïëåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (1, 2)(2, 3)(3, 1) ̸= 0. Ïðè ýòîì óñëîâèè ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíîå çàöåïëåíèå  L = L1 ∪ L2 ∪ L3, îïðåäåëèì
íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå (L1 ∪ L2 ∪ L3), êàê ðåçóëüòàò
êàáåëÿ êîìïîíåíò

(L1 ∪ L2 ∪ L3) 7→ ((2, 3)L1, (3, 1)L2, (1, 2)L3) =  Lnorm.

Äëÿ çàöåïëåíèÿ  Lnorm = ((2, 3)L1, (3, 1)L2, (1, 2)L3) âñå ïîïàðíûå
êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ðàâíû ïðîèçâå-
äåíèþ k = (1, 2)(2, 3)(3, 1). Ïîïàðíûå êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ
ó çàöåïëåíèé  Lnorm è  L0(k, k, k) ñîâïàäàþò.
Ñêàæåì, ÷òî çàöåïëåíèå  L, èìåþùåå íåîòðèöàòåëüíûå ïî-

ïàðíûå êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì, åñëè îíè
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó àëãåáðàè÷åñêîìó ñâîéñòâó Π.

Π. Ñèñòåìà óðàâíåíèé:

(1, 2) = µ2
1µ

2
2, (2, 3) = µ2

2µ
2
3, (3, 1) = µ2

3µ
2
1

èìååò ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ðåøåíèå (µ1, µ2, µ3).
Êàê ïðàâèëî, ïîëíîå óñëîâèå Π äëÿ òîãî èëè èíîãî êëàññà

çàöåïëåíèé íå òðåáóåòñÿ è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ÷àñòè÷íî.
Õîðîøåå çàöåïëåíèå ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîïàðíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè çàöåïëåíèÿ èìååò òîò æå ñàìûé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ
çàöåïëåíèÿ, ÷òî è çàöåïëåíèå  LHopf(µ2

1(+1), µ2
3(+1), µ2

2(+1)), ïî-
ëó÷åííîå âòîðè÷íûì (µ1, µ2, µ3)-êàáåëåì äëÿ çàöåïëåíèÿ

LHopf(µ1(+1), µ2(+1), µ3(+1)),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íûì (µ1, µ2, µ3)-êàáåëåì äëÿ çàöåïëåíèÿ
Õîïôà  LHopf(+1,+1,+1).
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Îïðåäåëåíèå ïåðâè÷íîãî êàáåëÿ õîðîøåãî çàöåïëåíèÿ ñëåäóþ-
ùåå. Êàê äëÿ ïðàâîãî k > 0, òàê è äëÿ ëåâîãî k < 0 çàöåïëåíèÿ
çíàêè (2, 3), (3, 1), (1, 2) ñîîòâåòñòâóþò çíàêàì êîìïîíåíò âåêòîðà
(µ1(±1), µ2(±1), µ3(±1)).
Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïðàâûõ çàöåïëåíèé. Äëÿ õî-

ðîøåãî (ïðàâîãî) çàöåïëåíèÿ  L îáîçíà÷èì ÷åðåç
√
k = µ2

1µ
2
2µ

2
3

ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. Ïîëó÷èòñÿ k = (
√
k)2 > 0. Çàìåòèì, ÷òî

â ñëó÷àå ëåâîãî çàöåïëåíèÿ (1, 2)(2, 3)(3, 1) < 0 çíàê k óæå ó÷òåí
â íàïðàâëåíèÿõ êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ ΦL (1).

Íîðìàëèçàöèÿ çàöåïëåíèé

Äëÿ âåêòîðà ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè (µ1, µ2, µ3) ðàñ-
ñìîòðèì çàöåïëåíèå  L =  L(µ2

2µ
2
3, µ

2
1µ

2
2, µ

2
3µ

2
1) ñ ïðåäïèñàííûì

íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ.
Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó êàáåëåé çàöåïëåíèé:

 L ← Lnorm
↓ ↓ (12)

 L⊙ ←  L⊙norm.

Â ýòîé äèàãðàììå ëåâûé âåðòèêàëüíûé êàáåëü  L→  L⊙ îïðåäå-
ëåí ”âîçâåäåíèåì â êâàäðàò” è èìååò êðàòíîñòè µ2µ3, µ1µ2, µ3µ1

ïî ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòå; âåðõíèé ãîðèçîíòàëüíûé êà-
áåëü Lnorm →  L ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàöèåé çàöåïëåíèÿ  L è èìååò
êðàòíîñòè µ4

1µ
2
2µ

2
3, µ

2
1µ

4
2µ

2
3, µ

2
1µ

2
2µ

4
3 ïî ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïî-

íåíòå, íèæíèé ãîðèçîíòàëüíûé êàáåëü  L⊙norm →  L⊙ ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëèçàöèåé çàöåïëåíèÿ  L⊙ è èìååò êðàòíîñòè µ2

1µ2µ3, µ1µ
2
2µ3,

µ1µ2µ
2
3 ïî ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòå; ïðàâûé ãîðèçîíòàëüíûé

êàáåëü Lnorm →  L⊙norm îïðåäåëåí �âîçâåäåíèåì â êâàäðàò� è èìååò
êðàòíîñòè µ2

1µ
2
2µ

2
3 ïî êàæäîé êîìïîíåíòå.

Ïðåîáðàçîâàíèå âçÿòèÿ êàáåëÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿ-
ìè (λ2

1, λ
2
2, λ

2
3) äîëæíî ïðåîáðàçîâûâàòü îäíî õîðîøåå çàöåïëåíèå

 L⊙ â äðóãîå (λ2
1L1, λ

2
2L2, λ

2
3L3). Ïîýòîìó êàæäûé ïîêàçàòåëü λ2

i

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì: λ2
i =

√
λ2
i , λi ∈ N. Çàöåïëåíèå  L⊙

ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

(L⊙1 , L
⊙
2 , L

⊙
3 ) 7→ (λ1L

⊙
1 , λ2L

⊙
2 , λ3L

⊙
3 ); (13)

83



Çàöåïëåíèå  L⊙norm ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùåì ñïîñîáîì:

(L⊙norm;1, L
⊙
norm;2, L

⊙
norm;3) 7→ λ1λ2λ3(L⊙norm;1, L

⊙
norm;2, L

⊙
norm;3).

(14A)
Çàöåïëåíèå Lnorm ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùåì ñïîñîáîì:

(Lnorm;1, Lnorm;2, Lnorm;3) 7→ (λ1λ2λ3)2(Lnorm;1, Lnorm;2, Lnorm;3).
(14B)

Îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòà M tube

Ïóñòü Lnorm ñîîòâåòñòâóþùåå êàáåëüíîå çàöåïëåíèå, êîòîðîå ïî-
ñòðîåíî ïî õîðîøåìó ïðàâîìó çàöåïëåíèþ  L.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë M , ïîñòðîåííûé â [2], êîòîðûé ÿâëÿåò-

ñÿ èíâàðèàíòîì ìàãíèòíûõ ëèíèé. Èíâàðèàíò M ñîîòâåòñòâóåò
èíâàðèàíòó M tube äëÿ çàöåïëåíèÿ  L⊙, êîòîðîå îïðåäåëåíî êàê
çàöåïëåíèå ñðåäíèõ ëèíèé ìàãíèòíûõ òðóáîê. Ìû îïðåäåëèì
êîìáèíàòîðíûé èíâàðèàíò M tube íèæå ïî ôîðìóëå (19), èñïîëü-
çóÿ íèæíþþ ñòðîêó äèàãðàììû (12), ïðè ýòîì èíâàðèàíò M line

áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âåðõíåé ñòðîêå äèàãðàììû.
Ïîäñêîêè èíâàðèàíòà M̃ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé çàöåïëåíèé Lnorm,

 L,  L⊙norm ïîñðåäñòâîì ∆-äâèæåíèé âûðàæåíû óðàâíåíèÿìè:

δM̃(Lnorm) = (k⊙)6δM̃( L⊙norm); (15)

δM̃( L⊙norm) = (k⊙)4δM̃( L⊙); (16)

δM̃(Lnorm) = k3δM̃( L); (17)

δM̃( L) = (k⊙)2δM̃( L⊙). (18)

Â ýòîé ôîðìóëå k( L) = (k⊙)2, ãäå k( L⊙) = k⊙ äëÿ êðàòêîñòè.
Ôîðìóëû (15)-(18) âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèé êðàòíîñòåé êàáåëåé
â äèàãðàììå (12) è èç ñâîéñòâà ïîäñêîêà èíâàðèàíòà M̃ ïðè ∆-
äâèæåíèÿõ (ñì. ÷àñòü 1 Appendix).

Îïðåäåëåíèå 8

Îïðåäåëèì èíâàðèàíò M tube õîðîøåãî çàöåïëåíèÿ  L⊙ ([1] ôîð-
ìóëà (31)) ïî ôîðìóëå:

M tube( L⊙) = (k⊙)−10M(Lnorm), (19)
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ãäå Lnorm îïðåäåëåíî êàê íîðìàëèçàöèÿ  L íàä  L⊙.
Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà Óòâåðæäåíèÿ 1 Òåîðåìû 1 [1]. Îïðå-

äåëèì M = M tube êàê ðàöèîíàëüíûé èíâàðèàíò. Äîêàæåì, ÷òî
èíâàðèàíò M tube ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êîíå÷íîãî òèïà. Êîìáè-
íàòîðíàÿ ôîðìóëà M ïðåäñòàâëåíà â ðàçäåëå 5.

Ëåììà 9

1. Èíâàðèàíò M tube, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (19) äëÿ õîðîøèõ
çàöåïëåíèé  L⊙, óäîâëåòâîðÿåò àñèìïòîòè÷åñêîìó ñâîéñòâó (5),
÷àñòü 1
2. Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (19) îïðåäåëåíà áåç ïðåäïîëîæåíèÿ

î òîì, ÷òî çàöåïëåíèå  L ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 9

Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî â [2] àíàëèòè÷åñêè, ñì. îáñóæäåíèå íè-
æå ôîðìóë (15)-(18). Äëÿ êîìáèíàòîðíîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðè-
ìåíèì ôîðìóëó (3),(4) äëÿ ïàðàìåòðà k = (k⊙)2 ê çàöåïëåíèþ
k( LHopf(+1,+1,+1)) è ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå àñèìïòîòè÷åñêîå
ñâîéñòâî äëÿ êàáåëÿ  L⊙ ←  L⊙norm ← Lnorm of  L⊙. Èñïîëüçóåòñÿ
Ëåììà 4. Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Óòâåðæäåíèÿ 2 äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêîå

ñâîéñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çàöåïëåíèé  L, áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî çàöåïëåíèå õîðîøåå.
Îïðåäåëèì ïîëèíîì Q(λ1L1 ∪ λ2L2 ∪ λ3L3), êîòîðûé çàâèñèò

îò ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ  L è âåêòîðà (λ1, λ2, λ3).
Ðàññìîòðèì èíâàðèàíò:

Q( L) = M̃ tube(λ1L1 ∪ λ2L2 ∪ λ3L3)− (λ1λ2λ3)4M̃ tube(L1 ∪L2 ∪L3).
(20)

Äëÿ õîðîøèõ çàöåïëåíèé  L ïîëó÷èì, ÷òî Q ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-
ìîì, ïîñêîëüêó Q èíâàðèàíò êîíå÷íîãî òèïà è çàâèñèò ëèøü îò
ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ.
Äîêàæåì, ÷òî ïîëèíîì Q ðàáîòàåò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çà-

öåïëåíèÿ. Ñëó÷àé, êîãäà ðîâíî îäèí ïîêàçàòåëü êàáåëÿ ðàâåí
íóëþ íåñëîæíûé, íî åãî ñëåäóåò ðàçîáðàòü îòäåëüíî. Ïðè òàêîì
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îãðàíè÷åíèè (20) îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîýòîìó ïîëèíîì Q ñîäåð-
æèò ìîíîìû ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Ðàññìîòðèì îáùèé
ñëó÷àé, k( L) ̸= 0, íå ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàöåïëåíèå  L-õîðîøåå.
Óïîðÿäî÷èì ìîíîìû ïîëèíîìà Q â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïî-

ðÿäêå, ïóñòü ξ(α, β, γ)(2, 3)α(3, 1)β(1, 2)γ ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì ìî-
íîìîì. Âûáåðåì õîðîøåå çàöåïëåíèå  L1 = (L1 ∪ L2 ∪ L3) äëÿ
êîòîðîãî (2, 3)α(3, 1)β(1, 2)γ ̸= 0. Íàïðèìåð, ìîæíî îïðåäåëèòü
 L1 = Hopf (+1,+1,+1). Ðàññìîòðèì âåêòîð (λ1 = µ2

2µ
2
3, λ2 =

µ2
3µ

2
1, λ1 = µ2

1µ
2
2), ãäå µ3 >> µ2 >> µ1 > 0. Òîãäà ñòàðøèé ìîíîì

â âûðàæåíèè Q( L, λ1, λ2, λ3) áîëüøå (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå),
÷åì ñóììà âñåõ îñòàëüíûõ ìîíîìîâ: Q(λ1L1, λ2L2, λ3L3) ̸= 0.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàöåïëåíèå (λ1L1, λ2L2, λ3L3) ÿâëÿåòñÿ õîðî-
øèì, åñëè  L ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì. Ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè Q ≡ 0.
Àñèìïòîòè÷åñêîå ñâîéñòâî äîêàçàíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàöåïëå-
íèÿ  L. Ëåììà 9 è Óòâåðæäåíèå 1 Òåîðåìû 1 [1] äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1, Óòâåðæäåíèå 2 [AS1]

Ýòî ñëåäóåò èç Ëåììû 4, ÷àñòü 1.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1, Óòâåðæäåíèå 3 [AS1]

Îáà èíâàðèàíòû â êàæäîé ÷àñòè ðàâåíñòâà èñïûòûâàþò îäè-
íàêîâûé ñêà÷îê ïðè ∆-äâèæåíèÿõ, ñì. [2], [A2] äëÿ ñêà÷êà
èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà. Äëÿ õîðîøèõ çàöåïëåíèé ñîâïàäåíèå
íîðìèðîâîê ñëåäóåò èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ñâîéñòâà äëÿ çàöåï-
ëåíèÿ Hopf (+1,+1,+1). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàöåïëåíèÿ ýòî
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îáà èíâàðèàíòà êîíå÷íîãî òèïà (ñð. Óòâåð-
æäåíèå 2, Ëåììà 9).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1, Óòâåðæäåíèå 4 [AS1]

Äîêàçàòåëüñòâî ïîíÿòíî.

5. Èíâàðèàíò M

Ïî ïîñòðîåíèþ èíâàðèàíòà M tube ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ñâÿçè:
M tube( L⊙) = M̃( L⊙) +P , ãäå P � íåêîòîðàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíê-
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öèÿ îò ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ  L⊙. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàöèîíàëüíûé èíâàðèàíò M tube, è öåëûé èíâàðèàíò M̃ èìåþò
îäèíàêîâûé ïîäñêîê ïðè ∆-äâèæåíèÿõ. Õîðîøåå çàöåïëåíèå  L⊙

â êëàññå ∆-ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäñòàâëåíî ñîîòâåòñòâóþùèì êà-
áåëåì çàöåïëåíèÿ Õîïôà, ïðè ýòîì ôîðìóëà äëÿ M̃ ÿâëÿþòñÿ
ïîëèíîìàìè îò ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ. Ïîýòîìó
P â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû ñâÿçè äëÿ õîðîøåãî çàöåïëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëèíîìîì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàöåïëåíèÿ óòâåðæäåíèå
âûòåêàåò èç ï.2 Ëåììû 9. Ïîëèíîì P îïðåäåëåí åäèíñòâåííûì
ñïîñîáîì, ñì. êëàññèôèêàöèþ ìîíîìîâ â [1] ðàçäåë 4. Íàøà öåëü
� âû÷èñëèòü ïîëèíîì P ÿâíî (ñì. Òåîðåìó 1 [1]).

1.1 Ïðàâîå çàöåïëåíèå (1, 3) = (2, 3) = p2r; (1, 2) = p2

Ïóñòü  L � ïðîèçâîëüíîå çàöåïëåíèå. Ñ òî÷íîñòüþ äî âíóòðåííåé
ñèììåòðèè ñóùåñòâóåò ÷åòûðå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè (k ̸= 0)
çàöåïëåíèé ñóùåñòâóåò ëèøü äâà êëàññà ïðàâûõ çàöåïëåíèé: ïðà-
âûé k > 0 è ëåâûé k < 0. Ïðè óñëîâèè (1, 3) = (2, 3) äëÿ ñëó÷àÿ
ïðàâîãî êëàññà ðàññìîòðèì ïðåäñòàâèòåëü òàêîé, ÷òî (1, 2) > 0.
Âîçìîæíû äâà ýêâèâàëåíòíûõ ñëó÷àÿ: (1, 3) < 0; (2, 3) < 0 (ýòîò
ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò r < 0) è (1, 3) > 0; (2, 3) > 0.
Ïðèâåäåì ôîðìóëó äëÿ R-ñëàãàåìîãî ïîëèíîìà â ðàññìàòðè-

âàåìîì ñëó÷àå:

R = 1/12(1, 3)6(1, 2) + 1/6(1, 3)4(1, 2)3 (21)

Ôîðìóëó (21) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðàâîãî
çàöåïëåíèÿ (ò.å. ïðè óñëîâèè 0 ≤ (1, 2)(2, 3)(3, 1) = k) è ïðè
óñëîâèè (2, 3) = (1, 3). Ãåîìåòðè÷åñêè âîçìîæåí ëèøü ñëó÷àé:
(1, 2) ≤ |(1, 3)| = |(2, 3)|; ïðè ýòîì óñëîâèå 0 ≤ (1, 2) ñëåäóåò èç
óñëîâèÿ 0 ≤ k.
Àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà âûïèñûâàåòñÿ äëÿ ëåâîãî çàöåïëåíèÿ

k ≤ 0. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ (1, 2) ≤ 0, îñòàëüíûå óñëîâèÿ àíàëî-
ãè÷íû. Ñëàãàåìûå çàäàíû íå÷åòíûìè ìîíîìàìè è èõ çíà÷åíèÿ
ïðè ïåðåõîäå îò ïðàâîãî çàöåïëåíèÿ ê ëåâîìó èçìåíÿò çíàêè íà
ïðîòèâîïîëîæíûé.
Èíòåðåñíî, ÷òî ôîðìóëà ðàáîòàåò è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î

ìèíèìàëüíîñòè àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà (1, 2). Ñ
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ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî íå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó êàáåëü
ñ ÷èñëîì âèòêîâ, ìåíüøåì 1 íå îïðåäåëåí è ïîêàçàòåëü êàáåëÿ
íå ìîæåò áûòü äðîáíûì. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïå-
ðèìåíòîì è âûòåêàåò èç Ëåììû 9 î ïðîäîëæåíèè èíâàðèàíòà
M êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ìíîæåñòâà ”õîðîøèõ” çàöåïëåíèé íà âñå
çàöåïëåíèÿ.

5.1 Ïîäñëó÷àé p = 1

Ëåììà 10

Ðàññìîòðèì çàöåïëåíèå  L0 =  L0((−1,−r,+r)) (ñì. Ðèñ. 3, [1] äëÿ
(1, 2) = −1, (2, 3) = −r, (3, 1) = +r), çäåñü r ïðîèçâîëüíûé
öåëûé ïàðàìåòð, íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíûé. Ðàññìîòðèì
çàöåïëåíèå  L1 =  L0(−1,−r,+r)cabler(3) ñ òåìè æå ïîïàðíûìè
êîýôôèöèåíòàìè çàöåïëåíèÿ, ïîëó÷åííîå p-êðàòíûì êàáåëåì
êîìïîíåíòû L3 çàöåïëåíèÿ  L0(−1,−1,+1). Ðàññìîòðèì ñåìåé-
ñòâî ∆-ïðåîáðàçîâàíèé ïåðâîãî çàöåïëåíèÿ âî âòîðîå:

Ψ :  L0 7→  L1. (22)

Ïîäñêîê δΨM̃ èíâàðèàíòà M̃ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (22) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôîðìóëîé:

δΨM̃ = − 1

12
r6 − 11

12
r4. (23)

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 10

Âû÷èñëèì M̃( L1). Óòâåðæäåíèå Ëåììû âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà
M̃( L1) = δψM̃ , ïîñêîëüêó M̃( L0) = 0. Ïðîâåäåì ∆-äâèæåíèå,
ñâÿçûâàþùåå êàáåëü íàä  L0(−1,−1,+1) c êàáåëåì

 LHopf(−1,−1,+1)cabler(3).

Ðàâåíñòâî (22) ïåðåïèøåòñÿ â ýêâèâàëåíòíîì ôîðìå:

M̃( LHopf(−1,−1,+1)cabler(3)) = − 1

12
r6 +

1

12
r4. (24)

Çäåñü èñïîëüçîâàëîñü ïðàâèëî ïîäñêîêà M̃ èíâàðèàíòà äëÿ r-
êàáåëÿ ïðè ∆-äâèæåíèè (ñì. Ïðåäëîæåíèå A3 [1]), ýëåìåíòàðíîå
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ñâîéñòâî èíâàðèàíòà ïðè ðàçâÿçûâàíèè õîïôîâñêîãî çàöåïëåíèÿ
(íà +1) ñì. âû÷èñëèòåëüíûé Ïðèìåð Fig.6.
Äîêàæåì ðàâåíñòâî (24) Çàìåòèì, ÷òî äëÿ õîïôîâñêîãî çàöåï-

ëåíèÿ êîìïîíåíòû L1, L2 ìîæíî ñáëèçèòü è âêëþ÷èòü â îáùèé
ïîëíîòîðèé U òàê, ÷òî êîìïîíåíòà L3 (ïî êîòîðîé âçÿò êàáåëü)
ðàñïîëîæåíà â ïîëíîòîðèè W ⊂ R3 \ U , öåíòðàëüíàÿ ëèíèÿ
êîòîðîãî çàöåïëåíà ñ ïîëíîòîðèåì U . Çíà÷åíèå M̃ -èíâàðèàíòà íå
çàâèñèò îò âûáîðà êîìïîíåíòû L3 âíóòðè ïîëíîòîðèÿ W , Çàìå-
÷àíèå 1 [1]. Ðàñïîëîæèì êîìïîíåíòó L3 êàê âòîðóþ êîìïîíåíòó
çàöåïëåíèÿ  LHopf(r) ñ ðàçíîíàïðàâëåííîé óäâîåííîé ïåðâîé êîì-
ïîíåíòîé, îõâûòûâàþùåé êîìïîíåíòó L1 âáëèçè öåíòðàëüíîé
ëèíèè r âèòêàìè (êîìïîíåòó L2 −r âèòêàìè), îáîçíà÷èì îïè-
ñàííîå çàöåïëåíèå ÷åðåç  L3(r). Äîêàæåì, ÷òî M̃( L3(r)) çàâèñèò
îò r êàê ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå 6. Ýêâèâàëåíòíî, γ( L3(r)))
çàâèñèò îò r êàê ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå 4.
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü γ( L3(r)))− γ( L3(r− 1))). Ïîñêîëüêó íàì

äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ëèøü ñòåïåíü ïîëèíîìà, çàìåíèì ðàç-
íîñòü c1( L3(r))) − c1( L3(r − 1))), ïîñêîëüêó äîñòàòî÷íî îöåíèòü
ëèøü ñòåïåíü ãëàâíîãî ñëàãàåìîãî â ôîðìóëå èíâàðèàíòà γ,
à ñòåïåíü îñòàòî÷íûõ ñëàãàåìûõ ëåãêî îöåíèâàåòñÿ. Ðàçíîñòü
c1( L3(r)))− c1( L3(r− 1))) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèå Êîíâåÿ
äëÿ 2-êîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèé, âîçíèêàþùèõ (äâàæäû) ïðè
ïåðåõîäå îò  L3(r) ê  L3(r−1). Óäîáíî ðàñöåïèòü êîìïîíåíòû L1, L2

çàöåïëåíèÿ  L3,  L3 7→  L′3, ÷òî ïî ñîîòíîøåíèþ Êîíâåÿ íå ïðèâåäåò
ê èçìåíåíèþ c1( L3). Îáîçíà÷èì ïåðâîå 2-êîìïîíåíòíîå çàöåïëå-
íèå ïðè ðàçâÿçûâàíèè  L′3(r) 7→  L′3(r− 1) ÷åðåç  L4. Çàöåïëåíèå  L4

ñîñòîèò èç äâóõ íåçàóçëåííûõ êîìïîíåíò, ïîýòîìó c1( L4) = β( L4).
Èíâàðèàíò Ñàòî-Ëåâèíà β( L4) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ, ýòî ïîëèíîì
òðåòüåé ñòåïåíè. Ïðè ðàçâÿçûâàíèè äîñòàòî÷íî ïðîñóììèðîâàòü:

1 · (r − 1) + 2 · (r − 2) + · · · + (r − 1) · 1 =
r3 − r

6
. (25)

Òåïåðü ôîðìóëà (24) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïåðâûì òðåì çíà÷åíèÿì
r = 0, 1, 2. Äåéñòâèòåëüíî, âñå β-èíâàðèàíòû, âõîäÿùèå â ôîð-
ìóëó äëÿ γ è M̃ ìåæäó ñîáîé ñîêðàùàþòñÿ, à äëÿ âû÷èñëåíèÿ
c1( L3)(r) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ýòî ÷åòíûé ïîëèíîì ïî r è
òàêîé ïîëèíîì âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì â òðåõ ðàçëè÷-
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íûõ òî÷êàõ, òàêîå âû÷èñëåíèå ïðîâîäèëîñü â Ëåììå 2. Ëåììà 10
äîêàçàíà.

Äîêàæåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå R-ïîëèíîì ïîëó÷à-
åòñÿ ïîäñòàíîâêîé (1, 2) = +1, (2, 3) = r, (3, 1) = r â ôîðìóëó
(10), ÷òî ñîñòàâèò:

R(+1, r, r) =
r6 − r4

12
. (26)

Äåéñòâèòåëüíî, çíà÷åíèå R-ïîëèíîìà íà ïðîèçâîëüíîì çàöåïëå-
íèè  L îïðåäåòñÿ ðàçíîñòüþ:

R((1, 2), (2, 3), (3, 1)) = M tube( L)− M̃av( L), (27)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì
èíâàðèàíòîì, êîòîðîé âûðàæàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì èíâàðèàíòîì
íîðìàëèçóþùåãî çàöåïëåíèÿ. Òîãäà ïî ñìûñëó ëåâàÿ ÷àñòü ðà-
âåíñòâà (26) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì, êîòîðûé íóæíî äîáàâèòü ê
M̃av, ÷òîáû èíâàðèàíò ñîâïàë ñ àñèìïòîòè÷åñêèì. Ïîñêîëüêó
M tube( LHopf(+1, r, r)) = −r4

4 , ðàâåíñòâî (26) ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòà-
íîâêîé çíà÷åíèÿ M̃av â (27), êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè k = 1 èç
ôîðìóëû (10).

5.2 Ïîäñëó÷àé r = 1

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (27) â ðàññìàòðèâà-
åìîì ïîäñëó÷àå äëÿ çàöåïëåíèÿ  LHopf(k, k, k). Èñïîëüçóåòñÿ (10)
ïðè r = 1 è ôîðìóëà (3),(4) Ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà:

R(+k,+k,+k) =
k7 − k6

4
, (28)

÷òî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (21) ïðè ïîäñòàíîâêå (1, 2) = (2, 3) =
(3, 1) = +k.

Îáùèé ñëó÷àé îáúåäèíÿåò äâà ïîäñëó÷àÿ 5.1, 5.2

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷åñêîãî ñâîéñòâà (5) [1] äîñòà-
òî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (10) è Ëåììîé 3. Ñîãëàñíî
óêàçàííîé ëåììå, àñèìïòîòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïî ïàðàìåòðàì k, r
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äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ çàöåïëåíèÿ  LHopf(k, rk, rk), ÷òî ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî ñóììà (10) è çíà÷åíèÿ M̃av ðàâíî òðåòüåìó
ñëàãàåìîìó â ôîðìóëå (21) êîòîðîå è âûðàæàåò àñèìïòîòè÷åñêîå
ñâîéñòâî (5), [1]. Äëÿ ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî
âû÷èñëèòü ðàçíîñòü èíâàðèàíòîâ M̃ tube − M̃av, ÷òî ïðèâåäåò ê
òîìó æå ðåçóëüòàòó, ïîñêîëüêó íà óêàçàííîì çàöåïëåíèè M̃ tube

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â ôîðìóëå (21), à ïåð-
âûå äâà ñëàãàåìûõ ðàâíû çíà÷åíèþ −M̃av.

Î ñòåïåíè ïîëèíîìà P â ôîðìóëå àñèìïòîòè÷åñêîãî M-èíâàðèàíòà

Ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, êîòîðîå â äîêàçàòåëüñòâå
Òåîðåìû 1 [1] íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 11

1. Â ïðåäïîëîæåíèè (1, 2) = (2, 3) = (3, 1) = p2, ñòåïåíü ïîëèíîìà
P ïî ïåðåìåííîé p â ôîðìóëå ([1] ôîðìóëà (31)) ðàâíà 14.
2. Â ïðåäïîëîæåíèè (1, 2) = 1, (2, 3) = (3, 1) = r ñòåïåíü

ïîëèíîìà P ïî ïåðåìåííîé r â ôîðìóëå ([1] ôîðìóëà (31)) ðàâíà
6.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 11

Äîêàæåì ï.1. Çíà÷åíèå M̃ èíâàðèàíòà íà  LHopf(p2, p2, p2) ïî
ôîðìóëfv (3)(4) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè p14. Ïî Ëåììå 3
çíà÷åíèå M̃(p LHopf(+1,+1,+1)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòå-
ïåíè 14. Ïî ôîðìóëå (5) [AS1], ïðèìåíåííîé ê  LHopf(+1,+1,+1)
äëÿ λ1 = λ2 = λ3 çíà÷åíèå M(p LHopf(+1,+1,+1) ÿâëÿåòñÿ
ëèáî íóëåì, ëèáî ïîëèíîìîì ñòåïåíè 12. Çíà÷èò, ïî Ëåììå 4
ïîëèíîì P (p), îïðåäåëÿþùèé ðàçíîñòü çíà÷åíèé M̃ , M íà ýòîì
õîïôîâñêîì çàöåïëåíèè, èìååò ñòåïåíü 14. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò ëåììû ñ òî÷-
íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî O(p12), ÷òî äîêàçûâàåòñÿ ïðîùå, ÷åì ñàìà
ëåììà.
Äîêàæåì ï.2. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (24), çíà÷åíèå M̃ èíâàðèàíòà

íà çàöåïëåíèè  LHopf(+1,+1,+1)cabler(3) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòå-
ïåíè 6. Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (5) [1] â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
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ïîëèíîìîì ïî r ñòåïåíè 4 (ëèáî, òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ).
Ïîýòîìó ïîëèíîì P (r), îïðåäåëÿþùèé ðàçíîñòü çíà÷åíèé M̃ ,M
íà ýòîì õîïôîâñêîì çàöåïëåíèè, èìååò ñòåïåíü 6. Ïðåäëîæåíèå
11 äîêàçàíî.

6. M-èíâàðèàíò, îáùèé ñëó÷àé

Ïóñòü p, q, r�íàòóðàëüíûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì âûïîëíåíî ñîîò-
íîøåíèå:

0 < p ≤ q ≤ r. (29)

Ðàññìîòðèì çàöåïëåíèå  L, èìåþùåå êîýôôèöèåíòû çàöåïëå-
íèÿ (1, 2) = pq, (2, 3) = qr, (3, 1) = pr. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
êðàòíûå q

p,
r
p ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè, ò.å. óêàçàííûå ïàðû ÷è-

ñåë äåëÿòñÿ áåç îñòàòêà, áóäåì ïèñàòü p[qp] = q, p[rp] = r.
Õîðîøèå çàöåïëåíèÿ, îïðåäåëåííûå â ðàçäåëå 4, ïðè äîïîëíè-
òåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î íàòóðàëüíûõ êðàòíûõ, ëåæàò â òàêîì
êëàññå çàöåïëåíèé, êîòîðûå ìû ïî-ïðåæíåìó áóäåì íàçûâàòü
õîðîøèìè. Ïðèìåð õîðîøåãî çàöåïëåíèÿ ñ òðåìÿ ðàçëè÷íûìè
ïîïàðíûìè êîýôôèöèåíòàìè çàöåïëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ p = 1, q =
2, r = 3 èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå Ðèñ. 1.

Ðèñ. 1

Íàðÿäó ñ  L, ðàññìîòðèì çàöåïëåíèå  ̂L =  Lcab[rp ](2);cab
[
q
p ]

(3), ïîëó-

÷åííîå èç  L â ðåçóëüòàòå êàáåëåé êðàòíîñòåé r
p,

q
p ïî âòîðîé è ïî

òðåòüåé êîìïîíåíòàì ñîîòâåòñòâåííî.
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Äëÿ çàöåïëåíèÿ  ̂L íàáîð ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ
èìååò âèä: (1, 2) = qr, (1, 3) = qr, (2, 3) = q2r2

p2
= qr[qp][

r
p]. Îïðåäå-

ëèì èñêîìûé èíâàðèàíòM (çàïèñàííûé â ðàöèîíàëüíîé ôîðìå,
÷òî ïîìå÷åíî M̂) ïî ôîðìóëå:

M̂( L) = [
p

q
]4[
p

r
]4M(L̂),

ãäå èíâàðèàíòM(M̂) îïðåäåëåí ïî ôîðìóëå (4) [1], ÷òî êîððåêò-
íî, ïîñêîëüêó çàöåïëåíèå M̂ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîäðàçäåëà
1.1 ðàçäåëà 5 è äëÿ íåãî ïîëèíîì R îïðåäåë¼í ïî ôîðìóëå (21).
Î÷åâèäíî, ÷òî èíâàðèàíò M̂ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì. Äî-

êàæåì, ÷òî ýòîò èíâàðèàíò îïðåäåëåí äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çà-
öåïëåíèé (à íå òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè î ñïåöèàëüíîì âèäå
êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ è î íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ äðîáåé
q
p,

r
p), ïðè÷åì ýòîò èíâàðèàíò çàïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (4) [1].

Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü M̃( L) − M̂( L) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì,
çàâèñÿùèì ëèøü îò ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ êîì-
ïîíåíò. Êðîìå òîãî, äëÿ õîðîøåãî çàöåïëåíèÿ ýòîò èíâàðèàíò
ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò ïàðàìåòðîâ p2, qp,

r
p. Äåéñòâèòåëüíî, âû-

÷èñëèì èíâàðèàíò M̂( L) − M̃( L) äëÿ êàáåëÿ íàä õîïôîâñêèì
çàöåïëåíèåì, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò õîðîøèé óçåë â åãî êëàññå
ýêâèâàëåíòíîñòè. Âû÷èòàåìîå â ôîðìóëå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì
îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ. Óìåíüøàåìîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-
ìîì îò p2, qp,

r
p, âû÷èñëÿåìûì èç ôîðìóë (4),(10) ñ ó÷åòîì Ëåììû

3. Äåéñòâèòåëüíî, îáà ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå (10), ïðèìåíÿåìûõ

ê  ̂L, íàöåëî äåëÿòñÿ íà [q
2r2

p4
]2, qr

p2
= [qp][

r
p]. Äëÿ ýòîãî çàöåïëåíèÿ

íóæíî ïðèìåíèòü ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â óêàçàííîé ôîðìóëå k 7→ p2,
r 7→ qr

p .

Èíâàðèàíò M̂( L) − M̃( L) ïðîäîëæàåòñÿ äî èíâàðèàíòà íà
âñåõ çàöåïëåíèÿõ ïîëèíîìîì ñ òîé æå ôîðìóëîé. Ïðè òàêîì
ïðîäîëæåíèè ïàðàìåòðû p2, qp,

r
p îêàæóòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàöè-

îíàëüíûìè. Ýòè ïàðàìåòðû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû
çàöåïëåíèÿ (1, 2) ≤ (1, 3) ≤ (2, 3) ïî ôîðìóëàì: p2 = (1,2)(1,3)

(2,3) ,
q
p = (2,3)

(1,3),
r
p = (2,3)

(1,2). Ïîýòîìó äëÿ õîðîøèõ çàöåïëåíèé M̃( L) +
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(M̂( L) − M̃( L)) çàïèñûâàåòñÿ îò óêàçàííûõ ïåðåìåííûõ â âèäå
ôîðìóëû (4) [1].
×òîáû óâèäåòü, ÷òî èíâàðèàíò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñëó÷àÿ

(1, 2) = p2, (1, 3) = (2, 3) = p2r, çàïèøåì ôîðìóëó (21) â âèäå:

R = 1/12p14r6 + 1/6p14r4. (30)

Åñëè â íàøåì ñëó÷àå (1, 2) = (1, 3), â ôîðìóëå (30) ïåðåîáîçíà-
÷àåì p 7→ q, r 7→ p. Åñëè æå (1, 2) ̸= (1, 3), òî ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ
R-ïîëèíîìà íàìè íå ïîëó÷åíà.
Ïî Ëåììå 9 èíâàðèàíò óäîâëåòâîðÿåò àñèìïòîòè÷åñêîìó ñâîé-

ñòâó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çàöåïëåíèé, ïîñêîëüêó óäîâëåòâîðÿåò
ñâîéñòâó àñèìïòîòè÷íîñòè äëÿ õîðîøèõ (ñäåëàííîå óñèëåíèå
ïîíÿòèÿ õîðîøåãî çàöåïëåíèÿ òðåáóåò ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäè-
ôèêàöèè äîêàçàòåëüñòâà). Òåîðåìà 1 [1] äîêàçàíà.

7. Îáñóæäåíèå è âûâîäû

Ìû äîêàçàëè, èñïîëüçóÿ ëèøü ïîëèíîì Êîíâåÿ îäíîé ïåðå-
ìåííîé, ÷òî ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò M3 äëÿ
êëàññè÷åñêèõ òðåõêîìïîíåíòíûõ îðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé ñ
ïîëíûì ïîðÿäêîì êîìïîíåíò. Ýòîò èíâàðèàíò èìååò êîíå÷íûé
òèï â ñìûñëå Âàñèëüåâà. Ïîñòðîåííûé èíâàðèàíò óäîâëåòâîðÿåò
àñèìïòîòè÷åñêîìó ñâîéñòâó (5)[AS1] è ìåíÿåò çíàê ïðè çåðêàëü-
íîé ñèììåòðèè çàöåïëåíèÿ.
Ãëàâíîå ñëàãàåìîå èìååò ïîðÿäîê 7, ÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìàëü-

íîìó ïîêàçàòåëþ 14 â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå. Òåì íå ìåíåå,
ñóììàðíûé ïîêàçàòåëü àñèìïòîòèêè ïî âñåì òðåì êîìïîíåíòàì
ðàâåí 12, ÷òî äåëàåò çàäà÷ó òðóäíîé, ïîñêîëüêó ñòàðøåå ñëàãàå-
ìîå â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå ïðèñóòñòâóþò ëèøü ôîðìàëüíî
è ñîêðàùàåòñÿ. Îñòàòî÷íûé ïîëèíîì P â ôîðìóëå ([1] ôîðìóëà
(31)) îïðåäåëåí ñóììîé ïîëèíîìà P1 (25) [1] è ïîëèíîìà R. Â
ñëó÷àå, êîãäà äâà èç òðåõ ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ
ðàâíû, (1, 3) = (2, 3), ïîëèíîì R îïðåäåëåí ïî ôîðìóëå (21). Â
îáùåì ñëó÷àå ïîëèíîìà R îïðåäåëåí (áåç âû÷èñëåíèÿ) â ïîäðàç-
äåëå 6. Ïîëèíîì P1 áûë âûïèñàí â ðàáîòå [2], â òî âðåìÿ êàê
ïîëèíîì R ðàíåå èçâåñòåí íå áûë.

94



Íà îñíîâå èíâàðèàíòà M3 ñòðîèòñÿ èíâàðèàíò ìàãíèòíûõ
ëèíèé, â ñëó÷àå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ çàìêíóòûìè ìàãíèòíûìè ëè-
íèÿìè ýòîò èíâàðèàíò ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì,
îïðåäåëåííûì â [2]. Èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò M ÿâëÿåòñÿ ýðãî-
äè÷åñêèì, êàê ïîêàçàíî â [5]. Êëàññ ãëàäêîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
òðåáóåìûé äëÿ âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà ýðãîäè÷íîñòè èíâàðèàíòà,
íå óêàçàí ÿâíî, èç êîíñòðóêöèè âûòåêàåò, ÷òî òðåáóåòñÿ ãëàä-
êîñòü ïîðÿäêà C1+ε, ε > 0, ò.å. ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîìïîíåíò
ìàãíèòíîãî ïîëÿ íåïðåðûâíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëü-
äåðà ñ íåêîòîðîé ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé. Ñëåäóåò
çàìåòèòü, ÷òî èç ðåçóëüòàòà Å.À. Êóäðÿâöåâîé [6] âûòåêàåò, ÷òî
êëàññ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ðàññìàòðèâàåìîì êîíòåêñòå íå ìîæåò
áûòü ïîíèæåí äî 1.
M -èíâàðèàíò îïðåäåëÿåò êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíóþ ôóíê-

öèþ ïëîòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî
ñóììèðóåìîé ôóíêöèåé íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå íà-
÷àëüíûõ òî÷åê òðîåê ìàãíèòíûõ ëèíèé. Ýòî ñâîéñòâî íàõîäèò
ïðèëîæåíèÿ äëÿ òåîðèè ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ çàöåïëåíèÿ Õîïôà çíà÷åíèå èíâàðèàíòàM

íóëåâîå, ÷òî èñïðàâëÿåò ðåçóëüòàò ðàáîòû [7]. Ñëåäóåò ñïåöèàëü-
íî îòìåòèòü, ÷òî èñïðàâëåíèå ïîÿâèëîñü áëàãîäàðÿ êîíñóëüòàöèè
ïåðâîãî àâòîðà ñ Ñ.À. Ìåëèõîâûì. Ïîëó÷åííàÿ íàìè êîìáè-
íàòîðíàÿ ôîðìóëà M -èíâàðèàíòà ïîçâîëÿåò èñïðàâèòü ðàññóæ-
äåíèå â ðàáîòàõ [8], [9]. Èç íàøèõ âû÷èñëåíèé âûòåêàåò, ÷òî
M èíâàðèàíò äëÿ çàöåïëåíèÿ ñ áëèçêîé ïàðîé àñèìïòîòè÷åñêè
áëèçêèõ ñëó÷àéíî ïåðåêðó÷åííûõ çàöåïëåííûõ ëèíèé è òðåòüåé
äàëåêîé, çàöåïëåííûõ ñ êàæäîé èç ëèíèé ïàðû êàê ó õîïôîâñêî-
ãî çàöåïëåíèÿ, îáðàùàåòñÿ â íîëü. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òðîéêó
ñëó÷àéíûõ ïåðåêðó÷åííûõ àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêèõ ìàãíèòíûõ
ëèíèé, òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòà òðîéêà äàåò èñêîìûé âêëàä â
α-ñëàãàåìîå, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñâÿçàíî ñ M -èíâàðèàíòîì ìàã-
íèòíîãî ïîòîêà, êîòîðûé èç âû÷èñëåíèé çàâèñèò îò ïàðàìåòðà
êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà. Íåïðàâèëüíîå ïðèìåíåíèå êîìáèíàòîð-
íîé ôîðìóëû M -èíâàðèàíòà íå âëå÷åò èñïðàâëåíèé îñíîâíûå
ðåçóëüòàòîâ ýòèõ ðàáîò, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê îöåíêå α-ýôôåêòà
ÌÃÄ-ñïåêòðîâ.
×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ïðîâîäèìûé âòîðûì àâòîðîì, áëà-
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ãîäàðÿ êîòîðîìó ôîðìóëó (21) óäàëîñü â òîé èëè èíîé ñòåïåíè
ïðîâåðèòü, íå çàâåðø¼í. Àâòîðû íàäåþòñÿ, ÷òî äëÿ çàöåïëåíèÿ ñ
ïðîèçâîëüíûìè ïîïàðíûìè êîýôôèöèåíòàìè çàöåïëåíèÿ àíàëîã
ôîðìóëû (21) áóäåò íàäåæíî ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæä¼í.
Â ïîñëåäóþùèõ ïóáëèêàöèÿõ ïëàíèðóåòñÿ ïåðåíåñòè ðåçóëüòàòû
ïðîäîëæèòü ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò íà ñëó÷àé èíâàðèàíòà M5

[2], ÷òî ïîòðåáóåò ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ïîëèíîìà Êîíâåÿ äâóõ ïå-
ðåìåííûõ. Ïåðâûé àâòîð áëàãîäàðèò Ñ.À. Ìåëèõîâà çà óêàçàíèå
íà ññûëêè [3], [4], êîòîðûå äëÿ ýòîé çàäà÷è ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ.
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Áàéáàêîâà Æ.Ð.

Îæåðåëüå Àíòóàíà è åãî òîïîëîãè÷åñêèå
ñâîéñòâà

Òîïîëîãèÿ, êàê íàóêà î íåïðåðûâíîñòè, çàíèìàåòñÿ èçó÷å-
íèåì ñâîéñòâ îáúåêòîâ, êîòîðûå îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè ïðè
äåôîðìàöèÿõ, ðàñòÿæåíèÿõ, ñæàòèÿõ è ñãèáàíèÿõ, áåç ðàçðûâîâ
è ñêëåèâàíèé. Â òîïîëîãèè ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ êîíòðèíòóèòèâ-
íûå ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå ñëîæíîñòü è íåòðèâèàëüíîñòü
ïðîñòðàíñòâà. Îäíèì èç èíòåðåñíûõ îáúåêòîâ, èññëåäóåìûõ â
òîïîëîãèè, ÿâëÿåòñÿ àíòóàíîâñêîå ìíîæåñòâî, òàêæå èçâåñòíîå
êàê àíòóàíîâñêàÿ öåïî÷êà èëè îæåðåëüå, èãðàþùåå âàæíóþ ðîëü
â ïîíèìàíèè ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ.
Íà÷í¼ì ñ âîïðîñà î ñòÿãèâàåìîñòè ëèíèé:

� Ïóñòü I - ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ ëèíèÿ, ðàñïîëîæåííàÿ â ôèãóðå
M .

� Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèíèÿ l ñòÿãèâàåìà âM , åñëè ñóùåñòâó-
åò ïîâåðõíîñòü P , ãîìåîìîðôíàÿ êðóãó è èìåþùàÿ l ñâîèì
êðàåì, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà (âîçìîæíî, ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ-
ìè) â ôèãóðå M .
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Òåðìèí �ñòÿãèâàåìîñòü� ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî íà �êðóãå� P ìîæíî
íà÷åðòèòü ñèñòåìó �êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé� , ïî êîòîðûì
I ìîæåò áûòü ïîñòåïåííî ñòÿíóòà â òî÷êó [1].
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñòÿãèâàåìîñòè:
Åñëè ôèãóðà À ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, òî îêðóæ-

íîñòü l, ðàñïîëîæåííàÿ â ïðîñòðàíñòâå âíå A, ìîæåò áûòü
âíå A ñòÿíóòà.
Óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Åñëè l � îêðóæíîñòü, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè ôèãóðû A

(ñîñòîÿùåé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê), òî êðóã, íàòÿíóòûé íà l
(äàæå åñëè îí ïðîõîäèò ÷åðåç íåêîòîðûå èç òî÷åê ôèãóðû A),
ìîæåò áûòü ïðè ïîìîùè íåáîëüøîé äåôîðìàöèè �ñíÿò� ñ òåõ
òî÷åê ôèãóðû A, ÷åðåç êîòîðûå îí ïðîõîäèë.
Ìîæåò ñîçäàòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî â äîïîëíèòåëüíîì ïðî-

ñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîãî íóëüìåðíîãî ìíîæåñòâàA ëþáàÿ îêðóæ-
íîñòü ñòÿãèâàåìà. Îäíàêî ýòî íåâåðíî.
1) Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ öåïü A1, ñîñòîÿùóþ èç íåñêîëüêèõ

ñöåïëåííûõ çâåíüåâ (ðèñ. 1a)).
2) Äàëåå, çàìåíèì êàæäîå çâåíî àíàëîãè÷íîé çàìêíóòîé öå-

ïî÷êîé èç áîëåå ìåëêèõ çâåíüåâ, ïðîõîäÿùåé âíóòðè ïðåæíåãî
çâåíà. Ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî A2 ⊂ A1, ñîñòîÿùåå èç ìíîãèõ
ìåëêèõ çâåíüåâ (ðèñ.1á)).
3) Òåïåðü êàæäîå çâåíî, ñîñòàâëÿþùåå ìíîæåñòâî A2, çàìåíèì

çàìêíóòîé öåïî÷êîé åùå áîëåå ìåëêèõ çâåíüåâ (ðàñïîëàãàþùåé-
ñÿ âíóòðè ïðåæíåãî çâåíà). Ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî A3 ⊂ A2.
4) Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòüA1 ⊂

A2 ⊂ A3 ⊂ . . .

Ðèñ. 1:

Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ýòèõ ìíîæåñòâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíòóàíîâ-
ñêîå ìíîæåñòâî A∗.
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Äàííîå ìíîæåñòâî íóëüìåðíî. Â ñàìîì äåëå, ðàçìåðû çâå-
íüåâ, ñîñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâî An, íåîãðàíè÷åííî óìåíüøàþòñÿ
ñ ðîñòîì n, è ïîòîìó â A∗ íå ñóùåñòâóåò ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ,
îòëè÷íûõ îò òî÷êè.

� Ïóñòü òåïåðü l1 � îêðóæíîñòü, ñêâîçü êîòîðóþ ïðîõîäèò
ïåðâîíà÷àëüíî âçÿòàÿ öåïî÷êà A1, è K1 � êðóã ñ ãðàíèöåé
l1.

� Íà ðèñ.2à) êðóã K1 ïåðåñåêàåò òîð T1, ñëóæàùèé ïîâåðõíî-
ñòüþ îäíîãî èç çâåíüåâ öåïè, ïî äâóì îêðóæíîñòÿì (ìåðèäè-
àíàì); îäíà èç íèõ îáîçíà÷åíà ÷åðåç l2.

� ×àñòü êðóãà K1, îãðàíè÷åííàÿ ëèíèåé l2, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìåíüøèé êðóãK2. Ýòîò ìåíüøèé êðóã ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòè
ìíîæåñòâà An, ðàñïîëîæåííîé âíóòðè òîðà T1, íàõîäèòñÿ â
òàêîì æå ïîëîæåíèè, ÷òî è êðóã K1 ïî îòíîøåíèþ êî âñåìó
ìíîæåñòâó A, (ðèñ.2á)).

� Ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü, ÷òî K2, (à ïîòîìó è K1) ïåðåñåêàåò
îäèí èç òîðîâ (ñëóæàùèõ ãðàíèöàìè çâåíüåâ ìíîæåñòâà An)
ïî äâóì ìåðèäèàíàì; îäèí èç íèõ îáîçíà÷èì ÷åðåç l3 è ò. ä.

Ðèñ. 2:

Òàêèì îáðàçîì, êðóã K1 (�ïëåíêà�, íàòÿíóòàÿ íà l1) ïåðåñåêà-
åòñÿ è ñ ìíîæåñòâîì A1, è ñ A2, è ñ A3 è ò. ä, îòêóäà âûòåêàåò,
÷òî K1 ïåðåñåêàåòñÿ è ñ ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì A∗.
Ðàçóìååòñÿ, íà l1 ìîæíî íàòÿíóòü íå òîëüêî K1, íî è èíóþ

ïëåíêó, ÿâëÿþùóþñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì êðóãà; îäíàêî ïðî-
âåäåííîå ðàññóæäåíèå ïîÿñíÿåò, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ ïëåíêà ïåðåñå-
êàåòñÿ ñ A∗.
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Èòàê, îêðóæíîñòü l1 íå ñòÿãèâàåìà âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå
àíòóàíîâñêîãî ìíîæåñòâà A∗. Ýòî íóëüìåðíîå, êàê áû ðàññûïàþ-
ùååñÿ íà îòäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâî �ìåøàåò� ïðîâåñòè ïëåíêó
(ÿâëÿþùóþñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì êðóãà), íàòÿíóòóþ íà l1.
Â òîïîëîãèè òåðìèí �îæåðåëüå Àíòóàíà� (èëè �àíòóàíîâà

öåïî÷êà� ) îòíîñèòñÿ ê ñïåöèôè÷åñêîé êîíñòðóêöèè, èñïîëü-
çóåìîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ è êîíòðïðèìåðîâ â òåîðèè
ðàçìåðíîñòè, òåîðèè ïðîäîëæåíèÿ è äðóãèõ ðàçäåëàõ òîïîëîãèè.
Ïîñòðîåíî îæåðåëüå â 1921 ãîäó Ëóè Àíòóàíîì, êîòîðûé âí¼ñ
çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå òîïîëîãèè â íà÷àëå 20 âåêà.

Ðèñ. 3:

Âî âðåìÿ âîéíû Àíòóàí ïîòåðÿë çðåíèå, ýòî ñòàëî áîëüøîé
ïðîáëåìîé, òàê êàê íà òîò ìîìåíò åù¼ íå ðàçðàáîòàëè åäèíóþ
äëÿ âñåõ ìàòåìàòèêîâ àçáóêó Áðàéëÿ, è ïðèøëîñü âåòåðàíó ñî
ñâîèìè äðóçüÿìè ïðèäóìûâàòü ñîáñòâåííûå îáîçíà÷åíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ñèìâîëîâ äëÿ ñëåïûõ è áëàãîäàðÿ óïîðíîìó òðóäó,
Àíòóàí ñóìåë íå òîëüêî îñâîèòü íîâûå äëÿ ñåáÿ îáëàñòè íàóê,
íî è çàùèòèòü äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ íà òåìó �Î ãîìåîìîðô-
íîñòè äâóõ ôèãóð è äâóõ îêðåñòíîñòåé� . Êàê ðàç â íåé è
ñîäåðæàëèñü ïåðâûå óïîìèíàíèÿ îá �îæåðåëüå Àíòóàíà�.

Îïðåäåëåíèå. Îæåðåëüå Àíòóàíà � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âëîæåííûõ äðóã â äðóãà òîðîâ (èëè äðóãèõ ïîäîáíûõ îáúåêòîâ)
â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ âñ¼ ìåíüøå è
òîíüøå, ïðèáëèæàÿñü ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó.

Ýòà êîíñòðóêöèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äåìîíñòðàöèè ñëîæíûõ
òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ, òàêèõ êàê:
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Ðèñ. 4:

1. Íåïðèâîäèìûå êîíòèíóóìû � ìíîæåñòâà, êîòîðûå íåëüçÿ
ðàçáèòü íà ìåíüøèå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû.

2. Ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ ñ íåîæèäàííûìè ñâîéñòâàìè � íàïðè-
ìåð, ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ëîêàëüíî âûãëÿäÿò êàê åâêëèäî-
âû, íî ãëîáàëüíî èìåþò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó.

Ïîñòðîåíèå îæåðåëüÿ Àíòóàíà
Àíòóàíîâñêîå ìíîæåñòâî ñòðîèòñÿ èòåðàòèâíî, òî åñòü ïðî-

öåäóðà âûïîëíÿåòñÿ ìíîãîêðàòíî, ïðè ýòîì ðåçóëüòàò êàæäîé
èòåðàöèè èñïîëüçóåòñÿ â ñëåäóþùåé:

1. Íà÷íåì ñ òîðà T0 â R3.

2. Âëîæèì â íåãî äðóãîé òîð T1, �ñêðó÷åííûé� è ñâÿçàííûé ñ T0

(íàïðèìåð, êàê ïîêàçàíî íà êëàññè÷åñêèõ èëëþñòðàöèÿõ). T1

äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû ïîìåñòèòüñÿ âíóòðè
T0.

3. Âëîæèì â T1 åùå îäèí òîð T2, ñ åùå áîëåå ñëîæíûì ñêðó-
÷èâàíèåì è ñâÿçüþ. È T2 äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàëûì,
÷òîáû ïîìåñòèòüñÿ âíóòðè T1.

4. Ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ áåñêîíå÷íî. Êàæäûé òîð Ti+1 âëî-
æåí â ïðåäûäóùèé òîð Ti, ïðè÷åì âëîæåíèå ñòàíîâèòñÿ âñå
áîëåå ñëîæíûì íà êàæäîì øàãå.
Àíòóàíîâñêîå ìíîæåñòâî A îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå
âñåõ ýòèõ òîðîâ: A =

⋂
Ti, ãäå i = 0, 1, 2, . . .

Íåêîòîðûå íþàíñû ïîñòðîåíèÿ:
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� Âûáîð òîðîâ: Âûáîð ôîðìû è ðàçìåðîâ òîðîâ íà êàæäîì
øàãå èìååò çíà÷åíèå. ×àñòî âûáèðàþò òîðû ñ óìåíüøàþ-
ùèìñÿ ðàäèóñîì, ÷òîáû ïðîöåññ ñõîäèëñÿ ê êîìïàêòíîìó
ìíîæåñòâó.

� Ñïîñîá âëîæåíèÿ: Ñàìûé âàæíûé àñïåêò � ýòî ñïîñîá âëî-
æåíèÿ ìåíüøèõ òîðîâ. Âîò íåêîòîðûå ïîäõîäû:

- Öåïíîå âëîæåíèå: Ìåíüøèå òîðû âêëàäûâàþòñÿ â âèäå öåïè,
ãäå êàæäûé òîð ïðîõîäèò ÷åðåç ïðåäûäóùèé.
- Çàóçëåííîå âëîæåíèå: Ìåíüøèå òîðû âêëàäûâàþòñÿ â âèäå

óçëà, êîòîðûé íå ìîæåò áûòü ðàçâÿçàí áåç ðàçðûâà òîðà T0.

� Êîëè÷åñòâî òîðîâ (n): Êîëè÷åñòâî òîðîâ n íà êàæäîé èòåðà-
öèè òàêæå âëèÿåò íà ñëîæíîñòü àíòóàíîâñêîãî ìíîæåñòâà.

Ñâîéñòâà

� Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü � îæåðåëüå Àíòóàíà ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåðîì íåïðèâîäèìîãî êîíòèíóóìà, òî åñòü åãî íåëüçÿ
ðàçáèòü íà äâà ìåíüøèõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâà.

� Íåñâÿçíîñòü: ò.ê. Àíòóàíîâñêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íåñâÿç-
íûì, îíî ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ îòäåëüíûõ �÷àñòåé� , êî-
òîðûå íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, äàæå åñëè âûãëÿäÿò êàê
íåïðåðûâíàÿ öåïî÷êà. ×òîáû ïåðåéòè îò îäíîé ÷àñòè ìíî-
æåñòâà ê äðóãîé, íåîáõîäèìî ïîêèíóòü ñàìî ìíîæåñòâî.

� Íåïðîñòîå äîïîëíåíèå: Äîïîëíåíèå àíòóàíîâñêîãî ìíîæå-
ñòâà (òî åñòü âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèå
ìíîæåñòâó) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ñâÿçíûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â
äîïîëíåíèè ñóùåñòâóþò �äûðû� , êîòîðûå äåëàþò åãî òîïî-
ëîãè÷åñêè ñëîæíûì. Â îòëè÷èå îò ïðîñòîé ïåòëè, êîòîðóþ
ìîæíî ëåãêî �ðàçâÿçàòü�, àíòóàíîâñêóþ öåïî÷êó íåëüçÿ ðàç-
âÿçàòü ïðîñòûìè äåôîðìàöèÿìè â R3.

� Ôðàêòàëüíàÿ ïðèðîäà � êîíñòðóêöèÿ èìååò ñàìîïîäîáíóþ
ñòðóêòóðó (ôðàãìåíòû ìíîæåñòâà ïîõîæè íà öåëîå)., ÷òî
äåëàåò å¼ ïîëåçíîé äëÿ èçó÷åíèÿ ôðàêòàëîâ è ðàçìåðíîñòè.
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Àíòóàíîâñêîå ìíîæåñòâî ñëóæèò âàæíûì êîíòðïðèìåðîì â
òîïîëîãèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Îíî äåìîíñòðèðóåò,
÷òî èíòóèòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ïðîñòðàíñòâå ìîãóò áûòü îá-
ìàí÷èâûìè, è ÷òî ñâîéñòâà îáúåêòîâ ìîãóò áûòü ãîðàçäî áîëåå
ñëîæíûìè, ÷åì êàæåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä.

� Îæåðåëüå Àíòóàíà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðè-
ìåðîâ â òåîðèè ïðîäîëæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Íàïðè-
ìåð, îíî ïîìîãàåò ïîêàçàòü, ÷òî íå âñå íåïðåðûâíûå ôóíê-
öèè, îïðåäåë¼ííûå íà ïîäìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà, ìîæíî
ïðîäîëæèòü íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî.

� Òàêæå îíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äåìîíñòðàöèè òîãî, ÷òî ðàçìåð-
íîñòü (íàïðèìåð, òîïîëîãè÷åñêàÿ) ìîæåò âåñòè ñåáÿ íåèíòó-
èòèâíî â ñëîæíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

� Àíòóàíîâñêàÿ öåïî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ñëîæíîãî óçëà.
Èññëåäîâàíèå òàêèõ îáúåêòîâ ïîìîãàåò ðàçâèòèþ òåîðèè
óçëîâ, êîòîðàÿ èìååò ïðèëîæåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ,
òàêèõ êàê ìîëåêóëÿðíàÿ áèîëîãèÿ (óçëû â ÄÍÊ), ôèçèêà è
êîìïüþòåðíàÿ ãðàôèêà.

� Äàííîå ìíîæåñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôðàêòàëüíûé
îáúåêò, ÷òî äåëàåò åãî èíòåðåñíûì äëÿ èçó÷åíèÿ ôðàêòàëü-
íîé ãåîìåòðèè.

Îæåðåëüå Àíòóàíà � ýòî çàõâàòûâàþùèé ïðèìåð ïàòîëîãè÷å-
ñêîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå äåìîíñòðèðóåò íåîáû÷íûå ñâîéñòâà è
áðîñàåò âûçîâ èíòóèòèâíîìó ïîíèìàíèþ ïðîñòðàíñòâà. Åãî èçó-
÷åíèå èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîíèìàíèÿ áàçîâûõ êîíöåïöèé
òîïîëîãèè è ðàçâèòèÿ äðóãèõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè. Èçó÷åíèå
òàêèõ îáúåêòîâ ïîìîãàåò ðàñøèðèòü íàøå ïîíèìàíèå ìèðà è
ñëîæíûõ ñòðóêòóð, êîòîðûå ñóùåñòâóþò âîêðóã íàñ. Íåñìîòðÿ
íà êàæóùóþñÿ àáñòðàêòíîñòü, àíòóàíîâñêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
ÿðêèì ïðèìåðîì òîãî, êàê ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ìîãóò
ïðèâîäèòü ê íîâûì îòêðûòèÿì è ïîíèìàíèþ.
Îæåðåëüå Àíòóàíà ïðèìå÷àòåëüíî òåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïåð-

âûì �äèêèì âëîæåíèåì� ìíîæåñòâà â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Èñïîëüçóÿ èäåè Àíòóàíà, Äæåéìñ Àëåêñàíäåð èçîáðåë ñâîþ çíà-
ìåíèòóþ ðîãàòóþ ñôåðó.
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Ñëîæíîñòü ôîðìû îæåðåëüÿ Àíòóàíà èìååò íå òîëüêî ÷èñòî
ìàòåìàòè÷åñêóþ öåííîñòü, î êîòîðîé øëà ðå÷ü âûøå. Òàêèå
ñëîæíûå îáúåêòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â îáðàçîâàòåëüíîì
ïðîöåññå, èñïîëüçóÿ èõ â êà÷åñòâå îáúåêòà 3D-ìîäåëèðîâàíèÿ,
íàïðèìåð, âî âíåóðî÷íîé äåÿòåëüíîñòè â øêîëå [2]. Ìîäåëèðî-
âàíèå äàæå T1, íå ãîâîðÿ óæå î T2 è ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ
îæåðåëüÿ Àíòóàíà, ïîòðåáóåò îò ó÷àùèõñÿ ïðèìåíåíèÿ âñåõ íà-
âûêîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî ìûøëåíèÿ è ïîâûøåííûõ çíàíèé â
îáëàñòè ñòåðåîìåòðèè.
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Êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî è åãî ôðàêòàëüíàÿ
ðàçìåðíîñòü

Êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî � îäèí èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ôðàêòàëîâ,
êîòîðûé â ñâîåé ñóùíîñòè ÿâëÿåòñÿ âîïëîùåíèåì êîíöåïöèè
ñàìîïîäîáèÿ è áåñêîíå÷íîñòè. Íàçâàí â ÷åñòü ïîëüñêîãî ìàòåìà-
òèêà Âàöëàâà Ñåðïèíñêîãî, êîòîðûé â 1916 ãîäó ïåðâûì îïèñàë
åãî ñâîéñòâà.
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Ôðàêòàë (îò ëàò. fractus � ¾ðàçäðîáëåííûé¿) � åñòåñòâåí-
íûé îáúåêò èëè ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáúåêòà, îáëàäàþùèé
ñâîéñòâîì ñàìîïîäîáèÿ, òî åñòü â òî÷íîñòè èëè ïðèáëèæ¼ííî
ñîâïàäàþùèé ñî ñâîåé ÷àñòüþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìû ðàññìîòðèì íåáîëüøîé ôðàãìåíò
êîâðà Ñåðïèíñêîãî â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå, òî ýòî, â îòëè÷èå îò
îáû÷íûõ ôèãóð, íå ïðèâåäåò ê óïðîùåíèþ ðèñóíêà: íàïðîòèâ,
îòêðîåòñÿ ñòîëü æå ñëîæíàÿ êàðòèíà, ÷òî áûëà ñíà÷àëà.

Ïîñòðîåíèå êîâðà Ñåðïèíñêîãî

Êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî, êàê è ìíîãèå äðóãèå ôðàêòàëû, ñòðîèòñÿ
èòåðàòèâíî (ïî øàãàì) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà÷åñòâå íà÷àëü-
íîãî îáúåêòà áåð¼òñÿ êâàäðàò. Íà ïåðâîì øàãå íóæíî ðàçáèòü
ýòîò êâàäðàò íà 9 ðàâíûõ êâàäðàòèêîâ, à çàòåì óäàëèòü öåí-
òðàëüíûé èç íèõ. Íà âòîðîì øàãå êàæäûé èç îñòàâøèõñÿ âîñüìè
êâàäðàòèêîâ òàêæå íàäî ìûñëåííî ðàçäåëèòü íà 9 ðàâíûõ êâàä-
ðàòèêîâ, ïîñëå ÷åãî óäàëèòü öåíòðàëüíûé èç íèõ. Íà òðåòüåì
øàãå òà æå ñàìàÿ îïåðàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ñ êàæäûì èç 64 îñòàâøèõ-
ñÿ êâàäðàòèêîâ è òàê äàëåå äî áåñêîíå÷íîñòè. Òî, ÷òî îñòàåòñÿ â
èòîãå, ïîñëå çàâåðøåíèÿ ýòîé áåñêîíå÷íîé ïðîöåäóðû, è íàçûâà-
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åòñÿ êîâðîì Ñåðïèíñêîãî.

Åù¼ îäíà ñàìîïîäîáíàÿ ôèãóðà, àíàëîãè÷íàÿ êîâðó Ñåðïèí-
ñêîãî, � ¾ñàëôåòêà Ñåðïèíñêîãî¿. Å¼ ñòðîÿò, íà÷èíàÿ íå ñ
êâàäðàòà, à ñ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, è âûðåçàÿ öåíòðàëüíûå
òðåóãîëüíèêè.

Ñâîéñòâà êîâðà Ñåðïèíñêîãî

Ñâîéñòâî 1.Ïëîùàäü êîâðà Ñåðïèíñêîãî ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëèíà ñòîðîíû èñõîäíîãî êâàäðàòà ðàâ-
íà åäèíèöå, òîãäà è ïëîùàäü êâàäðàòà ðàâíà 1.

� íà ïåðâîì øàãå âûêèäûâàåòñÿ êâàäðàò, ïëîùàäü êîòîðîãî
ðàâíà 1

32
;

� íà âòîðîì øàãå âûêèäûâàþòñÿ 8 êâàäðàòîâ, ïëîùàäü êàæ-
äîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 1

92
;

� íà òðåòüåì øàãå âûêèäûâàþòñÿ 82 = 64 êâàäðàòèêà, ïëîùàäü
êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 1

272
;

� ...
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïëîùàäè âûðåçàåìûõ ÷àñòåé îáðàçóþò ãåî-

ìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ íà÷àëüíûì ÷ëåíîì 1
9 è çíàìåíàòåëåì

8
9. Ïîýòîìó, ñóììèðóÿ, ìû îáíàðóæèâàåì, ÷òî, øàã çà øàãîì
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âûêèäûâàÿ âñå áîëüøå êâàäðàòèêîâ, â êîíöå êîíöîâ ìû âûðåæåì
áåñêîíå÷íî ìíîãî êóñêîâ, îáùàÿ ïëîùàäü êîòîðûõ ñîñòàâèò:

Òî åñòü îñòàíåòñÿ ôèãóðà ïëîùàäè 1 − 1 = 0. Ýòîò æå ôàêò
ìîæíî îáúÿñíèòü åùå âîò êàê: ïëîùàäü îñòàâøåéñÿ ôèãóðû íà
ïåðâîì øàãå ðàâíà 8

9, íà âòîðîì � (8
9)2, ... Íà n-ì øàãå ïëîùàäü

îñòàâøåãîñÿ êóñêà ñîñòàâèò (8
9)n, è ïîíÿòíî, ÷òî ïðè n→∞ ýòà

ïëîùàäü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî íåëüçÿ â ïîëíîé ìåðå
ñ÷èòàòü ïëîñêîé ôèãóðîé, òàê êàê òàêèå ôèãóðû îáû÷íî èìå-
þò íåíóëåâóþ ïëîùàäü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå îòíîñèòñÿ è ê
ñåìåéñòâó êðèâûõ. Áîëåå òîãî, ðàçìåðíîñòü êîâðà Ñåðïèíñêîãî
îêàçûâàåòñÿ äðîáíîé.

Ñâîéñòâî 2.Âíóòðåííÿÿ ÷àñòü êîâðà ïóñòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì èç ïðîòèâîðå÷èÿ, ÷òî âíóòðè
êîâðà åñòü òî÷êà P . Òîãäà åñòü êâàäðàò ñ öåíòðîì â P , êîòîðûé
ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ â êîâðå. Ýòîò êâàäðàò ñîäåðæèò ìåíüøèé
êâàäðàò, êîîðäèíàòû êîòîðîãî êðàòíû 1

3k
äëÿ íåêîòîðûõ k. Íî,

åñëè ýòîò êâàäðàò íå áûë óäàëåí ðàíåå, îí, äîëæíî áûòü, áûë
ïðîäûðÿâëåí íà èòåðàöèè k+1, ïîýòîìó îí íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ
â êîâðå � ïðîòèâîðå÷èå.

Ñâîéñòâî 3.Ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü êîâðà Ñåðïèíñêîãî
ÿâëÿåòñÿ íåöåëûì ÷èñëîì è ðàâíà ïðèáëèçèòåëüíî 1,8928.

Ïðèìå÷àíèå! Ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü � ýòî êîýôôèöè-
åíò, îïèñûâàþùèé ôðàêòàëüíûå ñòðóêòóðû èëè ìíîæåñòâà íà
îñíîâå êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè èõ ñëîæíîñòè. Îí ïîêàçûâàåò,
íàñêîëüêî ñèëüíî ôðàêòàë çàïîëíÿåò ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì
îí ñóùåñòâóåò, èçìåðÿåò ñòåïåíü åãî ¾øåðîõîâàòîñòè¿ èëè ¾ðàç-
äðîáëåííîñòè¿.
Ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü D ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ôîðìóëû:

D =
lnN

lnS
,
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ãäå
N � êîëè÷åñòâî ñàìîïîäîáíûõ ÷àñòåé (â íàøåì ñëó÷àå, 8

îñòàâøèõñÿ êâàäðàòîâ).
S � ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò (âî ñêîëüêî ðàç óìåíüøàåòñÿ

êàæäàÿ ÷àñòü, â íàøåì ñëó÷àå, 3).
Òàêèì îáðàçîì:

D =
ln 8

ln 3
≈ 1, 8928.

Ñâîéñòâî 4.Äëèíà ãðàíèöû êîâðà Ñåðïèíñêîãî áåñêîíå÷íàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà êàæäîì øàãå ñîçäàþòñÿ íîâûå ãðàíèöû
âîêðóã óäàëåííûõ êâàäðàòîâ. Íà ïåðâîì øàãå äëèíà ãðàíèöû
ñîñòàâëÿåò 4 · 1

3 (òî eñòü ïåðèìåòð óäàëåííîãî êâàäðàòà). Íà
âòîðîì øàãå äëèíà ãðàíèöû óâåëè÷èâàåòñÿ åùå íà 8 · 4 · 1

9 è
òàê äàëåå. Îáùàÿ äëèíà ãðàíèöû òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
áåñêîíå÷íóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, êîòîðàÿ ðàñõîäèòñÿ,
÷òî îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà ãðàíèöû ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Ïóñòü Ln � îáùàÿ äëèíà ãðàíèöû íà n-îì øàãå.
Òîãäà L0 = 4 � ïåðèìåòð èñõîäíîãî êâàäðàòà (ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà 1),

L1 = L0 + 8 · 4

3
= 4 +

32

3
,

L2 = L1 + 64 · 4

9
,

Ln = Ln−1 + 8n−1 · 4

3n
.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî äëèíà ãðàíèöû ðàñò¼ò áåñêîíå÷íî, õîòÿ è
ìåäëåííåå, ÷åì â íåêîòîðûõ äðóãèõ ôðàêòàëàõ.

Ïðèìåíåíèå

Ìîáèëüíûé òåëåôîí è Wi-Fi ôðàêòàëüíûå àíòåííû áûëè èç-
ãîòîâëåíû â âèäå íåñêîëüêèõ ïîâòîðåíèé êîâðà Ñåðïèíñêîãî.
Áëàãîäàðÿ èõ ñàìîïîäîáèþ è ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè, îíè
ëåãêî ïðèñïîñàáëèâàþòñÿ ê íåñêîëüêèì ÷àñòîòàì. Îíè òàêæå
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ïðîñòû â èçãîòîâëåíèè è ìåíüøå îáû÷íûõ àíòåíí ñ àíàëî-
ãè÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ÷òî äåëàåò èõ îïòèìàëüíûìè äëÿ
êàðìàííûõ ìîáèëüíûõ òåëåôîíîâ.
Ôðàêòàëüíàÿ ôîðìà ñîçäàåò ìíîæåñòâî ðåçîíàíñíûõ òî÷åê íà

àíòåííå. Ýòè òî÷êè ïîçâîëÿþò åé ýôôåêòèâíî óëàâëèâàòü è èç-
ëó÷àòü ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû íà ðàçíûõ ÷àñòîòàõ. Ñëîæíàÿ
ãåîìåòðèÿ òàêæå ñïîñîáñòâóåò áîëåå ýôôåêòèâíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ òîêà ïî ïîâåðõíîñòè àíòåííû, ÷òî óëó÷øàåò åå õàðàêòåðè-
ñòèêè.
Â ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòèêè ÷àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è íà îòûñ-

êàíèå îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ òîé èëè èíîé ñèñòåìû. Ïîäîáíûå
çàäà÷è âñòðå÷àþòñÿ â ýêîíîìèêå ïðè îòûñêàíèè îïòèìàëüíîãî
ïëàíà ïðîèçâîäñòâà èëè äëÿ îïòèìèçàöèè èíûõ áèçíåñ-ïðîöåññîâ
[3]. Ïðèâåäåì ïðèìåð èíæåíåðíîé çàäà÷è íà âûáîð îïòèìàëüíîé
ôîðìû ýêðàíèðóþùåé ïëàñòèíû, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ êîâ¼ð
Ñåðïèíñêîãî.

Çàäà÷à

Óñëîâèå:Èíæåíåð ðàáîòàåò â êîìïàíèè, ðàçðàáàòûâàþùåé
ìàòåðèàëû äëÿ çàùèòû îò ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ. Äëÿ
ñíèæåíèÿ âåñà è ñîõðàíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ýêðàíèðîâàíèÿ îí
õî÷åò èñïîëüçîâàòü íåêîòîðóþ ñòðóêòóðó. Èíæåíåð ñîçäàë
òîíêèé ëèñò ìàòåðèàëà, â êîòîðîì âûðåçàíû îòâåðñòèÿ â
ôîðìå êîâðà Ñåðïèíñêîãî. Ëèñò ïîìåùàåòñÿ ìåæäó äâóìÿ
óñòðîéñòâàìè, êîòîðûå íóæíî ýêðàíèðîâàòü.
Èçâåñòíî ñëåäóþùåå:
� Ìàòåðèàë ëèñòà: Ìåäü (ýëåêòðîïðîâîäíîñòü σ = 5, 96×107

cì/ì).
� Ðàçìåð áàçîâîé ÿ÷åéêè: Áàçîâûé êâàäðàò êîâðà Ñåðïèíñêîãî

èìååò ñòîðîíó a = 10 ìì.
� Òîëùèíà ëèñòà: t = 0.1 ìì.
Îöåíèòü, êàê èçìåíèòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ýêðàíèðîâàíèÿ ñ

óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà èòåðàöèé êîâðà Ñåðïèíñêîãî (S1, S2,
S3).

Ðåøåíèå:
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Ìû ðàññìîòðèì ïëîùàäü ìåäè, êîòîðàÿ îñòàåòñÿ íà ëèñòå
ïîñëå ñîçäàíèÿ óçîðà êîâðà Ñåðïèíñêîãî. Ìû ðàññìàòðèâàåì
íåñêîëüêî ñòàäèé ôîðìèðîâàíèÿ ýòîãî óçîðà (èòåðàöèè), íà÷è-
íàÿ ñ öåëüíîãî ìåäíîãî ëèñòà S0 è çàêàí÷èâàÿ áîëåå ñëîæíûìè
ôîðìàìè êîâðà Ñåðïèíñêîãî S1, S2, S3. Íà êàæäîì ýòàïå ìû
âû÷èñëÿåì, êàêàÿ ïëîùàäü ìåäè âñ¼ åù¼ ïðèñóòñòâóåò íà ëèñòå.
Êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýôôåê-

òèâíîñòü ýêðàíèðîâàíèÿ, òî åñòü ñïîñîáíîñòü ìàòåðèàëà áëî-
êèðîâàòü ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå, ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà
ïëîùàäè ìåäè. ×åì áîëüøå ìåäè, òåì ëó÷øå ýêðàí.

1. S0 (Èñõîäíûé êâàäðàò)
Ïëîùàäü ìåäè: A0 = a2 = (10 ìì)2 = 100 ìì2.

2. S1 (1 èòåðàöèÿ)
Óäàëåí öåíòðàëüíûé êâàäðàò.
� Ñòîðîíà óäàëåííîãî êâàäðàòà: a3 =

10
3 ≈ 3, 33 ìì.

� Ïëîùàäü óäàëåííîãî êâàäðàòà: 100
9 ≈ 11, 11 ìì2.

� Ïëîùàäü ìåäè: A1 = A0 − a2

9 ≈ 100− 11, 11 ≈ 88, 89 ìì2.
� Ýôôåêòèâíîñòü ýêðàíèðîâàíèÿ (îòíîñèòåëüíî S0):

88, 89

100
= 88, 89%.

3. S2 (2 èòåðàöèè)
Óäàëåíî 9 êâàäðàòîâ (1 íà ïåðâîì óðîâíå è 8 íà âòîðîì).
� Ñòîðîíà êâàäðàòà íà âòîðîì óðîâíå: a9 = 10

9 ≈ 1, 11 ìì
� Ïëîùàäü êâàäðàòà íà âòîðîì óðîâíå: 100

81 ≈ 1, 23 ìì2

� Ïëîùàäü ìåäè: A2 = A1−8 · a281 ≈ 88, 89−8 ·1, 23 ≈ 79, 05 ìì2

� Ýôôåêòèâíîñòü ýêðàíèðîâàíèÿ (îòíîñèòåëüíî S0):

79, 05

100
= 79, 05%.

4. S3 (3 èòåðàöèè):
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� Ñòîðîíà êâàäðàòà íà òðåòüåì óðîâíå: a
27 = 10

27 ≈ 0, 37 ìì
� Ïëîùàäü êâàäðàòà íà òðåòüåì óðîâíå: 100

729 ≈ 0, 14 ìì2

� Îáùåå êîëè÷åñòâî êâàäðàòîâ, óäàëåííûõ íà òðåòüåì óðîâíå:
64

� Ïëîùàäü ìåäè: A3 = A2−64· a2729 ≈ 79, 05−64·0, 14 ≈ 69, 9 ìì2

� Ýôôåêòèâíîñòü ýêðàíèðîâàíèÿ (îòíîñèòåëüíî S0):

69, 9

100
= 69, 9%.

Cðàâíèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïëîùàäè ìåäè äëÿ ðàçíûõ
ñòàäèé êîâðà Ñåðïèíñêîãî. Ïëîùàäü ìåäè óìåíüøàåòñÿ ñ êàæäîé
èòåðàöèåé, è ýôôåêòèâíîñòü ýêðàíèðîâàíèÿ òîæå ïàäàåò. Òî åñòü
õîòü òàêîé ïîäõîä è ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü âåñ ýêðàíà çà ñ÷¼ò âû-
ðåçàíèÿ ÷àñòè ìàòåðèàëà, îí íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê óõóäøåíèþ
åãî çàùèòíûõ ñâîéñòâ.

Âûâîä (îñíîâàííûé íà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïëîùà-
äè): Åñëè ýôôåêòèâíîñòü ýêðàíèðîâàíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ïëî-
ùàäè ìåäè, òî ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà èòåðàöèé êîâðà Ñåð-
ïèíñêîãî ýôôåêòèâíîñòü óìåíüøàåòñÿ, òàê êàê óìåíüøàåòñÿ
ïëîùàäü ïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà.

Òàêèì îáðàçîì, êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî � ýòî íå ïðîñòî êðàñèâûé
ôðàêòàë, à æèâîé ïðèìåð òîãî, êàê àáñòðàêòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå
èäåè ìîãóò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ â ðåàëüíûå ðåøåíèÿ, óëó÷øàÿ
íàøó æèçíü è ðàñøèðÿÿ ãîðèçîíòû ïîçíàíèÿ. Îí ñëóæèò íàãëÿä-
íûì ïîñîáèåì äëÿ èçó÷åíèÿ ôðàêòàëîâ, ñòèìóëîì äëÿ èííîâàöèé
â èíæåíåðèè. Åãî ñïîñîáíîñòü ìîäåëèðîâàòü ñëîæíûå ñèñòåìû è
íàõîäèòü ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå â àíòåííàõ, òåïëîîòâîäàõ è
ýêðàíèðîâàíèè äîêàçûâàåò åãî öåííîñòü êàê íàó÷íîãî è èíæå-
íåðíîãî èíñòðóìåíòà.

Ëèòåðàòóðà

1. Áîëòÿíñêèé Â. Ã. Íàãëÿäíàÿ òîïîëîãèÿ. � Ì.: Íàóêà, Ãëàâíàÿ
ðåäàêöèÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, 1983. � 160 ñ.

2. Ãèëüáåðò Ä., Êîí-Ôîññåí Ñ. Íàãëÿäíàÿ ãåîìåòðèÿ / ïåð. ñ
íåì. Ñ.À. Êàìåíåöêîãî. � 3-å èçä. � Ì. : Íàóêà, 1981. � 344 ñ.
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3. Ðóñàêîâè÷ Ì.Â., Äìèòðèåâ Â.Ä. Îïòèìèçàöèÿ áèçíåñ-ïðî-
öåññîâ ôèðìû íà îñíîâå óâåëè÷åíèÿ èíâåñòèöèîííîé ïðèâëå-
êàòåëüíîñòè// Âåñòíèê Ãîñóäàðñòâåííîãî ñîöèàëüíî-ãóìà-
íèòàðíîãî óíèâåðñèòåòà. � 2022. � �2 (46) Ãóìàíèòàðíûå
íàóêè. � Ñ. 33-40.

Êðàñíîâ Â.À.

Ñâÿçü ìåæäó ñâîéñòâàìè îáú¼ìà è ñðåäíåé
êðèâèçíû ìíîãîãðàííèêà

Àííîòàöèÿ

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà èíâàðèàíòíîñòè ñðåäíåé

êðèâèçíû èçãèáàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ â íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòî-

ÿííîé êðèâèçíû. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Øëåôëè äëÿ äèôôåðåíöèàëà îáú¼ìà,

ìû ïîêàæåì, ÷òî â ñôåðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñðåäíÿÿ êðèâèçíà íå èíâà-

ðèàíòíà ïðè èçãèáàíèè, à â ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàáëþäàåòñÿ å¼

ñîõðàíåíèå.

1. Ïîíÿòèå ñðåäíåé êðèâèçíû

Ââåäåì ñíà÷àëà íåêîòîðûå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü P � îðèåíòèðóåìûé âëîæåííûé â E3

ìíîãîãðàííèê. Ñðåäíåé êðèâèçíîé ìíîãîãðàííèêà P íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

H(P ) =
1

2

∑
i

li(π − αi), (1)

ïðè ýòîì ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì ð¼áðàì ìíîãîãðàííèêà,
li � äëèíà i-ãî ðåáðà, αi � äâóãðàííûé óãîë ïðè i-ì ðåáðå.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãîãðàííèê, îðèåíòèðîâàííûé
íîðìàëüþ ê êàêîé-íèáóäü ãðàíè ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì íàïðàâëå-
íèÿ íîðìàëè íà äðóãèå ãðàíè ïî ñòàíäàðòíîìó ïðàâèëó ñîãëàñî-
âàíèÿ îðèåíòàöèè ãðàíåé.
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Ðèñ. 1. Òåòðàýäð T

Òîãäà äâóãðàííûé óãîë αi ïðè ðåáðå ñ íîìåðîì i ñ÷èòàåòñÿ êàê
ãåîìåòðè÷åñêèé óãîë èçíóòðè ìíîãîãðàííèêà.

Ïðèìåð. Ïóòü T � òåòðàýäð, âñå áîêîâûå ð¼áðà êîòîðîãî
èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó l, à â îñíîâàíèè íàõîäèòñÿ ïðàâèëüíûé
òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1 (Ðèñ. 1).
Íåòðóäíî íàéòè êîñèíóñû äâóãðàííûõ óãëîâ òàêîãî òåòðàýäðà

(çäåñü φ - äâóãðàííûé óãîë ïðè îñíîâàíèè, ψ � äâóãðàííûé óãîë
ïðè áîêîâîì ðåáðå):

cosφ =
1√

3
√

4l2 − 1
, cosψ = −2l2 − 1

4l2 − 1
.

Òîãäà

H(T ) =
3

2

(
π − arccos

1√
3
√

4l2 − 1

)
+

3

2
l

(
π − arccos

1− 2l2

4l2 − 1

)
.

Â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ äâóãðàííûõ
óãëîâ (âåðíåå, èõ êîñèíóñîâ) òåòðàýäðà ñ èçâåñòíûìè äëèíàìè
ð¼áåð.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé òåòðàýäð ñ ïîïàðíî
ñêðåùèâàþùèìèñÿ ðåáðàìè äëèíû l1 è l5, l2 è l6, l3 è l4 ñî-
îòâåòñòâåííî (Ðèñ. 2). Òîãäà êîñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà φ ïðè
ðåáðå l1 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïëîùàäè ñìåæíûõ ãðàíåé S123 è
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Ðèñ. 2.

S146 (çäåñü ÷åðåç Sijk îáîçíà÷àåòñÿ ïëîùàäü ãðàíè, îãðàíè÷åííîé
ð¼áðàìè li, lj, lk òåòðàýäðà), à òàêæå êâàäðàòû äëèí ð¼áåð ïî
ôîðìóëå:

cosφ =
4S2

123 + 4S2
146 − l21l25 + 1

4

(
(l23 + l24)− (l22 + l26)

)2

8S123S146
(2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, çàïèøåì òåîðåìó êîñèíóñîâ äëÿ
êàæäîé ãðàíè òåòðàýäðà:

S2
123 = S2

146 + S2
245 + S2

356−

−2S146S245 cos l4 − 2S146S356 cos l6 − 2S245S356 cos l5 (3),

S2
146 = S2

123 + S2
245 + S2

356−
−2S123S245 cos l2 − 2S123S356 cos l3 − 2S245S356 cos l5 (4),

S2
245 = S2

123 + S2
146 + S2

356−
−2S123S146 cosφ− 2S123S356 cos l3 − 2S146S356 cos l6 (5),

S2
356 = S2

123 + S2
146 + S2

245−
−2S123S146 cosφ− 2S123S245 cos l2 − 2S146S245 cos l4 (6),

ãäå cos ls � êîñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ïðè ðåáðå ls.
Ñêëàäûâàÿ (5) è (6), ïîëó÷àåì:

8S123S146 cosφ = 4S2
123 + 4S2

146 + 2X (7),

ãäå

X = −2S123S356 cos l3 − 2S146S356 cos l6 − 2S123S245 cos l2 − 2S146S245 cos l4.
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Â ñâîþ î÷åðåäü, ñêëàäûâàÿ ôîðìóëû (3) è (4), íàõîäèì

2X = 8S245S356 cos l5 − 4S2
245 − 4S2

356.

Âûðàæàÿ S2
245 è S

2
356 ïî ôîðìóëå Ãåðîíà (÷åðåç êâàäðàòû äëèí

ðåáåð), à 8S245S356 cos l5 ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíûõ
ïðîèçâåäåíèé (ïðèìåíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó ñ îïðåäåëè-
òåëåì ìàòðèöû Ãðàìà, à çàòåì òåîðåìó êîñèíóñîâ)

8S245S356 cos l5 = −2[
−→
l5 ×

−→
l3 ][
−→
l2 ×

−→
l5 ] =

=
1

2

∣∣∣∣∣ 2
−→
l5

2 2
−→
l5
−→
l2

2
−→
l3
−→
l5 2
−→
l3
−→
l2

∣∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣ 2l25 l22 + l25 − l24
l23 + l25 − l26 l22 + l23 − l21

∣∣∣∣ ,
ìû ïîëó÷àåì ÿâíîå âûðàæåíèå 2X ÷åðåç êâàäðàòû äëèí ðåáåð.
Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ 2X â ôîðìóëó

(7), ïîñëå ïðèâåäåíèé ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïðèõîäèì ê òðåáóåìîé
ôîðìóëå (2).

Çàìå÷àíèå. Â îáçîðå [1] ñîäåðæèòñÿ âàðèàíò ôîðìóëû, àíà-
ëîãè÷íîé (2) (ñì. ñòð. 51 ðàáîòû [1]). Îäíàêî ïðèâåä¼ííîå
ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò îøèáêó � â ÷èñëèòåëå ïåðåä ñêîáêàìè
ïîòåðÿí êîýôôèöèåíò 1

4. Íàøà òåîðåìà 1 äàåò ïðàâèëüíûé âàðè-
àíò ñîîòâåñòâóþùåé ôîðìóëû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîä èçãèáàåìûìè ìíîãîãðàííèêàìè ìû
áóäåì ïîíèìàòü ìíîãîãðàííèêè, êîòîðûå ìîæíî (íåïðåðûâíî)
äåôîðìèðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ïðîöåññå äåôîðìàöèè
ìåíÿëèñü òîëüêî äâóãðàííûå óãëû, à ãðàíè îñòàâàëèñü êîíãðó-
ýíòíûìè.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ æ¼ñòêèì.
Ñîãëàñíî çíàìåíèòîé òåîðåìå Êîøè 1813 ãîäà (ñì., íàïð., [2]),

âñå âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè ÿâëÿþòñÿ æ¼ñòêèìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåðû èçãèáàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñëåäóåò

èñêàòü â êëàññå íåâûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ.
Ïðèìåðàìè èçãèáàåìûõ ìíîãîðàííèêîâ c ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè

ÿâëÿþòñÿ îêòàýäðû Áðèêàðà 1-ãî è 2-ãî òèïîâ. Ñðåäè èçãèáàå-
ìûõ ìíîãîãðàííèêîâ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé ñòîèò âûäåëèòü ìíî-
ãîãðàííèê Êîííåëè è ìíîãîãðàííèê Øòåôôåíà. Îïèñàíèå âû-
øåïåðå÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ èçãèáàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, â óïîìÿíóòîé âûøå áðîøþðå [2].
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Ðèñ. 3. Ðàçâ¼ðòêà ìíîãîãðàííèêà Øòåôôåíà

Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ìíîãîãðàííèêØòåôôåíà ÿâëÿåòñÿ
íàèìåíüøèì ïî ÷èñëó âåðøèí (èç èçâåñòíûõ íà äàííûé ìîìåíò)
íåñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ èçãèáàåìûì åâêëèäîâûì ìíîãîãðàííè-
êîì è èìååò 9 âåðøèí, 21 ðåáðî è 14 ãðàíåé (ñì., íàïð., [1]).
Ðàçâ¼ðòêà äàííîãî ìíîãîãðàííèêà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3.

2. Ñðåäíÿÿ êðèâèçíà êàê èíâàðèàíò åâêëèäîâûõ èçãèáà-
åìûõ ìíîãîãðàííèêîâ

Ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì èíâàðèàíòîì èçãèáàìûõ
ìíîãîãðàííèêîâ. Âïåðâûå ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ñðåäíåé êðè-
âèçíû äëÿ èçãèáàåìîãî âëîæåííîãî â E3 îðèåíòèðóåìîãî ìíîãî-
ãðàííèêà áûëî äîêàçàíî Ð. Àëåêñàíäåðîì â ðàáîòå [3].

Òåîðåìà 2.(R. Alexander, 1985) Åñëè âëîæåííûé îðèåíòè-
ðóåìûé ìíîãîãðàííèê èçãèáàåìûé, òî åãî ñðåäíÿÿ êðèâèçíà
èíâàðèàíòíà â ïðîöåññå èçãèáàíèÿ.

Ïåðåâîä îðèãèíàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ìîæíî íàé-
òè â îáçîðå [1].
Ñàìî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà íåî÷åâèäíûõ ïðÿìûõ âû÷èñ-

ëåíèÿõ (ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòàðíûõ ìåòîäîâ àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè è àíàëèçà) è çíàìåíèòîé òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî î ìíî-
ãîãðàííèêàõ (ñì., íàïð., [4]).
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Îäíàêî òåîðåìó 2 ìîæíî çíà÷èòåëüíî ïðîùå äîêàçàòü ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì òàê íàçûâàåìîé ôîðìóëû Øëåôëè [5].
Ïðèâåäåì âåðñèþ ýòîé ôîðìóëû äëÿ ñëó÷àÿ òð¼õìåðíîãî åâ-

êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 3. (ôîðìóëà Øëåôëè) Ïóñòü P (t) � ãëàäêîå îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ìíîãîãðàííèêîâ â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå E3 ñ äâóãðàííûìè óãëàìè αi = αi(t) è äëèíàìè ð¼áåð
li = li(t) ñîîòâåñòâåííî (ïðè ýòîì t îáîçíà÷àåò ïàðàìåòð
äåôîðìàöèè). Òîãäà: ∑

i

li
dαi
dt

= 0. (8)

À òåïåðü, ñëåäóÿ íåäàâíåé ðàáîòå àâòîðà [6], èçëîæèì äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû 2, îïèðàÿñü íà ôîðìóëó Øëåôëè (8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç t ïàðàìåòð
(ãëàäêîãî) èçãèáàíèÿ. Òîãäà ñðåäíÿÿ êðèâèçíà êàê ôóíêöèÿ ïà-
ðàìåòðà t äëÿ èçãèáàåìîãî ìíîãîãðàííèêà èìååò âèä:

H(t) =
1

2

∑
i

li(π − αi(t)).

Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèàë ñðåäíåé êðèâèçíû ðàâåí:

dH = −1

2

∑
i

lidαi, (9)

òàê êàê li = const ïðè èçãèáàíèè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ôîðìóëû Øëåôëè (8), èìååì∑

i

lidαi = 0,

ñëåäîâàòåëüíî,
dH = 0,

òî åñòü äèôôåðåíöèàë ñðåäíåé êðèâèçíû èçãèáàåìîãî ìíîãî-
ãðàííèêà ðàâåí íóëþ, ò.å. H èíâàðèàíòíà ïðè èçãèáàíèè.
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3. Èíâàðèàíòíîñòü ñðåäíåé êðèâèçíû â íååâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîáëåìó èíâàðèàíòíîñòè ñðåäíåé êðèâèç-
íû èçãèáàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ â íååâêëèäîâûûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû (H â íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðå-
äåëÿåòñÿ, êàê è â åâêëèäîâîì ñëó÷àå, ñì. îïð. 1 è ôîðìóëó
(1)), ïîëàãàÿ â êà÷åñòâå ïîñëåäíèõ òðåõìåðíîå ñôåðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî S3 ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû K > 0
è ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî H3 ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíû K < 0.
Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (8) èìååò åñòåñòâåííîå

îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ è
íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû [5].
Â îáùåì ñëó÷àå, ôîðìóëà Øëåôëè âûðàæàåò ïðîèçâîäíóþ

îáú¼ìà ìíîãîãðàííèêà ïî ïàðàìåòðó íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè
(ñîõðàíÿþùåé êîìáèíàòîðíûé òèï) ÷åðåç äëèíû ð¼áåð è ïðîèç-
âîäíûå äâóãðàííûõ óãëîâ ýòîãî ìíîãîãðàííèêà (ñì. ðàáîòó [5]).
Çàïèøåì (ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ òåîðåìû 3) òàêóþ ôîðìóëó äëÿ
òð¼õìåðíîãî ñëó÷àÿ:

1

2

∑
i

li
dαi
dt

= K · dV
dt

(10),

ãäå V � îáú¼ì ìíîãîãðàííèêà, K � êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà.
Ñîïîñòàâëÿÿ ôîðìóëû (9) è (10), íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äèô-

ôåðåíöèàë ñðåäíåé êðèâèçíû èçãèáàåìîãî ìíîãîãðàííèêà ïðÿìî
ïðîïîðöèîíàëåí äèôôåðåíöèàëó åãî îáú¼ìà, à èìåííî:

dH = −K · dV. (11)

Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíîñòü îáú¼ìà èçãèáàåìîãî ìíî-
ãîãðàííèêà ïðè K ̸= 0 âëå÷¼ò èíâàðèàíòíîñòü åãî ñðåäíåé
êðèâèçíû (è íàîáîðîò).
Â ðàáîòàõ [7]�[8] À.À. Ãàéôóëëèíûì áûëî äîêàçàíî ïîñòî-

ÿíñòâî îáú¼ìà èçãèáàåìûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîãîãðàííèêîâ (èëè
ãèïîòåçà êóçíå÷íûõ ìåõîâ) â íå÷¼òíîìåðíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ, à òàêæå ïîñòðîåíû ïðèìåðû âëîæåííûõ èç-
ãèáàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ íà ñôåðå ëþáîé ðàçìåðíîñòè (òàê
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íàçûâàåìûå êðîññ-ïîëèòîïû), îáú¼ì êîòîðûõ íå ñîõðàíÿåòñÿ â
ïðîöåññå èçãèáàíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî çàäîëãî äî ðåçóëüòàòîâ Ãàéôóëëèíà, â 1997 ãîäó,

Â.À. Àëåêñàíäðîâûì áûë ïîñòðîåí ïåðâûé ïðèìåð ñôåðè÷åñêîãî
èçãèáàåìîãî ìíîãîãðàííèêà ñ ïåðåìåííûì îáú¼ìîì [9] (ïðàâäà,
ïîñòðîåííûé ìíîãîãðàííèê íå ÿâëÿåòñÿ âëîæåííûì).
Òàêèì îáðàçîì, èç ôîðìóëû (11) âûòåêàåò

Òåîðåìà 4. Åñëè òð¼õìåðíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé ìíîãîãðàííèê
èçãèáàåìûé, òî åãî ñðåäíÿÿ êðèâèçíà èíâàðèàíòíà â ïðîöåññå
èçãèáàíèÿ.

×òî êàñàåòñÿ S3, òî ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ñôåðè÷åñêîãî èçãèáàåìî-
ãî ìíîãîãðàííèêà ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì íå ñîõðàíÿåòñÿ
â ïðîöåññå èçãèáàíèÿ (ýòîò ôàêò, ââèäó ðàííåé ïèîíåðñêîé ðà-
áîòû Àëåêñàíäðîâà [9], îáñóæäàëñÿ åù¼ â îáçîðå [1]).
Â çàêëþ÷åíèè íàñòîÿùåé çàìåòêè âûâåäåì îäíî ïîëåçíîå

ñëåäñòâèå ôîðìóëû (10). Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè äèô-
ôåðåíöèàëà è ó÷èòûâàÿ ïîñòîÿíñòâî êðèâèçíû K, íåòðóäíî
ïîëó÷èòü, ÷òî

d(H + K · V ) = 0⇒ I = H + K · V = const.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îáú¼ì è ñðåäíÿÿ êðèâèç-
íà èçãèáàåìîãî ìíîãîãðàííèêà íå âñåãäà ñîõðàíÿþòñÿ â ïðîöåññå
èçãèáàíèÿ, èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè I = H+K ·V èíâàðèàíòíû.
Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà 5. Ïóñòü P � êîíå÷íûé âëîæåííûé èçãèáàåìûé
ìíîãîãðàííèê â îäíîì èç òð¼õìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû (E3,S3 èëè H3). Òîãäà âåëè÷èíà

I = H + K · V (11)

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî èçãèáàíèÿ.
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1. Ñèñòåìû Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà

Ëèíåéíàÿ ïôàôôîâà ñèñòåìà Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà [4], îïðåäå-
ëÿåìàÿ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ β = (β1, . . . , βn), èìååò âèä:

dyi =

n∑
j=1, j ̸=i

(βjyi(z)− βiyj(z))
d(zi − zj)
zi − zj

, i = 1, . . . , n. (1)

Â ðàáîòàõ [4, 6] ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà
âïîëíå èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå Ôðîáåíèóñà. Ýòî, â ÷àñòíîñòè,
îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà èìååò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé
ðàçìåðíîñòè, ðàâíîé ïîðÿäêó ñèñòåìû, òî åñòü n.

2. Ðåøåíèÿ è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ñèñòå-
ìû Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà

Òåïåðü ìû äàäèì îïèñàíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé
ñèñòåìû Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà.
Ïóñòü y(z1, . . . , yn) = (y1(z1, . . . , zn), . . . , yn(z1, . . . , yn)) �

ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ ïàðàìåòðàìè β = (β1, . . . , βn). Êàê
ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [4, 6], êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ ñèñòåìû çàäàþòñÿ
èíòåãðàëàìè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà

yi(z1, . . . , zn) = βi

∫
γ

Φ(t)

t− zi
dt, i = 1, . . . , n,

ãäå Φ(t) =
∏n

i=1(t− zi)βi.
Ïîäðîáíåå îïèøåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå. Ðàññìîòðèì

ïðîêîëîòóþ â n òî÷êàõ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü S = C \
{z1, . . . , zn} è ìíîãîçíà÷íóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ íà íåé

Φ(t) =
n∏
j=1

(t − zj)βj , t ∈ S. Âåòâëåíèå ýòîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåò

ïðåäñòàâëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ρΦ : π1(S, t0) → C∗ â
ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Êàê õîðî-
øî èçâåñòíî, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(S, t0) = Fn èçîìîðôíà
ñâîáîäíîé ãðóïïå ñ n ñâîáîäíûìè îáðàçóþùèìè. Ïðåäñòàâèòåëÿ-
ìè ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ â ñâîáîäíîé ãðóïïå π1(S, t0) ìîæíî
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âûáðàòü òàê íàçûâàåìûå �ìàëûå ïåòëè�, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
âûõîäèò èç îäíîé è òîé æå òî÷êè t0 ∈ S, ïîäõîäèò â S ê
òî÷êå zj, îáõîäèò åå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïî äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðóæíîñòè è çàòåì ïî íà÷àëüíîìó ïóòè âîçâðàùàåòñÿ â òî÷-
êó t0. Âñå ïóòè ïîäõîäà ê âûêîëîòûì òî÷êàì ìîæíî âûáðàòü
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äðóã ñ äðóãîì, êðîìå òî÷êè t0. Îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâóþùèå ìàëûå ïåòëè è èõ êëàññû â ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïå γj. Ïðåäñòàâëåíèå ρΦ ïðèíèìàåò íà ýòèõ ïåòëÿõ çíà÷åíèÿ

ρΦ(γj) = e2π
√
−1βj , 1 ≤ j ≤ n.

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûå àíàëèòè÷åñêèå 1-ôîðìû (äèôôå-
ðåíöèàëû)

ηi =
Φ(t)

t− zi
dt, 1 ≤ i ≤ n.

Âûáåðåì òàêîé ýëåìåíò γ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(S, t0) =
Fn, ïðåäñòàâëåííûé îòîáðàæåíèåì îêðóæíîñòè γ : S1 → S,
÷òîáû äèôôåðåíöèàëüíûå 1-ôîðìû γ∗ηi, 1 ≤ i ≤ n, áûëè
îäíîçíà÷íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè 1-ôîðìàìè íà îêðóæíî-
ñòè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå γ
ïðåäñòàâëÿëî èëè åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû èëè ýëåìåíò èç
êîììóòàíòà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(S, t0) (ïåòëè Ïîõãàì-
ìåðà èëè äâîéíûå ïåòëè [13]). Òåïåðü ìû ìîæåì èíòåãðèðîâàòü
ýòè îäíîçíà÷íûå 1-ôîðìû ïî îêðóæíîñòè. Ïîëó÷èì èíòåãðàëû,
çàâèñÿùèå êàê îò ïàðàìåòðîâ, òàê è îò òî÷åê z1, . . . , zn íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè: Ii(z1, . . . , zn) =

∫
S1
γ∗ηi. Ïî îïðåäåëå-

íèþ, ïîëîæèì
∫
γ

ηi =
∫
S1
γ∗ηi. Òàêîé ïîäõîä ê èíòåãðèðîâàíèþ

ìíîãîçíà÷íûõ äèôôåðåíöèàëîâ (âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ ãîìîëî-
ãèé è êîãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â ëîêàëüíûõ ñèñòåìàõ è
èõ ñïàðèâàíèÿ) èñïîëüçîâàëñÿ â ëåêöèÿõ À.Âàð÷åíêî [12]. Èç
êîììóòàòîðîâ ìàëûõ ïåòåëü ìîæíî íàáðàòü áàçèñ ([γ̄1], . . . , [γ̄n])
â ãðóïïå ãîìîëîãèé ñâîáîäíîé ãðóïïû H1(Fn = π1(S, t0), Z).
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì êàê òåîðåìó óòâåðæäåíèå, â êîòîðîì

äàíî îïèñàíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïîíåíò ðåøåíèé
ñèñòåìû Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà è åå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû
ðåøåíèé.
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Òåîðåìà 1. Âåêòîð-ôóíêöèÿ yγ(z) = (y1(z), . . . , yn(z)), â
êîòîðîé êîìïîíåíòû yi(z) çàäàþòñÿ èíòåãðàëàìè ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêîãî òèïà

yi(z1, . . . , zn) = βi

∫
γ

Φ(t)

t− zi
dt,

ãäå γ � ýòî íåêîòîðàÿ ïåòëÿ Ïîõãàììåðà, ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ñèñòåìû Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà (1). Ìàòðèöà Y (z) =

(yij(z))i,j=1,...,n, z ∈ Cn, ãäå yij(z) = βi
∫̄
γj

Φ(t)
t−zi

dt, ÿâëÿåòñÿ ôóí-

äàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ðåøåíèé ñèñòåìû (1).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [4, 6, 9].

3. Ïðåäñòàâëåíèå ìîíîäðîìèè ñèñòåìû Æîðäàíà�Ïîõ-
ãàììåðà

Ñèñòåìà Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà íå èìååò îñîáûõ òî÷åê â äî-
ïîëíåíèè ê îáúåäèíåíèþ äèàãîíàëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé Cn

∗ =
Cn \ H, H = ∪ni,j=1{zi = zj}. Âîçüìåì íåîñîáóþ òî÷êó z0 ∈ Cn

∗
è ïåòëþ γ ñ íà÷àëîì è êîíöîì â z0. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæå-
íèå Yγ(z) âäîëü ïåòëè γ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé
Y (z), ðàññìàòðèâàåìîé â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, â ñè-
ëó èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà ïðèâîäèò
ê ðàâåíñòâó Yγ(z) = Y (z)M(γ), ãäå M(γ) � íåâûðîæäåííàÿ
ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàñ-
ñà ïåòëè γ. Ñîïîñòàâëåíèå êàæäîìó ãîìîòîïè÷åñêîìó êëàññó γ̄
ïåòëè γ ìàòðèöû M−1(γ) = M(γ−1) îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû

ρ : π1(Cn
∗ , z0)→ GL(n, C),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ìîíîäðîìèè ñèñòåìû Æîð-
äàíà�Ïîõãàììåðà (1).
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4. Òîïîëîãèÿ äîïîëíåíèÿ êîìïëåêñíîãî ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ê îáúåäèíåíèþ äèàãîíàëüíûõ ãèïåðïëîñêî-
ñòåé

Óêàçàííîå â çàãëàâèè ðàçäåëà äîïîëíåíèå (îáîçíà÷åííîå ðà-
íåå êàê Cn

∗ ) èìååò íåòðèâèàëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó,
èçîìîðôíóþ ãðóïïå êðàøåíûõ êîñ Pn ñ îáðàçóþùèìè Aij, ïðåä-
ñòàâëåííûìè îáõîäàìè ïî ìàëûì ïåòëÿì äèàãîíàëüíûõ ãèïåð-
ïëîñêîñòåé è ÿâíî óêàçàííûì íèæå íàáîðîì ñîîòíîøåíèé. Âñå
ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ,
òî åñòü ïðîñòðàíñòâî Cn

∗ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà�
Ìàêëåéíà òèïà K(π, 1), ãäå ãðóïïà π èçîìîðôíà ãðóïïå êðàøå-
íûõ êîñ Pn ñ íàçâàííûìè âûøå îáðàçóþùèìè Aij, i ̸= j, i, j =
1, . . . , n, è ñîîòíîøåíèÿìè

ArsAijA
−1
rs =


Aij, åñëè s < i

èëè i < r < s < j,

ArjAijA
−1
rj , åñëè s = i,

ArjAsjAijA
−1
sj A

−1
rj , åñëè i = r < s < j,

ArjAsjA
−1
rj A

−1
sj AijAsjArjA

−1
sj A

−1
rj , åñëè r < i < s < j.

Àëãåáðà êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà Cn
∗ íàä ïîëåì êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë âû÷èñëåíà Â.È.Àðíîëüäîì è îíà èçîìîðôíà àëãåá-
ðå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, ïîðîæäåííîé ëîãàðèôìè÷åñêèìè
ôîðìàìè ωij =

d(zi−zj)
zi−zj

, i ̸= j, ñ ñîîòíîøåíèÿìè Àðíîëüäà äëÿ
êàæäîé òðîéêè èíäåêñîâ i, j, k:

ωij ∧ ωik + ωik ∧ ωjk + ωkj ∧ ωij = 0.

Ïðîôàêòîðèçóåì êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Cn ïî
ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê Sn, äåéñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêàìè êîîðäè-
íàò. Ðåçóëüòàòîì ôàêòîðèçàöèè âñåãî ïðîñòðàíñòâà Cn áóäåò, â
ñèëó òåîðåìû Øåâàëëå, òàêæå Cn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ðåçóëü-
òàò ôàêòîðèçàöèè îáúåäèíåíèÿ äèàãîíàëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé.
Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà Cn

∗/Sn ïî
óêàçàííîìó äåéñòâèþ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê Sn èçîìîðôíà ãðóï-
ïå êîñ Bn ñ îáðàçóþùèìè σk, k = 1, . . . , n− 1, è ñîîòíîøåíèÿìè

σkσk+1σk = σk+1σkσk+1, k = 1, . . . , n− 2,
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σkσℓ = σℓσk, |k − ℓ| ≥ 2. (2)

Îïèñàííàÿ ôàêòîðèçàöèÿ îïðåäåëÿåò äëèííóþ òî÷íóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï, íåòðèâèàëüíàÿ ÷àñòü
êîòîðîé åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ó÷àñòèåì ãðóïïû êðàøåíûõ
êîñ Pn, ãðóïïû êîñ Bn, ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê Sn è òðèâèàëüíîé
åäèíè÷íîé ãðóïïû 1:

1→ Pn → Bn → Sn → 1.

Ãðóïïà êðàøåíûõ êîñ Pn ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû êîñ Bn

è îáðàçóþùèå Aij, i < j, ãðóïïû êðàøåíûõ êîñ âûðàæàþòñÿ
÷åðåç îáðàçóþùèå ãðóïïû êîñ Bn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Aij = σj−1σj−2 . . . σi+1σ
2
i σ
−1
i+1 . . . σ

−1
j−2σ

−1
j−1.

5. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ãðóïïû êîñ

Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ãðóïïû êîñ Bn îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñòî àë-
ãåáðàè÷åñêè, ñîïîñòàâëåíèåì ñòàíäàðòíûì îáðàçóþùèì σk, k =
1, . . . , n− 1, ãðóïïû êîñ Bn ñëåäóþùèõ îáðàòèìûõ ìàòðèö íàä
êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà îò îäíîé ïåðåìåííîé:

Mk = ρB(σk) =


Ik−1 0 0 0

0 1− T T 0
0 1 0 0
0 0 0 In−k−1

 , k = 1, . . . , n− 1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óêàçàííûå ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíî-
øåíèÿì ãðóïïû êîñMkMk+1Mk = Mk+1MkMk+1; MkMl = MlMk

(2). Òàêèì îáðàçîì, ρB îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êîñ

ρB : Bn → GL(n, Z[T, T−1])

â ãðóïïó îáðàòèìûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ
Ëîðàíà îò îäíîé ïåðåìåííîé. Îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó
íà ïîäãðóïïó êðàøåíûõ êîñ çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå ïîñëåäíåé,
êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ρP .
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6. Ïðåäñòàâëåíèå Ãàññíåð ãðóïïû êðàøåííûõ êîñ

Ïðåäñòàâëåíèå Ãàññíåð ρG ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû êðà-
øåíûõ êîñ Pn â ãðóïïó îáðàòèìûõ ìàòðèö íàä êîëüöîì ïîëèíî-
ìîâ Ëîðàíà îò n ïåðåìåííûõ

ρG : Pn → GLn(Z[T±1 , . . . , T
±
n ]).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå åñòü îáîáùåíèå îãðàíè÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
Áóðàó ρP íà ãðóïïó êðàøåíûõ êîñ è îíè ñòðîÿòñÿ ïî îäíîé àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñõåìå. Íî åñëè ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ïðîäîëæàåòñÿ
äî ïðåäñòàâëåíèÿ ρB âñåé ãðóïïû êîñ Bn, òî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
Ãàññíåð ïðîäîëæåíèå â îáùåì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò. Âûøå óêàçàíî
êàê îáðàçóþùèå Aij ãðóïïû êðàøåíûõ êîñ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå σk ãðóïïû êîñ, è ïîòîìó ïðåäñòàâëåíèå
Ãàññíåð òàêæå ìîæíî çàäàòü êàê ìóëüòèïëèêàòèâíîå îòîáðàæå-
íèå â îáðàòèìûå ìàòðèöû íà êîñàõ σk, à çàòåì ïðîâåðÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû êðàøåííûõ êîñ äëÿ ïîëó÷åííûõ ìàòðèö
ρG(Aij). Èòàê, ìû îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ íà îáðàçóþùèõ σk ñëå-
äóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

Mk = ρG(σk) =


Ik−1 0 0 0

0 1− Tk Tk 0
0 1 0 0
0 0 0 In−k−1

 , k = 1, . . . , n− 1.

Îäíàêî ÷àñòü ñîîòíîøåíèé ãðóïïû êîñ Bn, à èìåííî,

MkMk+1Mk = Mk+1MkMk+1, k = 1, . . . , n− 2,

âûïîëíÿåòÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ïåðåìåííûå T1 = T2 = · · · =
Tn−1 ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó.
Íî åñëè âû÷èñëèòü ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçóþùèì Aij,
èñïîëüçóÿ òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êîñ Bn â ãðóïïó àâòî-
ìîðôèçìîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû ñ n îáðàçóþùèìè, òî, êàê ïîêàçàëà
Áåòòè Äæåéí Ãàññíåð [1], ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû êðàøåíûõ êîñ
âûïîëíÿþòñÿ è âîçíèêàåò ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êðà-
øåíûõ êîñ, íàçâàííîå èìåíåì Ãàññíåð. Â êíèãå Ç.Ìîðàíà [7]
è â ðàáîòå Ê.Êíóäñåíà [5] óêàçàíû ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå
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îáðàçóþùèì Aij â ïðåäñòàâëåíèè Ãàññíåð:

ρG(Ars) =


Ir−1 0 0 0 0

0 1− Tr + TrTs 0 (1− Tr)Tr 0
0 ū Is−r−1 v̄ 0
0 1− Ts 0 Tr 0
0 0 0 0 In−s

 ,

ãäå âåêòîðû-ñòîëáöû ū, v̄ èìåþò âèä

ū = ((1− Tr+1)(1− Ts), . . . , (1− Ts−1)(1− Ts))⊤,

v̄ = ((1− Tr+1)(Tr − 1), . . . , (1− Ts−1)(Tr − 1))⊤.

7. Ìîíîäðîìèÿ ñèñòåìû Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà ñ ðàâíû-
ìè ïàðàìåòðàìè

Ïóñòü âñå ïàðàìåòðû ñèñòåìû Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà (1) ðàâíû
ìåæäó ñîáîé: β1 = β2 = · · · = βn = λ. Ò.Êîíî â 1988
ãîäó, èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü ñèñòåìû Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà
îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò è êîìïîíåíò ðåøåíèÿ, ïî-
êàçàë, ÷òî ñèñòåìà Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà îïóñêàåòñÿ íà ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî ïî óêàçàííîìó äèàãîíàëüíîìó äåéñòâèþ ãðóïïû
ïåðåñòàíîâîê è ïðåäñòàâëåíèå ìîíîäðîìèè ôàêòîð-ñèñòåìû ñîâ-
ïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåíèåì Áóðàó, êîãäà â ìàòðèöàõ ìîíîäðîìèè
Áóðàó âìåñòî ôîðìàëüíîãî ïàðàìåòðà T èñïîëüçóåòñÿ êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî e2πiλ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýòî ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ìíîãîìåðíîé ïðîáëåìû Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà, êîãäà àë-
ãåáðàè÷åñêè çàäàííîå ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ðåàëèçîâàíî êàê
ïðåäñòàâëåíèå ìîíîäðîìèè èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû ñ ïðîñòûìè
ïîëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè, à èìåííî, ôàêòîð-ñèñòåìà èìååò ïî-
ëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà íà äèâèçîðå îñîáåííîñòåé.

8. Ìîíîäðîìèÿ ñèñòåìû Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà ñ ïðîèç-
âîëüíûìè ïàðàìåòðàìè

Êàê ïîêàçàëè Êàïîâè÷ è Ìèëñîí â ðàáîòå 2001 ãîäà [4], ìî-
íîäðîìèÿ ñèñòåìû Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà (1) ñ ïðîèçâîëüíûìè
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ïàðàìåòðàìè ýêâèâàëåíòíà ïðåäñòàâëåíèþ Ãàññíåð, êîãäà ôîð-
ìàëüíûì ïåðåìåííûì ïðèñâîåíû êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ Tk =
e2πiβk, k = 1, . . . , n. Ýòî òàêæå ðåøåíèå ìíîãîìåðíîé ïðîáëåìû
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàññíåð.

9. Àíàëîãè ñèñòåì Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà, ñâÿçàííûå ñ
äðóãèìè ñèñòåìàìè êîðíåé, îòëè÷íûìè îò An

Ñèñòåìû Æîðäàíà�Ïîõãàììåðà òåñíåéøèì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ
êîêñåòåðîâñêîé ñèñòåìîé êîðíåé òèïà An. Ïîëíûìè àíàëîãà-
ìè ýòèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû Êíèæíèêà�Çàìîëîä÷èêîâà â
ôîðìå ×åðåäíèêà

dΨ = k
∑
α∈R+

(1− sα)
d(α, z)

(α, z)
Ψ,

ãäå sα � îòðàæåíèÿ, îòâå÷àþùèå ïîëîæèòåëüíûì êîðíÿì ñèñòå-
ìû êîðíåé R. Ýòà ñèñòåìà ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

dΨ =
∑
α∈R

hα
α∗ ⊗ α
α(z)

Ψ,

ãäå α∗ � äâîéñòâåííûé âåêòîð îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé áèëè-
íåéíîé ôîðìû (ū, v̄) =

∑n
i=1 uivi, à hα � W (R)-èíâàðèàíòíàÿ

ñèñòåìà êîíñòàíò: hwα = hα, w ∈ W (R), W (R) � ãðóïïà
Êîêñåòåðà, ïîðîæäåííàÿ îòðàæåíèÿìè îòíîñèòåëüíî êîðíåé èç
R. Äëÿ ñèñòåì êîðíåé òèïà An, n ≥ 2, óðàâíåíèå Êíèæíèêà�
Çàìîëîä÷èêîâà â ôîðìå ×åðåäíèêà (áóäåì ãîâîðèòü � óðàâíåíèå
×åðåäíèêà) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Æîðäàíà�Ïîõãàìåðà ñ ðàâíûìè
ïàðàìåòðàìè.
Óðàâíåíèÿ ×åðåäíèêà âõîäÿò â êëàññ ∨-ñèñòåì Âåñåëîâà

dy =
∑
α∈R

α∨ ⊗ α (dα(z))

α(z)
y,

ãäå R � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ â íåêîòîðîì
Rn, n ≥ 2, à âåêòîð α∨ ÿâëÿåòñÿ äóàëüíûì êîâåêòîðó α îòíîñè-
òåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû B(x, y) =

∑
α∈R(α, x)(α, y).
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Åñëè íàáîð êîâåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïîëîæèòåëüíûõ
êîðíåé íåêîòîðîé êîêñåòåðîâñêîé ñèñòåìû êîðíåé, òî ñèñòåìà
Âåñåëîâà âïîëíå èíòåãðèðóåìà. Âåñåëîâ è ×àëûõ íàøëè äåôîð-
ìàöèè ñèñòåì êîðíåé (óæå íå â êëàññå ñèñòåì êîðíåé), äëÿ
êîòîðûõ ñèñòåìà Âåñåëîâà ñîõðàíÿåò èíòåãðèðóåìîñòü. Óðàâ-
íåíèÿ ×åðåäíèêà è ∨-ñèñòåìû Âåñåëîâà ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè
ñèñòåìÆîðäàíà�Ïîõãàììåðà, ñâÿçàííûìè ñ äðóãèìè ñèñòåìàìè
êîðíåé èëè ïðîñòî íàáîðàìè âåêòîðîâ.
Äëÿ ñèñòåì êîðíåé îïðåäåëåíû ãðóïïû êîñ Bn(R) è ãðóïïû

êðàøåíûõ êîñ Pn(R), äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü

1→ Pn(R)→ Bn(R)→ Wn(R)→ 1.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè â íà÷àëå äâóõòûñÿ÷íûõ ãîäîâ áûëè
äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ýòè îáîáù¼ííûå ñèñòåìû Æîðäàíà�
Ïîõãàììåðà îïðåäåëÿþò ïðåäñòàâëåíèÿ îáîáù¼ííûõ ãðóïï êîñ
[2, 6, 10, 11]. Îäíàêî, ÿâíàÿ ìàòðè÷íàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèé
÷àñòè÷íî íàéäåíà ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Êàðòàíà äëÿ ñèñòåìû
êîðíåé R òîëüêî â ñëó÷àå îáîáù¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó
Ãèâåíòàëåì è Ñêâàéðîì [2, 8].
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Ìèðîøíè÷åíêî À.Í.

Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî è åãî ñâîéñòâà

Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ñòàòüå ðå÷ü ïîéäåò îá îíîì èç êëàññè÷åñêèõ ôðàêòàëüíûõ ìíî-

æåñòâ � Êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå è åãî îñíîâíûõ ñâîñòâàõ.
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1. Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà

Ãåîðã Êàíòîð (íåì. Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor) �
íåìåöêèé ìàòåìàòèê, ó÷åíèê Êàðëà Âåéåðøòðàññà. Ðîäèëñÿ:
3 ìàðòà 1845 ãîäà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ. Íàèáîëåå èçâåñòåí
êàê ñîçäàòåëü òåîðèè ìíîæåñòâ. Îñíîâàòåëü è ïåðâûé ïðåçèäåíò
Ãåðìàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, èíèöèàòîð ñîçäàíèÿ
Ìåæäóíàðîäíîãî êîíãðåññà ìàòåìàòèêîâ.
Êàíòîð âïåðâûå îïðåäåëèë ñðàâíåíèå ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ,

âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íûå, ïî èõ �ìîùíîñòè� (îáîáùåíèþ ïîíÿòèÿ
êîëè÷åñòâà) ÷åðåç ïîíÿòèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ
ìåæäó ìíîæåñòâàìè ÷èñåë.
Â 1897 ãîäó îòîø¼ë îò íàó÷íîãî òâîð÷åñòâà. Èäåè Êàíòîðà íå

ïðèíèìàëèñü ìíîãèìè ñîâðåìåííèêàìè, íî âïîñëåäñòâèè îêàçàëè
áîëüøîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè. Óìåð: 6 ÿíâàðÿ 1918
ãîäà (72 ãîäà), Ãàëëå, Ãåðìàíèÿ.

×åì èçâåñòåí: ñîçäàòåëü òåîðèè ìíîæåñòâ. Êàíòîð ñîçäàë
òåîðèþ ìíîæåñòâ è �íèêòî íå èçãîíèò íàñ èç ðàÿ, ñîçäàííîãî
äëÿ íàñ Êàíòîðîì�, êàê ñêàçàë Ä. Ãèëüáåðò. Âîçíèêëà îïîðà äëÿ
áîëåå èëè ìåíåå ñòðîãèõ ðàññóæäåíèé, è ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü
äåëàòü íåêîòîðûå ëþáîïûòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ. À
åñòü òàêîé ïðèíöèï, ÷òî âñå, ÷òî â ìàòåìàòèêå ñóùåñòâóåò, ÷åìó-
òî òàê èëè èíà÷å â ðåàëüíîì ìèðå ñîîòâåòñòâóåò. Âîò è äàâàéòå
ïîñìîòðèì, ÷òî áûâàåò.

2. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî � êàíòîðîâà ïûëü

Áåðåì îòðåçîê [0, 1] è óäàëÿåì ñåðåäèíó: èíòåðâàë (1/3, 2/3).
Êîíöû íå óäàëÿåì. Ïîòîì ïîñòóïàåì òàê ñ äâóìÿ îñòàâøèìèñÿ
îòðåçêàìè.
Ïîëó÷àåòñÿ öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ, êîòîðûé, îäíàêî, âåñü îòðå-

çîê íå èñ÷åðïàåò; â ïðåäåëå êîå-÷òî îñòàíåòñÿ (õîòÿ áû êîíöû
âûêèäûâàåìûõ èíòåðâàëîâ). Âîò òî, ÷òî îñòàëîñü, è åñòü êàíòî-
ðîâî ìíîæåñòâî.

Ïåðâûå íåñêîëüêî øàãîâ:
Ìîæíî ïåðåéòè â òðîè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ, â êîòîðîé
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öèôðû òîëüêî 0, 1 è 2, è ÷èñëà èç [0, 1] ðàçëîæåíû ïî îòðèöàòåëü-
íûì ñòåïåíÿì òðîéêè. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ÷èñëà, â
êîòîðûõ íåò öèôðû 1. Ñ îãîâîðêàìè, ïðàâäà: 1/3 çàïèøåòñÿ ëèáî
êàê 0, 1, ëèáî êàê 0, 0(2), à 2/3 - êàê 0, 2 ëèáî êàê 0, 1(2). ×èñëî
óäàëÿåòñÿ, åñëè â ëþáîé åãî çàïèñè åñòü õîòü îäíà åäèíè÷êà.
ßñíî, õîòÿ è óäèâèòåëüíî, ÷òî â êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå íàõî-

äÿòñÿ íå òîëüêî êîíöû âûêèäûâàåìûõ èíòåðâàëîâ. Âåäü ìíîæå-
ñòâî ýòèõ êîíöîâ ñ÷åòíî, à êàíòîðîâî ìíîæåñòâî � íåò.
Ìíîæåñòâî ñ÷åòíî, åñëè åãî ýëåìåíòû ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü

íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ìåæäó ýëåìåí-

òàìè êîòîðîãî è ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ïîñòðîèòü
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (áèåêöèþ).
Íåñ÷¼òíîñòü êàíòîðîâà ìíîæåñòâà ëåãêî óñòàíîâèòü: ÷èñëà â

í¼ì â òðîè÷íîé çàïèñè ñîäåðæàò òîëüêî öèôðû 0 è 2; çàìåíèòå
2 íà 1 è òðàêòóéòå ýòî êàê äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå. Ïîëó÷èòå âåñü
îòðåçîê! Îäèí ê îäíîìó, áåç ïîâòîðîâ.
Åùå ðàç: ÷èñåë â êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå ñòîëüêî æå, ñêîëüêî

íà âñåì îòðåçêå! Òî÷êè îòðåçêà ìîæíî �ïåðåñ÷èòàòü� òî÷êàìè
äûðÿâîãî êàíòîðîâîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå íå çàíèìàåò íèêàêîãî
ìåñòà.
Äà, åãî ìåðà ðàâíà íóëþ. Ýòî ëåãêî óñòàíîâèòü, ïîäñ÷èòàâ

äëèíó âûêèäûâàåìûõ èíòåðâàëîâ. Íà êàæäîì øàãå âäâîå áîëü-
øå èíòåðâàëîâ, äëèíà êàæäîãî â òðè ðàçà ìåíüøå. Òî åñòü,
âûêèäûâàåòñÿ íà êàæäîì øàãå 2/3 îò ïðåäûäóùåãî øàãà. Íà
ïåðâîì øàãå âûêèäûâàåòñÿ òðåòü. Ñëîæèì âñå (ýòî ïðîãðåññèÿ
ñî çíàìåíàòåëåì 2/3) è ïîëó÷èì 1. Âûêèäûâàåòñÿ âñÿ äëèíà.
Ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, íå çàíèìàþùåå íà îòðåçêå íè-

êàêîé äëèíû, ïðè ýòîì òî÷åê òàì ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è íà âñåì
îòðåçêå.
Ìíîæåñòâî ýòî íèãäå íå ïëîòíî: â åãî çàìûêàíèè íåò íè îäíîãî

îòðåçêà.
Âäóìàéòåñü: íà îòðåçêå òî÷êè ëåæàò �ðàçäåëüíî�, äàæå ñàìûé

ìàëåíüêèé îòðåçîê â ìíîæåñòâî íå ïîìåùàåòñÿ, à äëèíà ó íèõ
åñòü.
Ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå áóäåò ñîäåðæàòü

ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê (êðîìå 0 è 1), ïåðåñ÷èòàâ èõ è êàæäûé ðàç
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ðàñòÿãèâàÿ îäèí èç âûêèäûâàåìûõ èíòåðâàëîâ òàê, ÷òîáû òóäà
ïîïàëî î÷åðåäíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
Ìîæíî åùå æåñò÷å: âû÷èñëèìûå ÷èñëà ñ÷åòíû. Âû÷èñëèìûå,

ýòî òå, êîòîðûå ìîæíî ãåíåðèðîâàòü öèôðà çà öèôðîé íåêî-
òîðûì àëãîðèòìîì, à àëãîðèòì � ýòî ïðîñòî òåêñò. Ñ ó÷åòîì
êîäèðîâêè òåêñòà, àëãîðèòì ýòî ïðîñòî öåëîå ÷èñëî. Äà, ëþáûå
îøèáêè â ïðîãðàììå äîïóñòèìû, è ìíîãî ïðîãðàìì âû÷èñëÿþò
îäíî è òî æå ÷èñëî, íî âñå ðàâíî, âû÷èñëèìûõ ÷èñåë ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî. Ìîæíî ïîñòðîèòü êàíòîðîâî ìíîæåñòâî èç îäíèõ
íåâû÷èñëèìûõ ÷èñåë, ÷òî äîâîëüíî çàáàâíî.
À åñëè âûêèäûâàòü íå èíòåðâàëû, à îòðåçêè: âìåñòå ñ êîí-

öàìè? Ïîëó÷èòñÿ êàíòîðîâî ìíîæåñòâî çà âû÷åòîì êîíöîâ âû-
êèäûâàåìûõ èíòåðâàëîâ (à ýòèõ êîíöîâ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî).
Ñîñòîèò îíî èç ÷èñåë, âî âñåõ âàðèàíòàõ òðîè÷íîé çàïèñè êîòî-
ðûõ íåò åäèíè÷åê. Íàïðèìåð, 0,(20). Êîíå÷íûõ äðîáåé íå áóäåò.
Íàêîíåö, ó ìíîæåñòâà êàíòîðà åñòü ðàçìåðíîñòü: ôðàêòàëü-

íàÿ, íî âñ¼-òàêè. Îïðåäåëÿåòñÿ îíà êàê ïðåäåë îòíîøåíèÿ ëî-
ãàðèôìà ÷èñëà êóáèêîâ ñ ðåáðîì ε, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîêðûòèÿ
ìíîæåñòâà, ê ëîãàðèôìó ε, ïðè ε → 0. Åùå çíàê íàäî ïîìå-
íÿòü. Äëÿ îòðåçêîâ, ïîíÿòíîå äåëî, ÷èñëî �êóáèêîâ� (îòðåçêîâ)
ðàñòåò êàê 1/ε, ÷òî äàåò åäèíèöó. Äëÿ ïëîñêèõ ìíîæåñòâ ÷èñëî
êâàäðàòèêîâ ðàñòåò êàê ε2, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàçìåðíîñòè 2. Äëÿ
êàíòîðîâà ìíîæåñòâà óäîáíî ε óìåíüøàòü âòðîå íà êàæäîì øàãå,
è òàêèõ îòðåçêîâ íàäî âñåãäà âäâîå áîëüøå, ÷åì íà ïðåäûäóùåì
øàãå. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ðàçìåðíîñòü ln 2/ ln 3 ≈ 0, 6309.
Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ñëóæèò îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ ïî-

ñòðîåíèé, ìíîãèå èç êîòîðûõ âûëåçàþò è â ðåàëüíûé ìèð.

Ñâîéñòâà:
1. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî çàìêíóòî.
2. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì ñîâåðøåí-

íûì ìíîæåñòâîì.
3. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî êîíòèíóàëüíî.
4. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî èìååò òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü

0.
5. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî èìååò ïðîìåæóòî÷íóþ (òî åñòü íå öå-

ëóþ) õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü ðàâíóþ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíóþ
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0,63 ( ln 2
ln 3 ≈ 0, 63). Â ÷àñòíîñòè, îíî èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà.

6. Êàæäûé íóëüìåðíûé ìåòðèçóåìûé êîìïàêò áåç èçîëèðî-
âàííûõ òî÷åê ãîìåîìîðôåí êàíòîðîâó ìíîæåñòâó.
7. Âñÿêèé ìåòðèçóåìûé êîìïàêò � îáðàç êàíòîðîâà ìíîæåñòâà

ïðè íåêîòîðîì íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè.
8. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî óíèâåðñàëüíî äëÿ âñåõ íóëüìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâ ñî ñ÷¼òíîé áàçîé.

3. Äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ.

Äèàäè÷åñêèé êîìïàêò [àíãë.] � êîìïàêò, ïðåäñòàâèìûé êàê íåïðå-
ðûâíûé îáðàç êàíòîðîâà êóáà. Äèàäè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî [àí-
ãë.] � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò
êîìïàêòèôèêàöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ äèàäè÷åñêèì êîìïàêòîì.
Ãîìåîìîðôíî � ýòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå è âçàèìíî íåïðåðûâ-

íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äâóìÿ òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâà-
ìè.
Íóëüìåðíûé ìåòðèçóåìûé êîìïàêò áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê �

ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ãîìåîìîðôíî êàíòîðîâó ìíîæåñòâó.
Ïîäâîäÿ èòîã âûøåñêàçàííîìó, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íå òîëüêî ñ òî÷êè
çðåíèÿ òîïîëîãèè è òåîðèè ìåðû, íî è ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè
÷èñåë [3], ïîìîãàÿ ëó÷øå îñîçíàòü ïîíÿòèÿ �ñ÷åòíîñòü� è �êîíòè-
íóàëüíîñòü� ìíîæåñòâ ðàöèîíàëüíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
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Ïåòðîâ Å. Å.

Èíòåãðàë Õîïôà

1. Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòà Õîïôà [1]�[3] íåêîòîðûõ ðàññëîå-
íèé ïî èíòåãðàëüíîìó îïðåäåëåíèþ Óèòíè [2, ñ. 204] ïðèâîäèò ê
èíòåãðàëàì

hi = (−1)i−1

∫
Sn−1

uidu1 . . . d̂ui . . . dun

(i = 1, 2, . . . , n è ^ � çíàê ¾ïðîïóñòèòü¿) îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ
ôîðìû îáú¼ìà

τ =

n∑
i=1

(−1)i−1uidu1 . . . d̂ui . . . dun

ñôåðû Sn−1 = {u ∈ Rn |u2
1 + u2

2 + . . . + u2
n = 1} (ñì., íàïðèìåð,

[3, ñ. 243]). Â ñëåäóþùåì ïóíêòå 2 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî

V (Sn−1) :=

∫
Sn−1

τ =
2πn/2

Γ(n/2)
(1.1)

� îáú¼ì âñåé ñôåðû, Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ. Öåëü íàñòîÿùåé çàìåò-
êè � äîêàçàòü

Óòâåðæäåíèå.Äëÿ ëþáîãî i èíòåãðàë hi íå çàâèñèò îò i:

hi =
1

n
V (Sn−1). (1.2)

Íåçàâèñèìîñòü îò íîìåðà ïîáóæäàåò êàê-òî íàçâàòü èíòåãðàë.
Íàïðèìåð, èíòåãðàëîì Õîïôà.

2. Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

τ = (x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n)1/2 > 0,

u1 =
x1

r
, u2 =

x2

r
, . . . , un =

xn
r

ïðîêîëîòîãî ïðîñòðàíñòâà Rn\0 îáú¼ì ñôåðû ëåãêî ïîäñ÷èòûâà-
åòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà∫

Rn
e−x

2
1−x

2
2−...−x

2
n dx1dx2 . . . dxn =

√
π
n
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(ñòàíäàðòíûé çíàê âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ îïó-
ùåí). Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

dx1dx2 . . . dxn = d(ru1)d(ru2) . . . d(run) =

= (rdu1 + u1dr)(rdu2 + u2dr) . . . (rdun + undr) =

= rn−1dr · τ.
Òàê âîçíèêàåò ôîðìà τ è ðàâåíñòâî

√
π
n

=

∫ ∞
0

rn−1e−r
2
dr

∫
Sn−1

τ =
1

2
Γ(
n

2
)V (Sn−1).

Îòêóäà ñëåäóåò (1.1).
×èñëà u1, u2, . . . , un óäîáíî íàçûâàòü ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòà-

ìè íà ñôåðå Sn−1. Îíè íå íåçàâèñèìû. Íî èìåííî â íèõ ãëî-
áàëüíûì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ôîðìà îáú¼ìà τ è òàê íàçûâàåìàÿ
ôîðìà ¾òåëåñíûé óãîë¿ â àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè [4, ñ. 285].
Òåðìèí ñôåðè÷åñêèå åñòåñòâåííî çàêðåïèòü çà íåçàâèñèìûìè óã-
ëîâûìè êîîðäèíàòàìè èç (n− 2)-x øèðîò θ1, θ2, . . . , θn−2 ∈ (0, π)
è îäíîé äîëãîòû φ ∈ [0; 2π).
Òðàäèöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå [5, ñ. 401-402], [6, ñ. 19] äåêàðòî-

âûõ êîîðäèíàò x1, x2, . . . , xn ïðîñòðàíñòâà Rn\{îñü xn} ñôåðè-
÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè r, θ1, θ2, . . . , θn−2, φ ïðè îãðàíè÷åíèè íà
ñôåðó (r = 1) äà¼ò ñâÿçü

u1 = cos θ1,

u2 = sin θ1 cos θ2,
...

un−1 = sin θ1 sin θ2 . . . sin θn−2 cosφ,

un = sin θ1 sin θ2 . . . sin θn−2 sinφ

(2.1)

ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ñî ñôåðè÷åñêèìè íà ñôåðå áåç äâóõ ïîëþ-
ñîâ.

3. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, ÷òî
ïî ñèììåòðèè ïåðåìåííûõ âñå èíòåãðàëû hi ñ íå÷¼òíûìè íîìå-
ðàìè ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Àíàëîãè÷íî, ðàâíû âñå ñ ÷¼òíûìè.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî ïðåäñòàâèòåëåé îáåèõ
ãðóïï. Êàê óâèäèì íèæå, óäîáíåå âñåãî âû÷èñëÿòü hn−1 è hn.
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Íà÷í¼ì ñ ìàëûõ n. Ýòî ïîçâîëèò âûðàáîòàòü èäåþ äëÿ îáùåãî
ñëó÷àÿ. Ïîòðåáóþòñÿ òàáëè÷íûå èíòåãðàëû [5, ñ. 402]∫ π

0

sin t dt = 2,

∫ π

0

sin2 t dt =

∫ π

0

cos2 t dt =
1

2
π,∫ π

0

sin3 t dt =
4

3
,

∫ π

0

sin4 t dt =
3

8
π,∫ π

0

sin5 t dt =
16

15
,

∫ π

0

sin6 t dt =
5

16
π, (3.1)∫ π

0

sin7 t dt =
32

35
,

∫ π

0

sin8 t dt =
35

128
π.

Ïóñòü n = 2. Èìååì îêðóæíîñòü S1 äëèíû V (S1) = 2π ñ
ôîðìîé τ = u1du2 − u2du1 è ñâÿçüþ u1 = cosφ, u2 = sinφ. Â
ýòîì ñëó÷àå

h1 =

∫
S1
u1 du2 =

∫ 2π

0

cosφd sinφ =

∫ 2π

0

cos2 φdφ =
1

2
V (S1),

h2 = −
∫
S1
u2 du1 = −

∫ 2π

0

sinφd cosφ =

∫ 2π

0

sin2 φdφ = π =
1

2
V (S1).

Äëÿ n = 3 èìååì ñôåðó S2 ñ ïëîùàäüþ V (S2) = 4π, ôîðìîé
τ = u1du2du3 − u2du1du3 + u3du1du2 è ñâÿçüþ u1 = cos θ1, u2 =
sin θ1 cosφ, u3 = sin θ1 sinφ. Â òàêîì ñëó÷àå

h2 = −
∫
S2
u2 du1du2 = −

∫
S2

sin θ1 cosφd(cos θ1)d(sin θ1 sinφ) =

=

∫
S2

sin2 θ1 cosφdθ1(cos θ1 sinφdθ1 + sin θ1 cosφdφ) =

=

∫ π

0

∫ 2π

0

sin3 θ1 cos2 φdθ1dφ =
4

3
π =

1

3
V (S2).

h1 = h3 =

∫
S2
u3 du1du2 =

∫
S2

sin θ1 sinφd(cos θ1)d(sin θ1 cosφ) =

=

∫
S2

sin θ1 sinφ(− sin θ1) dθ1 sin θ1(− sinφ)dφ =
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=

∫ π

0

sin3 θ1 dθ1

∫ 2π

0

sin2 φdφ =
4

3
π =

1

3
V (S2).

Óïðàæíåíèå 1. Äëÿ n = 4 ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî (1.1) è
ñðàâíèòü çàïèñü ñ âû÷èñëåíèÿìè â [3, ñ. 244].
Óïðàæíåíèå 2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû h7 è h8 ïðè n = 8

(âàæíûé ñëó÷àé äëÿ èçó÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ Õîïôà S3 → S7 →
S4). Óêàçàíèå: èñïîëüçóþòñÿ âñå òàáëè÷íûå èíòåãðàëû (3.1).
Ìåòîä ïîäñ÷¼òà äâóõ ïîñëåäíèõ èíòåãðàëîâ î÷åâèäíûì îá-

ðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî n. Ôàêòè÷åñêè
ïðîõîäèò èíäóêöèÿ äëÿ hn−1 è hn.
Èñïîëüçóÿ ñâÿçü (2.1), çàïèøåì ôîðìû ïîä èíòåãðàëàìè

hn−1 = (−1)n−2

∫
Sn−1

un−1 du1du2 . . . dun−2dun,

hn = (−1)n−1

∫
Sn−1

un du1du2 . . . dun−1

â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ hn èìååì ïðîöåññ

du1 = d(cos θ1) = − sin θ1dθ1,

du1du2 = − sin θ1dθ1d(sin θ1 cos θ2) = sin2 θ1 sin θ2 dθ1dθ2,

du1du2du3 = sin2 θ1 sin θ2 dθ1dθ2 d(sin θ1 sin θ2 cos θ3) =

= − sin3 θ1 sin2 θ2 sin θ3 dθ1dθ2dθ3,
...

du1du2 . . . dun−1 = (−1)n−1 sinn−1 θ1 sinn−2 θ2 . . . sin
2 θn−2 sinφ ·

· dθ1dθ2 . . . dθn−2 dφ.

Òàêèì îáðàçîì,

(−1)n−1un du1du2 . . . dun−1 =

= sinn θ1 sinn−1 θ2 . . . sin
3 θn−2 sin2 φdθ1dθ2 . . . dθn−2 dφ.

(3.2)

Àíàëîãè÷íî äëÿ hn−1 íàõîäèòñÿ ôîðìà

(−1)n−1un−1 du1du2 . . . dun−2dun =

= sinn θ1 sinn−1 θ2 . . . sin
3 θn−2 cos2 φdθ1dθ2 . . . dθn−2 dφ.

(3.3)
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Óïðàæíåíèå 3. Ïðîâåñòè ñòðîãóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóê-
öèþ äëÿ ðàâåíñòâà (3.2) èëè (3.3).

Èòàê, â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èíòåãðàëû hn−1 è hn ñâî-
äÿòñÿ ê îäíîêðàòíûì ïîâòîðíûì{
hn−1

hn
=

∫ 2π

0

{
cos2 φ
sin2 φ

dφ

∫ π

0

sin3 θn−2 dθn−2

∫ π

0

sin4 θn−3 dθn−3 . . .

. . .

∫ π

0

sinn θ1 dθ1.

Ïîñêîëüêó èíòåãðàëû îò cos2 φ è sin2 φ ðàâíû, òî hn−1 = hn.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ îñòà¼òñÿ âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ôîðìóëîé [5, ñ. 402]∫ π

0

sink−1 t dt =
√
π

Γ(k/2)

Γ((k + 1)/2)
.

Ïðîñòîé ïîäñ÷¼ò äà¼ò

π
√
π
n−2 Γ(2)

Γ(n+1
2 )

=
1

n

2
√
π
n

Γ(n2)
=

1

n
V (Sn−1).
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Ñìèðíîâ À.Þ.

Îá îäíîì óðàâíåíèè, âîçíèêàþùåì ïðè
èññëåäîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâîé âîëíû

â êðèñòàëëå ñ äèñëîêàöèÿìè

Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ñèãíàëà
â òâåðäîì òåëå ñ äèñëîêàöèÿìè. Èññëåäîâàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé â âèäå
áåãóùèõ âîëí è íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíûå âîëíû.

Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Â ðàáîòå [1] ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ
óïðóãèå âîëíû â òâ¼ðäîì äåëå ñ äèñëîêàöèÿìè, êîòîðàÿ ó÷èòû-
âàåò âçàèìîäåéñòâèå äèñëîêàöèé ñ ðåø¼òêîé êðèñòàëëà è ìåæäó
ñîáîé:

ρ
∂2Ui
∂t2

=
∂Pik
∂xk

,

A
∂2ξi
∂t2

+ B
∂ξi
∂t

= fi,

ãäå U � óïðóãîå ñìåùåíèå, ξ � äèñëîêàöèîííîå ñìåùåíèå, À �
ìàññà äèñëîêàöèè, B � ñèëà òðåíèÿ íà åäèíèöó äëèíû äèñëîêà-
öèè Pik � òåíçîð íàïðÿæåíèé, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, f � ñèëà,
äåéñòâóþùàÿ íà äèñêëîêàöèþ (ñì.[2]).
Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ êðèñòàëëà F çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

F =
1

2
λijklUijUkl +

1

2
cikξiξk +

1

2
β′ijkl(biξj + bjξi)Ukl,

çäåñü λijkl � ìîäóëè óïðóãîñòè, cik � ìîäóëè æ¼ñòêîñòè äèñëî-
êàöèè, β′ijkl � òåíçîð àêóñòîäèñëîêàöèîííîãî âîçäåéñòâèÿ, bi �
âåêòîð Áþðãåðñà.
Â ðàáîòàõ [2,3] ïóëüñàöèîííûå ñîñòàâëÿþùèå ñ÷èòàëèñü ïðî-

ïîðöèîíàëüíûìè ξ2:

A = A0(1 + A1ξ
2),
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B = B0(1 + B1ξ
2),

÷òî ïðèâîäèëî ê ðàññìîòðåíèþ îäíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî
óïðóãîãî ñìåùåíèÿ:

∂4U

∂t4
− c2 ∂4U

∂t2∂x2
+
B

A

(
∂3U

∂t3
− c2 ∂3U

∂t∂x2

)
+
β2

Aρ

∂2U

∂t2
=

=
c2α

2

∂3U

∂t2∂x

(
∂U

∂x

)2

+
c2αB

2A

∂2U

∂t∂x

(
∂U

∂x

)2

,

ãäå c � ñêîðîñòü ïðîäîëüíîé âîëíû â ìàòåðèàëå áåç äèñëîêàöèé,β �
êîýôôèöèåíò àêóñòîäèñëîêàöèîííîãî âîçäåéñòâèÿ,α � êîýôôè-
öèåíò, îïèñûâàþùèé íåëèíåéíîñòü ìàòåðèàëà. Â ðàáîòå [2] ðàçûñ-
êèâàåòñÿ ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå áåãóùåé âîëíû U(η =
x− V t):

A
∂2U

∂η2
+

β2U

AρV 4(1− c2

V 2(1 + αUη))
= 0,

äëÿ ÷åãî äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå V >> c. Â [2] óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå áóäóò ñóùåñòâîâàòü ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùåé
âîëíû.
Ìåæäó òåì, ýòî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ïîääà¼òñÿ èññëåäîâàíèþ áåç ïðåäïîëîæåíèÿ V >> c:

A
∂2U

∂η2

(
1− c2

V 2
(1 + αUη)

)
+

β2U

AρV 4
= 0.

Ïðîèçâåä¼ì ñòàíäàðòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ p(U) = Uη. Íàøå
óðàâíåíèå òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

pUp

(
1− c2

V 2
(1 + αp)

)
+

β2U

A2ρV 4
= 0

è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî U ñ ó÷¼òîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé U(0) = U0,
p(U0) = p0:

U 2 = 2A2ρV 2c2α
3β p3 − A2ρV 4

β

(
1− c2

V 2

)
p2−

− 2A2ρV 2c2α
3β p3

0 −
A2ρV 4

β

(
1− c2

V 2

)
p2

0 + U 2
0 .
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè êóáè÷åñêóþ ïàðàáîëó íà ôàçî-
âîé ïëîñêîñòè (U 2, p), êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü îò îäíîãî äî òð¼õ
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè V è íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé.
Åñëè òàêîé êîðåíü âñåãî îäèí, òî îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ íå

ñóùåñòâóåò � ðåøåíèå óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü; åñëè åñòü äâà èëè
òðè êîðíÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì ìàêñèìóìîì ìåæäó äâóìÿ èç íèõ,
òî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (ñì.
[4]).
Ýòè ðàçëè÷èÿ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà

Q =
V 6(1− c2

V 2 )3

8A3c6α3

(
p0 + 3

α

(
1− c2

V 2

)
V 2p2

o −
3βU2

0
2A2ρV 2c2α

)
+

+
(
p0 + 3

α

(
1− c2

V 2

)
V 2p2

o −
3βU2

0
2A2ρV 2c2α

)2

,

à èìåííî: êîãäà Q > 0, âåùåñòâåííûé êîðåíü îäèí, êîãäà Q < 0,
åñòü òðè ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ, íàêîíåö, êîãäà Q=0,
ñóùåñòâóåò îäèí ïðîñòîé è îäèí äâóêðàòíûé êîðåíü íàøåãî
êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ ãàðàíòèðóþò íàëè÷èå îãðàíè÷åííîãî

íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèÿ, à â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå
òàêîãî ðåøåíèÿ òðåáóåò íàëè÷èÿ ïîëîæèòåëüíîãî ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà ìåæäó äâóìÿ êîðíÿìè.
Òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè V >> c (êàê â

[2])ìîæíî ïîäîáðàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ áåãóùåé
âîëíû íå ñóùåñòâóåò: äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, íàïðè-
ìåð, ÷òîáû ïàðàìåòð

Q′ =
V 6

8A3c6α3

(
p0 +

3

α
V 2p2o −

3βU 2
0

2A2ρV 2c2α

)
+

(
p0 +

3

α
V 2p2o −

3βU 2
0

2A2ρV 2c2α

)2

îêàçàëñÿ ïîëîæèòåëüíûì.

Îáñóæäåíèå

Ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîé ñèñòåìû. Îãðàíè÷åííûå íà áåñêîíå÷íîñòè âîëíîâûå ðåøåíèÿ
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿêà ìîãóò êàê ñóùåñòâîâàòü,
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òàê è íå ñóùåñòâîâàòü, â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è
ñêîðîñòè âîëíû.
Èñõîäíîå óðàâíåíèå ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà, íàñêîëüêî íàì èç-

âåñòíî, â ëèòåðàòóðå íå èçó÷åíî, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòå-
ðåñíûì èññëåäîâàòü äëÿ íåãî çàäà÷è ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåí-
íîñòè è ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.
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Î ïðåäåëå íóëåâîé âÿçêîñòè ãëîáàëüíûõ
àòòðàêòîðîâ 2D ñèñòåì Íàâüå-Ñòîêñà ñ ñóõèì

òðåíèåì

Àííîòàöèÿ

Äîêàçàíî, ÷òî ãëîáàëüíûå àòòðàêòîðû äâóìåðíîé ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà ñ

ýêìàíîâñêèì òðåíèåì â ïðåäåëå íóëåâîé âÿçêîñòè ñõîäÿòñÿ â ïðîñòðàíñòâå

Ñîáîëåâà H1 ê îáîáù¼ííîìó ãëîáàëüíîìó àòòðàêòîðó 2D ñèñòåìû Ýéëåðà ñ

òàêèì æå òðåíèåì. Èçó÷åíû òðè ïîñòàíîâêè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è.
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1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ãëîáàëüíûå àòòðàêòîðû äâóìåðíûõ ñèñòåì
Íàâüå-Ñòîêñà ñ äîïîëíèòåëüíûì ÷ëåíîì, îïèñûâàþùèì ñóõîå
òðåíèå ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Òàêèå ñèñòåìû âîç-
íèêàþò â ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêå (ñì. [8]). Îíè ìîäåëèðóþò
êðóïíîìàñøòàáíûå ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â àòìîñôåðå èëè
îêåàíå. Îñíîâíàÿ äèññèïàöèÿ, êîòîðàÿ ïðîèñõîäèò â ïëàíåòàð-
íîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå, îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé Íàâüå-Ñòîêñà ñ ýê-
ìàíîâñêèì ÷ëåíîì (ñóõîå òðåíèå). Â ñèñòåìå òàêæå ïðèñóòñòâóåò
ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð ν, êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü,
êîòîðûé îòâå÷àåò çà ìåëêîìàñøòàáíóþ äèññèïàöèþ. Ãëîáàëü-
íûé àòòðàêòîð 2D ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì
ñâÿçíûì êîíå÷íîìåðíûì ìíîæåñòâîì â áåñêîíå÷íîìåðíîì ôà-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå H1 ñîîòâåòñòâóþùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(äèíàìè÷åñêîé ïîëóãðóïïû). (ÇäåñüH1 îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî
Ñîáîëåâà, ñîãëàñîâàííîå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè).

Ïðè ν = 0 ñèñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà ïåðåõîäèò â 2D ñèñòå-
ìó Ýéëåðà ñ òðåíèåì. Ýòà ñèñòåìà èçó÷åíà ñóùåñòâåííî õóæå,
÷åì 2D ñèñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà. Íàïðèìåð, äëÿ íåå íå èçâåñò-
íà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è,
êîòîðàÿ íåîáõîäèìà ïðè ïîñòðîåíèè ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà ñî-
îòâåòñòâóþùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
íà÷àëüíûõ óñëîâèé H1. Òåì íå ìåíåå äëÿ òàêîé ñèñòåìû Ýéëåðà
âîçìîæíî ïîñòðîèòü îáîáùåííûé ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð, êîòî-
ðûé ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
H1, âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Â ðàáîòå áóäåò äîêà-
çàíî, ÷òî ãëîáàëüíûå àòòðàêòîðû 2D ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà ñ
òðåíèåì â ïðåäåëå íóëåâîé âÿçêîñòè ñòðåìÿòñÿ ê îáîáùåííîìó
àòòðàêòîðó 2D ñèñòåìû Ýéëåðà ñ òðåíèåì â ñìûñëå îòêëîíåíèÿ
ïî Õàóñäîðôó ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå H1. Áóäóò ðàññìîòðåíû
òðè ïîñòàíîâêè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è.
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2. 2D ñèñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà ñ òðåíèåì è å¼ àòòðàêòîð

Ðàññìàòðèâàåòñÿ 2D ñèñòåìà Íàâüå�Ñòîêñà ñ òðåíèåì
∂tu + (u,∇)u +∇p + ru = ν∆u + g(x), t ≥ 0,

div u = ∂x1u
1 + ∂x2u

2 = 0, x = (x1, x2) ∈ R2,

u
∣∣
t=0

= u0(x),

(1)

êîòîðàÿ â ïðåäåëå íóëåâîé âÿçêîñòè ïðè ν → 0+ ôîðìàëüíî
ïåðåõîäèò â 2D ñèñòåìó Ýéëåðà ñ òðåíèåì

∂tu + (u,∇)u +∇p + ru = g(x),

div u = 0,

u
∣∣
t=0

= u0(x).

(2)

Íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûé âåêòîð ñêîðîñòè u = u(x, t) =
(u1(x, t), u2(x, t)) è ñêàëÿðíîå äàâëåíèå p = p(x, t). Âíåøíÿÿ ñèëà
g = g(x) = (g1(x), g2(x)) èçâåñòíà.
×ëåí ru, ãäå r > 0 (ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî), ïàðàìåòðèçóåò

ñóõîå (ýêìàíîâñêîå) òðåíèå, áëàãîäàðÿ ÷åìó ñèñòåìà (1) ñòàíî-
âèòñÿ äèññèïàòèâíîé ïðè âñåõ ν ≥ 0, âêëþ÷àÿ ñèñòåìó Ýéëåðà ñ
òðåíèåì (2) ïðè ν = 0.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñ ðàçíûìè ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè.
(i) Òå÷åíèå âî âñåé ïëîñêîñòè, ò.å., x ∈ R2.
(ii) Ïåðèîäè÷åñêîå òå÷åíèå (íà òîðå) x ∈ T2 = [Rmod 2π]2, ò.å.,
ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: u(x + 2π, t) = u(x, t).
(iii) Òå÷åíèå â îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ⋐ R2 ñî
�ñâîáîäíûìè� ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

u · n|∂Ω = 0, curlu|∂Ω = ∂x1u
2 − ∂x2u

1|∂Ω = 0,

ãäå n îáîçíà÷àåò âíåøíþþ íîðìàëü ê ãðàíèöå îáëàñòè ∂Ω. Ìîæ-
íî òàêæå ðàññìîòðåòü áîëåå îáùèé ñëó÷àé ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè
Ω ñ âûêèíóòûì êîíå÷íûì ÷èñëîì �îñòðîâîâ�, íà ãðàíèöå êîòîðûõ
ñòàâÿòñÿ òå æå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Âàæíûé ôèçè÷åñêèé ñëó÷àé òå÷åíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

ñ óñëîâèÿìè ïðèëèïàíèÿ íà ãðàíèöå u|∂Ω = 0 ðàññìàòðèâàòüñÿ
íå áóäåò. Ïðîáëåìà â ýòîì ñëó÷àå íå ðåøåíà.
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Ñèñòåìû âèäà (1) è (2) îïèñûâàþò ïëîñêèå òå÷åíèÿ, ñîîò-
âåòñòâåííî, âÿçêîé è íåâÿçêîé (èäåàëüíîé) æèäêîñòè â âîäîåìå
íàä ãðóáûì, øåðøàâûì äíîì: (i) òå÷åíèÿ íà âñåé ïëîñêîñòè, (ii)
ïåðèîäè÷åñêèå òå÷åíèÿ è (iii) òå÷åíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñî
ñâîáîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (íå ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà).
Èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ãëîáàëüíûõ àòòðàêòîðîâ Aν äâóìåðíîé

ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà ñ òðåíèåì (1) ïðè ν → 0+.
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññìàòðè-

âàåìûì ãðàíè÷íûì çàäà÷àì:
(i) Hs := {u ∈ Hs(R2)2, div u = 0}, s ≥ 0.
(ii) Hs := {u ∈ Hs(T2)2, div u = 0}.
(ii) Äëÿ ýòîé çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⋐ R2 îáîçíà÷èì

V = {u ∈ C∞(Ω)2, u · n|∂Ω = 0, curlu|∂Ω = 0, divu = 0}.
Òîãäà Hs := [V ]Hs(Ω)2.
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâà H0, H1 è H2.
Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ ñèñòåì Íàâüå-Ñòîêñà (1) è Ýéëå-

ðà (2) áóäåò ñëóæèòü ïðîñòðàíñòâî H1 ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé Ñîáîëåâà

(u, v)1 := (u, v)H1 = (u, v) + (∇u,∇v), ∥u∥2
1 = ∥u∥2 + ∥∇u∥2,

ãäå (u, v) =
∫
D u(x) · v(x)dx è ∥u∥2 = (u, u) � ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå è íîðìà â H0, à îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D åñòü R2, T2

èëè Ω â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèñòåìó Íàâüå-Ñòîêñà ñ òðåíèåì (1).
Îáîçíà÷èì òðèëèíåéíóþ ôîðìó

b(u, v, w) := ((u,∇)v, w) =

∫
D

((u(x),∇)v(x), w(x))dx,

êîòîðàÿ íåïðåðûâíà íà H1 ×H1 ×H1.
Ïåðå÷èñëèì âàæíûå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè òðèëèíåéíîé

ôîðìû b(u, v, w).

b(u, v, w) = −b(u,w, v), ∀u, v, w ∈ H1 ⇒ b(u, v, v) = 0.

Âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, à òàêæå äëÿ 3D
ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà.

b(u, u,∆u) = 0, ∀u ∈ H2.
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Âûïîëíåíî òîëüêî äëÿ 2D ñëó÷àÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òðåõ
ãðàíè÷íûõ çàäà÷.
Ôóíêöèÿ u(x, t) ∈ C([0, T ],H1) ∩ L2(0, T ;H2) íàçûâàåòñÿ ðå-

øåíèåì ñèñòåìû (1) íà îòðåçêå [0, T ], åñëè
d

dt
(u(t), w)+b(u, u, w)+ν(∇u,∇w)+r(u(t), w) = (g, w), ∀w ∈ H1.

Ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îáîáùåí-
íûé ôóíêöèé íà èíòåðâàëå (0, T ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü u0, g ∈ H1. Òîãäà ïðè ν > 0, ∀T > 0, ñèñòåìà
(1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ C([0, T ],H1)∩L2(0, T ;H2), è
âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óðàâíåíèå áàëàíñà äëÿ ôóíêöèè ýíåðãèè
è ýíñòðîôèè ∥u∥2

1 = ∥u∥2 + ∥∇u∥2:
1

2

d

dt
∥u(t)∥2

1 +ν
(
∥∇u(t)∥2 + ∥∆u(t)∥2

)
+r∥u(t)∥2

1 = (g, u(t))1. (3)

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Íåîáõîäèìî èñõîäíîå óðàâíåíèå

∂tu + (u,∇)u +∇p + ru = ν∆u + g(x)

óìíîæèòü ñêàëÿðíî â H0 íà ôóíêöèè u è ∆u è âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñâîéñòâàìè îðòîãîíàëüíîñòè b(u, u, u) = 0 è b(u, u,∆u) = 0, à
òàêæå òåì, ÷òî

(∇p, u) = 0, (∇p,∆u) = 0

â ñèëó òîãî, ÷òî div u = 0. (Âåêòîð ôóíêöèè ñ íóëåâîé äèâåðãåí-
öèåé îðòîãîíàëüíû ãðàäèåíòàì ôóíêöèé).
Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû

S(t) : H1 → H1, S(t)u0 = u(t), t ≥ 0,

ãäå u(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u0.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî Aν ⊆ H1 íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûé
àòòðàêòîðîì ïîëóãðóïïû {S(t)}, åñëè (i) Aν êîìïàêòíî â H1;
(ii) Aν ïðèòÿãèâàåò ëþáûå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà B èç H1:

distH1(S(t)B,Aν)→ 0 (t→ +∞);

(iii) Aν ñòðîãî èíâàðèàíòíî: S(t)Aν = Aν äëÿ âñåõ t ≥ 0.
Çäåñü distE îáîçíà÷àåò (íåñèììåòðè÷åñêîå) ðàññòîÿíèå ïî Õàó-
ñäîðôó îò ìíîæåñòâà X äî Y â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E :

distE(X, Y ) := sup
x∈X

distE(x, Y ) = sup
x∈X

inf
y∈Y
∥x− y∥E.
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3. 2D ñèñòåìà Ýéëåðà ñ òðåíèåì è å¼ îáîáù¼ííûé àò-
òðàêòîð

Èçó÷èì òåïåðü ñèñòåìó Ýéëåðà ñ òðåíèåì (2).
Ôóíêöèÿ u(x, t) ∈ C([0, T ],H1) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

(2) íà îòðåçêå [0, T ], åñëè

d

dt
(u(t), w) + b(u(t), u(t), w) + r(u(t), w) = (g, w), ∀w ∈ H1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü u0, g ∈ H1. Òîãäà ïðè ν = 0 ñèñòåìà (2)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå u(t) ∈ C([0, T ];H1) è
äëÿ ëþáîãî òàêîãî ðåøåíèÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ∥u(t)∥2

1 =
∥u(t)∥2 + ∥∇u(t)∥2 ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ïî âðåìåíè
t, è âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî äëÿ ýíåðãèè è ýíñòðîôèè

1

2

d

dt
∥u(t)∥2

1 + r∥u(t)∥2
1 = (u(t), g)1. (4)

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìàëüíî òåîðåìà 2 ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû 1,
åñëè ïîäñòàâèòü ν = 0. Îäíàêî íàñòîÿùåå äîêàçàòåëüñòâî áîëåå
ñëîæíî è îñíîâàíî íà óðàâíåíèè âèõðÿ

∂tω + (u,∇)ω + rω = curl g, ω(x, t) = curlu = ∂x1u
2 − ∂x2u

1,

êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå ðåøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ Ýéëåðà
ñ òðåíèåì. Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà èìååò ðÿä õîðîøèõ
ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè äëÿ íåãî ïîëó÷àåòñÿ òîæäåñòâî

1

2

d

dt
∥ω(t)∥2 + r∥ω(t)∥2 = (ω(t), curl g),

êîòîðîå, ïî ñóòè, ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâîì (4), ïîñêîëüêó

∥∇u∥2 = ∥curlu∥2 + ∥div u∥2 = ∥curlu∥2 = ∥ω(t)∥2.

Âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ äâóìåð-
íîé ñèñòåìû Ýéëåðà â ïðîñòðàíñòâå C([0, T ];H1) ïðè óñëîâèè,
÷òî u0, g ∈ H1 îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
Çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà Â. Þäîâè÷à î åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû Ýéëåðà (ñì. [9]) äîêàçàíà äëÿ áîëåå ãëàäêèõ óñëîâèé
u0, g ∈ W1,∞ è â áîëåå ãëàäêîì ïðîñòðàíñòâå L∞(0, T ;W 1,∞).

148



Ïåðåõîäÿ ê àòòðàêòîðó, íåîáõîäèìî îáîáùèòü îïðåäåëåíèå
ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà äëÿ ñèñòåì Íàâüå-Ñòîêñà (1) ñ åäèí-
ñòâåííîñòüþ íà ñëó÷àé ñèñòåìû Ýéëåðà (2), ðåøåíèÿ êîòîðîé â
êëàññå C([0, T ];H1) ìîãóò áûòü íå åäèíñòâåííûìè.

Îïðåäåëåíèå 2. ÌíîæåñòâîA0 ⊂ H1 íàçûâàåòñÿ (îáîáùåííûì)
ãëîáàëüíûì àòòðàêòîðîì (2), åñëè: (i) A0 êîìïàêòíî â H1;
(ii) A0 ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì: äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî
â Cb(R+;H1) ïîäìíîæåñòâà B = {u(t), t ≥ 0}, ñîñòîÿùåãî èç
ðåøåíèé ñèñòåìû (2), âûïîëíÿåòñÿ

distH1(B(t),A0)→ 0 ïðè t→∞;

(iii) A0 ìèíèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè âñåõ êîìïàêòíûõ ïðè-
òÿãèâàþùèõ ìíîæåñòâ.
Çäåñü B(t) êîððåêòíî îïðåäåëåííîå ñå÷åíèå â ìîìåíò t ≥ 0

ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííûõ òðàåêòîðèé B:

B(t) = {u(t), u ∈ B} ⊂ H1.

Àòòðàêòîðû äëÿ êëàññè÷åñêîé 2D ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà (ò.å.
ïðè r = 0) áûëè ïîñòðîåíû â ïèîíåðñêèõ ðàáîòàõ Î.À. Ëàäûæåí-
ñêîé, Ì.È. Âèøèêà, À.Â. Áàáèíà, Ð. Òåìàìà (ñì. [6,7]).
Ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð äëÿ äâóìåðíîé ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà ñ

òðåíèåì (1) áûë ïîñòðîåí â ðàáîòå À.À. Èëüèíà, Ê. Ïàòíè è Ñ.Â.
Çåëèêà (ñì. [4]) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå H0(R2). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
àòòðàêòîðà èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ýíåðãåòè÷åñêèõ òîæäåñòâ èç ðà-
áîòû R. Rosa (ñì. [5]). Îäíàêî, èìåÿ óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè
è ýíñòðîôèè, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà R.Rosa ñòðîèòñÿ ãëîáàëüíûé
àòòðàêòîð è â ðàññìàòðèâàåìûõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ H1.
Áîëåå ñëîæíûé âîïðîñ î ïîñòðîåíèè îáîáùåííîãî àòòðàêòîðà

A0 ⋐ H1 äâóìåðíîé ñèñòåìû Ýéëåðà ñ òðåíèåì (2) â ñèëüíîé
òîïîëîãèè H1 ðåøåí â ðàáîòàõ Â.Â. ×åïûæîâà, À.À. Èëüèíà
è Ñ.Â. Çåëèêà (ñì. [1,2]), ãäå òàêæå ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàëî
óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè è ýíñòðîôèè (4), êîòîðîå äîêàçûâà-
åòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ èçâåñòíîé ðàáîòû R. DiPerna, P.
Lions ïî óðàâíåíèÿì ïåðåíîñà (ñì. [3]).
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4. Ïðåäåë íóëåâîé âÿçêîñòè àòòðàêòîðîâ ñèñòåìû Íàâüå-
Ñòîêñà ñ òðåíèåì

Èòàê, äëÿ êàæäîãî ν > 0 ñèñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà (1) îáëàäàåò
ãëîáàëüíûì àòòðàêòîðîì Aν, ïðè ýòîì ïðåäåëüíàÿ ñèñòåìà Ýé-
ëåðà (2) ïðè ν = 0 èìååò îáîáùåííûé ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð A0,
ïðè÷åì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {Aν}ν≥0 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî â
ïðîñòðàíñòâå H1:

sup
u∈Aν

∥u∥1 ≤
∥g∥1

r
∀ν ≥ 0.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü g ∈ H1. Òîãäà àòòðàêòîðû Aν â H1 ñèëüíî
ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó çàâèñÿò îò ν ïðè ν → 0+:

lim
ν→0+

distH1(Aν,A0) = 0. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
νn → 0+, è äëÿ êàæäîãî νn âûáåðåì îïðåäåëåííûì îáðàçîì
òî÷êó, ëåæàùóþ íà àòòðàêòîðå Aνn óðàâíåíèÿ (1) c ν = νn. À
èìåííî, âûáåðåì òó òî÷êó ūn ∈ Aνn, îò êîòîðîé ðàññòîÿíèå äîA0

ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò Aνn äî A0. ßñíî, ÷òî â ñèëó êîìïàêòíîñòè
Aνn è A0 ýòî ìîæíî ñäåëàòü.
Â ñèëó ñòðîãîé èíâàðèàòíîñòè ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà, ÷åðåç

òî÷êó ūn â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïðîõîäèò ïîëíàÿ òðàåêòîðèÿ
un(t) (ðåøåíèå ñèñòåìû (1) c ν = νn, êîòîðàÿ îãðàíè÷åííà â H1

ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R), ò.å. un(0) = ūn. Èòàê,

ūn = un(0) ∈ Aνn, un ∈ Cb(R,H1), ∥un(·)∥Cb(R,H1) ≤ const, (6)

ðàâíîìåðíî ïî n. Êðîìå òîãî, â ñèëó âûáîðà òî÷åê ūn âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâà

distH1(un(0),A0) = distH1(Aνn,A0). (7)

Â ñèëó (6) èç ñåìåéñòâà ïîëíûõ òðàåêòîðèé un(t) ìîæíî âû-
äåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âíîâü îáîçíà÷åííóþ ÷åðåç un(t),
òàêóþ ÷òî

un(t) ⇁ u0(t) ∗-ñëàáî â L∞loc(R;H1) ïðè n→∞, (8)
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è ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ u0(t), t ∈ R, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
Ýéëåðà ñ äèññèïàöèåé (2) íà âñåé îñè âðåìåíè, êîòîðîå ðàâíî-
ìåðíî (ïî t ∈ R) îãðàíè÷åíà â H1.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî àíàëî-

ãè÷íîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ðàáîòå À.À. Èëüèíà, Ê. Ïàòíè
è Ñ.Â. Çåëèêà. Èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî

νn(∇un(t),∇φ)→ 0 (νn → 0) ∀φ ∈ C∞0 (R2)2, divφ = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî u0(t) ∈ A0 ∀t ∈ R è â ÷àñòíîñòè u0(0) ∈ A0.
Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî

un(0) ⇁ u0(0) ñëàáî â H1 ïðè n→∞. (9)

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ñõîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîé.
Ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â ñèëó òåî-

ðåìû 2 ïîëíàÿ òðàåêòîðèÿ u0(t), t ∈ R ñèñòåìû Ýéëåðà (2)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ áàëàíñà ýíåðãèè è ýíñòðîôèè (4), à
òàêæå òî, ÷òî íà ñå÷åíèè t = 0 âûïîëíÿåòñÿ (9).
Ïîëíûå òðàåêòîðèè un = un(t) ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà (1)

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì áàëàíñà ýíåðãèè è ýíñòðîôèè (3).
Îòáðîñèì â ýòîì óðàâíåíèè âòîðîå ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå ν,
êîòîðîå ïîëîæèòåëüíî, óìíîæèì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà e2rt

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî t îò −hn äî 0, ãäå hn → +∞. Ïîëó÷èì

∥un(0)∥2
1 ≤ ∥un(−hn)∥2

1e
−2rhn + 2

∫ 0

−hn
(un(t), g)1e

2rtdt.

Â ñèëó (6) ïðè n → ∞ ïåðâûé ÷ëåí ñïðàâà èñ÷åçàåò, à äëÿ
âòîðîãî â ñèëó (8) èìååì∫ 0

−hn
(un(t), g)1e

2rtdt→
∫ 0

−∞
(u0(t), g)1e

2rtdt,

îòêóäà

lim sup
n→∞

∥un(0)∥2
1 ≤ 2

∫ 0

−∞
(u0(t), g)1e

2rtdt.

Ïðåäåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ u0(t) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû Ýéëåðà
(2) è óäîâëåòâîðÿåò ýíåðãåòè÷åñêîìó òîæäåñòâî (4), êîòîðîå ìû
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àíàëîãè÷íî óìíîæàåì íà e2rt è èíòåãðèðóåì ïî t îò −hn äî 0 è
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

∥u0(0)∥2
1 = ∥u0(−hn)∥2

1e
−2rhn + 2

∫ 0

−hn
(u0(t), g)1e

2rtdt.

Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì

∥u0(0)∥2
1 = 2

∫ 0

−∞
(u0(t), g)1e

2rtdt,

÷òî âìåñòå ñ ïðåäûäóùåì íåðàâåíñòâîì äàåò

lim sup
n→∞

∥un(0)∥2
1 ≤ 2

∫ 0

−∞
(u0(t), g)1e

2rtdt = ∥u0(0)∥2
1. (10)

Èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè un(0) ⇁ u0(0) â H1 (ñì. (9)) âûâîäèì, ÷òî

∥u0(0)∥1 ≤ lim inf
n→∞

∥un(0)∥1.

Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòå ñ (10) ïîëó÷àåì

lim sup
n→∞

∥un(0)∥2
1 ≤ ∥u0(0)∥1 ≤ lim inf

n→∞
∥un(0)∥1.

Ýòî âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
n→∞
∥un(0)∥1 = ∥u0(0)∥1.

Èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè un(0) ⇁ u0(0) â H1 è ñõîäèìîñòè íîðì
ñëåäóåò ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü:

lim
n→∞
∥un(0)− u0(0)∥1 = 0.

Ñ ó÷¼òîì (7) ýòî äàåò

distH1(Aνn,A0) = distH1(un(0),A0) ≤ ∥un(0)− u0(0)∥1 → 0.

Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ìû ïåðåõîäèëè ê ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿì, òî íà ñàìîì äåëå ìû äîêàçàëè, ÷òî

lim inf
νn→0+

distH1(Aνn,A0) = 0

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè νn → 0+. Î÷åâèäíî, ÷òî èç ýòîãî
ñëåäóåò (5). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Vyugin I., Dutta S.

On the Fibonacci numbers over Fp

Abstract

We study the sequence Fp of the Fibonacci numbers modulo prime p. The new

lower bound of size of the Minkowsky sum Fp + Fp is obtained.

1. Introduction

Fibonacci sequence is the sequence F1, F2, . . . such that

F1 = 1, F2 = 1, Fi+2 = Fi + Fi+1, i ∈ N.

Numbers Fi, i ∈ N are called Fibonacci numbers.
We consider the Fibonacci sequence f1, f2, . . . modulo m. This

means that fi = Fi (modm), with m ∈ N. The Fibonacci sequence
modulom is periodic. The smallest period of the Fibonacci sequence
modulo m is called the Pisano period π(m). We will consider the
prime m = p and we also assume fn ∈ Fp = Z/pZ.
The famous Binet's formula for Fibonacci numbers

Fn =
1√
5

[(
1 +
√

5

2

)n

+

(
−1 +

√
5

2

)−n]
, n ∈ N

is also true for Fibonacci numbers fn modulo prime p. But
√

5
belongs to the �eld Fp2 = {m +

√
5n | m,n ∈ Fp},

√
5 is the

element of algebraic extension of Fp, or Fp if
√

5 ∈ Fp.
Let us denote by Fp the set of Fibonacci numbers modulo prime

p. It means
Fp = {f1, . . . , fπ(p)}, |Fp| = π(p).

Let us de�ne two types of sets:
1) additive shift: Fp + q = {x + q | x ∈ Fp}, q ∈ Fp,;
2) Minkowskii sum: Fp + Fp = {x + y | x, y ∈ Fp}.
We prove the following theorem.
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Theorem 1. Let Fp be the set of Fibonacci numbers modulo prime
p, and |Fp| ⩽ p3/4, then the bound

|Fp + Fp| ⩾
1

12
|Fp|4/3 −

1

12
|Fp|1/3 + 1

holds.

Proof of Theorem 1

If we denote the set {xn}n∈Z of values of the sequence de�ned by the
linear recurrence relation:

xn+2 = axn+1 − εkxn, x1 = x0
1, x2 = x0

2, n ∈ N, εkk = 1 (1)

by Ca,εk,x01,x02. In our denotation, Fibonacci numbers Fp = C1,−1,1,1

and −Fp = C1,−1,−1,−1. We will use the following Prop. 3 from [1].

Proposition 3. For the intersection of the sets of values of the
two linear recurrence sequences (1) and the subgroup G ⊂ F∗p, the
inequality holds:

|Ca,εk,x0
1,x

0
2
∩ (Ca,εk,x0

1,x
0
2
− q)| ⩽ max

(
3 · 22/3k4/3|Ca,εk,x0

1,x
0
2
|2/3, 12

p
|Ca,εk,x0

1,x
0
2
|2
)
.

Proof of Theorem 1. The total number of pairs (x, y) such that
x, y ∈ Fp is |Fp|2. This means that |Fp+Fp| ⩽ |Fp|2. Let us estimate
the number of pairs (x, y) ∈ F2

p such that x + y = q for q ∈ Fp. We
have that

#{(x, y) ∈ F2
p | x+ y = q} = |Fp ∩ (−q −Fp)| = |C1,−1,1,1 ∩ (C1,−1,−1,−1 − q)|.

Using Prop. 3 from [1] we obtain that

|C1,−1,1,1 ∩ (C1,−1,−1,−1 − q)| ⩽ 12 max

(
|Fp|2/3,

1

p
|Fp|2

)
.

In our case k = 2. If |Fp| ⩽ p3/4 then for any q ∈ F∗p we have the
bound

#{(x, y) ∈ F2
p | x + y = q} ⩽ 12|Fp|2/3.

Also we see that

#{(x, y) ∈ F2
p | x + y = 0} ⩽ |Fp|.
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Thus, the number of pairs (x, y) ∈ Fp such that x + y ̸= 0 does not
exceed |Fp|2− |Fp|. The number of di�erent q ∈ F∗p, such that there
exist x, y ∈ Fp and x + y = q not less than

|Fp|2 − |Fp|
12|Fp|2/3

.

We have the following bound

|Fp + Fp| = #{q ∈ Fp | ∃x, y ∈ Fp : x + y = q} ⩾
1

12
|Fp|4/3 −

1

12
|Fp|1/3 + 1.

□
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