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Ïðîäîëæåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ìàòðèö

Àííîòàöèÿ

Äîáàâëåíèå ÷ëåíîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé ê ýëåìåíòàì íåâûðîæäåííîé ïîëèíî-

ìèàëüíîé ìàòðèöû ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû.

Ðàíåå áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïðîâåðêè äëÿ çàäàííîé ïîëèíîìèàëüíîé

ìàòðèöû îñóùåñòâèìîñòè òàêîé ïîòåðè. Â ïðåäëàãàåìîé íîâîé ðåäàêöèè ýòîò

àëãîðèòì, óñòàíîâèâ âîçìîæíîñòü ïîòåðè íåâûðîæäåííîñòè, ÿâíî óêàçûâàåò

ïðîäîëæåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê íèì íîâûõ ÷ëåíîâ

(ïðè ýòîì ýëåìåíòû-ïîëèíîìû ìîãóò ïðåâðàùàòüñÿ â ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå

ðÿäû), êîòîðûå ïðèâîäÿò ê âûðîæäåííîé ìàòðèöå.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö (ò.å. ìàò-
ðèö, îñòàþùèõñÿ íåâûðîæäåííûìè ïðè ëþáîì ïðîäîëæåíèè
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû äîáàâëåíèåì ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêèõ ñòåïå-
íåé, ÷òî ìîæåò ïðåâðàùàòü ïîëèíîìû â ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå
ðÿäû) ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé àëãîðèòìè÷åñêîé çàäà÷åé: â [1, 2]
ïðåäëîæåí àëãîðèòì, ïðèìåíèìûé ê ëþáîé ìàòðèöå óêàçàííîãî
âèäà è äàþùèé îòâåò �äà�, åñëè ìàòðèöà ñòðîãî íåâûðîæäåíà, è
�íåò� � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îòâåòà �íåò�
ïðåäñòàâëÿë áû èíòåðåñ êîíòðïðèìåð, ïîäòâåðæäàþùèé, ÷òî èñ-
õîäíàÿ ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííîé, ò.å. ïðèìåð
ïðîäîëæåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ïðèâîäÿùåãî ê âûðîæäåííîé
ìàòðèöå. Òàêîå ïðîäîëæåíèå ìîãëî áû áûòü èñïîëüçîâàíî â
êàêèõ-òî ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèÿõ.
Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ çàäàííîé

íåâûðîæäåííîé ïîëèíîìèàëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû, íå ÿâëÿ-
þùåéñÿ ïðè ýòîì ñòðîãî íåâûðîæäåííîé, ïîñòðîèòü ïðîäîëæå-
íèå, äàþùåå âûðîæäåííóþ ìàòðèöó. Ýòî ïðîäîëæåíèå çàäàåòñÿ
â íåêîòîðîì îáîçðèìîì âèäå, äàæå åñëè ÷èñëî äîáàâëÿåìûõ
÷ëåíîâ áåñêîíå÷íî.
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Íàïîìíèì, ÷òî êîëüöî ïîëèíîìîâ îò x íàä ïîëåì K îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç K[x], êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ � ÷åðåç
K[[x]].
Â [3] ïðåäëîæåí àëãîðèòì, ïðèìåíèìûé ê ïðîèçâîëüíîé íåâû-

ðîæäåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöå P = (pij), â êîòîðîé âñå ýëåìåí-
òû pij ñóòü ïîëèíîìû îò x íàä ïîëåì K; àëãîðèòì ïîçâîëÿåò
ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî P ñòðîãî íåâûðîæäåíà, ò.å. ìàòðèöà
P +Q íåâûðîæäåíà ïðè ëþáîé ìàòðèöå Q ñ ýëåìåíòàìè èç êîëü-
öà K[[x]] ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, èìåþùåé, âî-ïåðâûõ,
òàêîé æå ðàçìåð, êàê P , è, âî-âòîðûõ, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì
valQ > 1 + degP. Êàê îáû÷íî, âàëþàöèåé val f (x) ñòåïåííîãî
ðÿäà èëè ïîëèíîìà íàçûâàåòñÿ ìëàäøàÿ ñòåïåíü x, èìåþùàÿ â
f (x) íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò; ïî îïðåäåëåíèþ val 0 =∞. Âàëþà-
öèåé ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ñòåïåííûõ ðÿäîâ èëè ïîëèíîìîâ,
íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ èç âàëþàöèé âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîé ìàò-
ðèöû. Ñòåïåíüþ ñîñòàâëåííîé èç ïîëèíîìîâ ìàòðèöû ñ÷èòàåòñÿ
íàèáîëüøàÿ èç âñåõ ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ, ïðè ýòîì deg 0 = −∞.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëèíîì p(x) ∈ K[x] ÿâëÿåòñÿ óñå÷åíèåì

ðÿäà f (x) ∈ K[[x]], åñëè p(x) ïîëó÷àåòñÿ èç f (x) îòáðàñûâàíèåì
âñåõ ÷ëåíîâ ñòåïåíè áîëüøåé, ÷åì íåêîòîðîå öåëîå d > −1, íàçû-
âàåìîå ñòåïåíüþ óñå÷åíèÿ. Óñå÷åíèå p(x) ìîæåò áûòü íàçâàíî â
ýòîì ñëó÷àå d-óñå÷åíèåì ðÿäà f (x). Ðÿä f (x) íàçûâàåòñÿ ïðîäîë-
æåíèåì ïîëèíîìà p(x). Ðàâåíñòâî d = −1 îçíà÷àåò, ÷òî p(x) = 0
è ìû íå èìååì íèêàêîé èíôîðìàöèè îá f (x), êðîìå åãî ïðè-
íàäëåæíîñòè K[[x]]. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà P åñòü óñå÷åíèå
ìàòðèöû M c ýëåìåíòàìè â K[[x]], åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìàò-
ðèöû P ñëóæèò óñå÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà ìàòðèöû
M , êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå åñòü ïðîäîëæåíèå ìàòðèöû P .
Ïðè çàäàííîì d-óñå÷åíèè p(x) ðÿäà f (x) âûïîëíåíî f (x) =

p(x) + g(x), ãäå g(x) ∈ K[[x]] � íåêîòîðûé ðÿä, äëÿ êîòîðîãî
val g(x) ≥ d + 1. Âàëþàöèåé óñå÷åíèÿ òàêîãî âèäà íàçûâàåì
âàëþàöèþ ïîëèíîìà p(x).
Â äàëüíåéøåì ìû ðàññìàòðèâàåì çàäàííóþ ïîëèíîìèàëüíóþ

ìàòðèöó P êàê óñå÷åíèå íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé íàì ìàòðèöû

M = (mij), mij ∈ K[[x]].

Â [3] ðàçáèðàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà âñå ýëåìåíòû P ñóòü óñå-
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÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû M , ïðè ýòîì ñòåïåíü óñå÷åíèÿ d
îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû è ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ
ìàòðèöû P . Ñòðîãàÿ íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû P ãàðàíòèðóåò
äëÿ ìàòðèöû M åå íåâûðîæäåííîñòü. Â [3, ïðåäë. 1] äîêàçàí
êðèòåðèé, ò.å. íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ñòðîãîé íåâû-
ðîæäåííîñòè ïîëèíîìèàëüíîé ìàòðèöû P :

d + valP ∗ > val detP, (1)

ãäå P ∗ = (p∗ij) � ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû P . Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì
ýëåìåíòà pij íàçûâàåòñÿ p

∗
ij = (−1)i+jP̄ij, ãäå P̄ij � ìèíîð ýëå-

ìåíòà pij ([4, � 5]).
Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî äëÿ çàäàííîé ïîëèíîìèàëüíîé íåâû-

ðîæäåííîé ìàòðèöû P = (pij) çàôèêñèðîâàíû òàêèå öåëûå ÷èñ-
ëà dij > −1, ÷òî

deg pij 6 dij, i, j = 1, . . . , n. (2)

Åñëè âñå dij ðàâíû ìåæäó ñîáîé (dij = d), òî óñå÷åíèå áóäåò
íàçûâàòüñÿ ïëîñêèì. Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåé ïî-
ëèíîìèàëüíîé ìàòðèöû P ìîæåò áûòü ìåíüøå d.
Íèæå ìû èñõîäèì èç îïðåäåëåíèÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííîãî

óñå÷åíèÿ, áåç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî îíî ïëîñêîå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü P = (pij), pij ∈ K[x], � íåâûðîæ-
äåííàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ n× n-ìàòðèöà è öåëûå ÷èñëà dij > −1,
i, j = 1, . . . , n òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíî (2). Áóäåì íàçûâàòü çàäàí-
íîå òàêèì îáðàçîì óñå÷åíèå ñòðîãî íåâûðîæäåííûì, åñëè äëÿ
ëþáîé n×n-ìàòðèöû Q = (qij), ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò
K[[x]], val qij > dij + 1, ìàòðèöà P + Q íåâûðîæäåíà.

Äëÿ ïëîñêîãî óñå÷åíèÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ êðè-
òåðèåì åå ñòðîãîé íåâûðîæäåííîñòè è â òîì ñëó÷àå, åñëè d >
degP .

2. Ïåðåõîä ê ïëîñêîìó óñå÷åíèþ

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü èìååò ìåñòî (2) è d = max dij. Äëÿ çà-
äàííîãî óñå÷åíèÿ åãî K-çàâåðøåíèåì íàçîâåì ïîëèíîìèàëüíóþ
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ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ äîáàâëåíèåì ê êàæäîìó pij ïðè dij < d
êàêèõ-ëèáî ÷ëåíîâ ñòåïåíåé dij + 1, . . . , d ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç K. Ôîðìàëüíûì çàâåðøåíèåì íàçîâåì òàêîå çàâåðøåíèå,
â êîòîðîì âñå äîáàâëÿåìûå ÷ëåíû èìåþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
íåîïðåäåëåííûå (ñèìâîëüíûå) êîýôôèöèåíòû.

Èç îïðåäåëåíèÿ 2 âèäíî, ÷òî K-çàâåðøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðî-
äîëæåíèåì çàäàííîãî óñå÷åíèÿ è ïðîäîëæåíèå K-çàâåðøåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì òàêæå è èñõîäíîãî óñå÷åíèÿ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî óñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûì, åñëè è
òîëüêî åñëè êàæäîå åãî K-çàâåðøåíèå, ðàññìàòðèâàåìîå êàê
ïëîñêîå d-óñå÷åíèå, � ñòðîãî íåâûðîæäåíî. Åñëè êàêîå-ëèáî
K-çàâåðøåíèå P ′ = (p′ij) âûðîæäåíî èëè íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
íåâûðîæäåííûì, òî èñõîäíîå óñå÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâû-
ðîæäåííûì.
Çàäà÷à â òîì, ÷òîáû äëÿ çàäàííîãî óñå÷åíèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ

ñòðîãî íåâûðîæäåííûì, ïîñòðîèòü âûðîæäåííîå ïðîäîëæåíèå
M . Òàêóþ ìàòðèöó M ìû áóäåì íàçûâàòü êîíòðïðèìåðîì
ê ãèïîòåçå î ñòðîãîé íåâûðîæäåííîñòè óñå÷åíèÿ, èëè êî-
ðîòêî � êîíòðïðèìåðîì. Ïîñòðîåíèå êîíòðïðèìåðà ñâîäèòñÿ
ê ïîñòðîåíèþ K-çàâåðøåíèÿ P ′, êîòîðîå ëèáî âûðîæäåíî (è
òîãäà M = P ′), ëèáî íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûì. Âî
âòîðîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð M äëÿ P ′,
òîãäà M áóäåò òàêæå êîíòðïðèìåðîì è äëÿ èñõîäíîãî óñå÷åíèÿ.
Â [3], â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1 îïèñàíî (ñ òî÷íîñòüþ

äî çàìåíû îáîçíà÷åíèÿ P íà P ′), êàê ïîñòðîèòü âûðîæäåííîå
ïðîäîëæåíèå M äëÿ íå ÿâëÿþùåéñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííîé ïî-
ëèíîìèàëüíîé ìàòðèöû P ′. Ïóñòü degP ′ 6 d, val detP ′ = ν
è P ′∗ = (p′∗ij) � ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé äëÿ P ′.
Èç òîãî, ÷òî P ′ íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé,
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåå íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1), ò.å. ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò p′∗i0j0 òàêîé, ÷òî d + val p′∗i0j0 < ν. Òîãäà n × n-ìàòðèöà
M = (mij), ãäå

mij =

 p′ij −
detP ′

p′∗i0j0
, åñëè i = i0, j = j0,

p′ij, èíà÷å,

(3)

ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì äëÿ P ′ (îáîñíîâàíèå ñì. â [3, ðàçä. 3], â
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÷àñòíîñòè, îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ
detP ′

p′∗i0j0
ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä, íå ñîäåðæàùèé ñòåïåíåé x ñ ïîêàçàòåëÿìè
ìåíüøèìè, ÷åì deg p′ij).

3. Ñâîéñòâà ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ

Äëÿ íåâûðîæäåííîé ïîëèíîìèàëüíîé n× n-ìàòðèöû P = (pij) è
öåëûõ ÷èñåë dij > −1, i, j = 1, . . . , n, òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî (2),

ïîñòðîèì ôîðìàëüíîå çàâåðøåíèå P̃ = (p̃ij). ×àñòü ýëåìåíòîâ

P̃ áóäåò çàâèñåòü îò íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå
ìû äàëüøå áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T
ìíîæåñòâî âñåõ ïàðàìåòðîâ èç P̃ .
Îïðåäåëèòåëü ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ det P̃ ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëèíîìîì îò x. Åãî ñòåïåíü íå ïðåâûøàåò d n, êîýôôèöèåíòû
çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ èç ìíîæåñòâà T :

det P̃ = rν(T )xν + rν+1(T )xν+1 + · · · + +rdn(T )xdn, (4)

ãäå rν(T ) 6= 0, 0 6 ν 6 d n. ×èñëî ν áóäåì íàçûâàòü âàëþàöèåé
det P̃ , ñâîáîäíîé îò ïàðàìåòðîâ, åñëè rν(T ) � êîíñòàíòà. Åñëè æå
ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ èç K ïàðàìåòðîâ T ìëàäøèé êîýôôè-
öèåíò rν(T ) îáðàùàåòñÿ â íîëü, ν áóäåì íàçûâàòü T -âàëþàöèåé.
Êîýôôèöèåíòû îïðåäåëèòåëÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè íàäK îò

ïàðàìåòðîâ èç T , ïðè÷åì ñòåïåíü âõîæäåíèÿ êàæäîãî t ∈ T
íå ïðåâîñõîäèò 1. Òàêîãî ðîäà ïîëèíîì, îáîçíà÷èì åãî r(T ),
ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîíñòàíòîé (r(T ) ∈ K), ëèáî ñóììîé êîíñòàíòû è
êîíå÷íîé ñóììû ÷ëåíîâ âèäà a t1 . . . ts, ãäå a ∈ K, t1, . . . , ts ∈ T .
Ïóñòü t ∈ T . Òîãäà r(T ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

r(T ) = α(T ) t + β(T ), (5)

ãäå α(T ) è β(T ) íå çàâèñÿò îò t, íî, âîçìîæíî, çàâèñÿò îò íåêîòî-
ðûõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ èç T è ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè òàêîé æå
ñòðóêòóðû, ÷òî è r(T ).
Ïîêàæåì, êàê èíäóêòèâíî äëÿ íåíóëåâîãî ïîëèíîìà r(T ) ïî-

äîáðàòü íàáîð çíà÷åíèé èç K äëÿ âõîäÿùèõ â íåãî ïàðàìåòðîâ,
ïðè êîòîðûõ r(T ) ïðèíèìàåò íåíóëåâîå çíà÷åíèå âK. Èíäóêöèþ
ïðîâåäåì ïî êîëè÷åñòâó ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â r(T ).
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Èòàê, r(T ) çàâèñèò îò t. Åñëè β(T ) = 0, ò.å. r(T ) = α(T ) t,
íàéäåì íàáîð çíà÷åíèé, ïðè êîòîðîì â íîëü íå îáðàùàåòñÿ
ïîëèíîì α(T ), çàâèñÿùèé îò ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ,
÷åì r(T ); äëÿ t ìîæíî âçÿòü ëþáîå íåíóëåâîå çíà÷åíèå èç K,
íàïðèìåð, 1. Åñëè β(T ) � íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà, òî äëÿ t ìîæíî
âçÿòü çíà÷åíèå 0 è äëÿ ïàðàìåòðîâ èç α(T ) � ëþáûå çíà÷åíèÿ,
íàïðèìåð, òîæå 0. Åñëè β(T ) � íåíóëåâîé ïîëèíîì, íàéäåì
íàáîð çíà÷åíèé, ïðè êîòîðîì â íîëü íå îáðàùàåòñÿ β(T ); äëÿ
t è ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò α(T ), íî íå çàâèñèò β(T ),
áåðåì çíà÷åíèå 0.
Òàêèå íàáîðû çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïîíàäîáèòñÿ â ñëåäóþùåì

ðàçäåëå ïðè ïîñòðîåíèè êîíòðïðèìåðà äëÿ óñå÷åíèÿ ïî åãî ôîð-
ìàëüíîìó çàâåðøåíèþ P̃ .

4. Ïîñòðîåíèå êîíòðïðèìåðà

Ïîñòðîèì äëÿ ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ P̃ ìàòðèöó àëãåáðàè÷å-
ñêèõ äîïîëíåíèé P̃ ∗ = (p̃∗ij). Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò P̃

∗ �
ýòî, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ìèíîð, ò.å. îïðåäåëèòåëü ïîäìàòðèöû
ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-
ìîì îò x c êîýôôèöèåíòàìè âèäà (5). Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ, âàëþàöèÿ íå ìîæåò ñòàòü ìåíüøå, ÷åì µ = val P̃ ∗.
Ò.å. valP ′∗ > µ äëÿ ëþáîãî K-çàâåðøåíèÿ P ′.
Âàëþàöèÿ ν = val det P̃ òàêæå ìîæåò áûòü ñâîáîäíîé îò ïàðà-

ìåòðîâ èëè íåò, è val detP ′ > ν äëÿ ëþáîãî K-çàâåðøåíèÿ P ′.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü íåâûðîæäåííàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ
n × n-ìàòðèöà P = (pij), pij ∈ K[x], è öåëûå ÷èñëà dij > −1,
i, j = 1, . . . , n òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíî (2), çàäàþò óñå÷åíèå ñ
ôîðìàëüíûì çàâåðøåíèåì P̃ = (p̃ij). Ïóñòü, äàëåå, T � ìíîæå-
ñòâî ïàðàìåòðîâ ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ, (4) � îïðåäåëèòåëü
ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ, è P̃ ∗ � ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äî-
ïîëíåíèé äëÿ P̃ , âàëþàöèÿ êîòîðîé ðàâíà µ.
Ïóñòü ν � ñâîáîäíàÿ îò ïàðàìåòðîâ âàëþàöèÿ îïðåäåëèòåëÿ

det P̃ è âûïîëíÿåòñÿ
d + µ > ν.

Òîãäà çàäàííîå óñå÷åíèå ñòðîãî íåâûðîæäåíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê val det P̃ = ν äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ èç T , ò.å. val detP ′ = ν äëÿ ëþáîãî K-çàâåðøåíèÿ P ′. Òàêæå
äëÿ ëþáîãî K-çàâåðøåíèÿ P ′ âûïîëíÿåòñÿ valP ′∗ > µ, ãäå P ′∗ �
ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé äëÿ P ′. Ñëåäîâàòåëüíî,

d + valP ′∗ > d + µ > ν = val detP ′.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî K-çàâåðøåíèÿ P ′ âûïîëíÿåòñÿ êðè-
òåðèé (1), ò.å. âñå K-çàâåðøåíèÿ ñòðîãî íåâûðîæäåíû.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü íåâûðîæäåííàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ
n × n-ìàòðèöà P = (pij), pij ∈ K[x], è öåëûå ÷èñëà dij > −1,
i, j = 1, . . . , n òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî (2), çàäàþò óñå÷åíèå ñ
ôîðìàëüíûì çàâåðøåíèåì P̃ = (p̃ij). Ïóñòü, äàëåå, T � ìíîæå-
ñòâî ïàðàìåòðîâ ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ, (4) � îïðåäåëèòåëü
ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ, è P̃ ∗ � ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äî-
ïîëíåíèé äëÿ P̃ , âàëþàöèÿ êîòîðîé ðàâíà µ. Ïóñòü ïðè ýòîì
âûïîëíåíî

d + µ < ν.

Òîãäà çàäàííîå óñå÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó val P̃ ∗ = µ, òî â ìàòðèöå P̃ ∗ íàé-
äåòñÿ ýëåìåíò p̃∗i0j0, ÿâëÿþùèéñÿ ïîëèíîìîì îò x, â êîòîðîì
ïðèñóòñòâóåò íåíóëåâîå ñëàãàåìîå âèäà r(T )xµ. Ïîêàæåì, ÷òî
ýòî îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå K-çàâåðøåíèÿ P ′ òàêîãî, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ valP ′∗ = µ, ãäå P ′∗ � ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äî-
ïîëíåíèé äëÿ P ′.
Äåéñòâèòåëüíî, ëèáî r(T ) íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ èç T ,

ëèáî èìååò âèä (5) è ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ
èç r(T ) òàêèå, ÷òî r(T ) íå ðàâíî íóëþ, êàê îïèñàíî â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå. Òå ïàðàìåòðû èç T , êîòîðûå íå âõîäÿò â r(T ),
ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûìè 0. Äëÿ ìàòðèöû P ′, ñîîòâåòñòâóþùåé
ïîñòðîåííûì çíà÷åíèÿì, ïîëó÷èì val p′∗i0j0 = valP ′∗ = µ.
Äàëåå, äëÿ ëþáîãî çàâåðøåíèÿ P ′ âûïîëíÿåòñÿ val detP ′ >

ν. Âîçìîæíî, ÷òî ìàòðèöà P ′, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñòðîåííûì
çíà÷åíèÿì, îêàæåòñÿ âûðîæäåííîé (val detP ′ = ∞), òîãäà P ′

ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì è çàäàííîå óñå÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
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íåâûðîæäåííûì. Èíà÷å, ïîëó÷àåì

d + valP ′∗ = d + µ < ν 6 val detP ′.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîñòðîåííîãî P ′ íå âûïîëíÿåòñÿ êðèòå-
ðèé (1). Ñòðîèì äëÿ íåãî êîíòðïðèìåð M ñîãëàñíî (3).

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü íåâûðîæäåííàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ
n × n-ìàòðèöà P = (pij), pij ∈ K[x], è öåëûå ÷èñëà dij > −1,
i, j = 1, . . . , n òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî (2), çàäàþò óñå÷åíèå ñ
ôîðìàëüíûì çàâåðøåíèåì P̃ = (p̃ij). Ïóñòü äàëåå T � ìíîæå-
ñòâî ïàðàìåòðîâ ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ, (4) � îïðåäåëèòåëü
ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ, è P̃ ∗ � ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äî-
ïîëíåíèé äëÿ P̃ , âàëþàöèÿ êîòîðîé ðàâíà µ.
Ïóñòü ν � T -âàëþàöèÿ îïðåäåëèòåëÿ det P̃ , ò.å. rν(T ) â (4)

çàâèñèò îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà t, è âûïîëíÿåòñÿ

d + µ > ν.

Òîãäà çàäàííîå óñå÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2, êàæäûé ïàðàìåòð t
â ôîðìàëüíîì çàâåðøåíèè P̃ ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì â íåêî-
òîðîì ýëåìåíòå p̃i1,j1 ïðè x â íåêîòîðîé ñòåïåíè k, 0 6 k 6 d.
Êàê óêàçàíî â ðàçäåëå 3, åñëè rν(T ) â (4) çàâèñèò îò ïàðàìåò-

ðà t, òî rν(T ) èìååò âèä

rν(T ) = α(T ) t + β(T ). (6)

Î÷åâèäíî, ÷òî α(T ) � êîýôôèöèåíò â p̃∗i1,j1 ïðè x
ν−k.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî åñëè k < d, òî ñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû
â (4) èìåþò âèä

rν+1(T ) = α(T ) s + γ(T ),
. . .
rν+d−k(T ) = α(T ) q + δ(T ),

(7)

ãäå s � ïàðàìåòð ïðè xk+1 â ýëåìåíòå p̃i1,j1, è ò.ä. âïëîòü äî
q � ïàðàìåòð ïðè xd â ýëåìåíòå p̃i1,j1. Âàëþàöèÿ ïîëèíîìà p̃∗i1,j1
ðàâíà ν−k. Èíà÷å â îïðåäåëèòåëü (4) âõîäèë áû íåíóëåâîé ÷ëåí,
ðàâíûé ïðîèçâåäåíèþ t xk è ìëàäøåãî ÷ëåíà ïîëèíîìà p̃∗i1,j1, è
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ñòåïåíü x â íåì áûëà áû ìåíüøå ν. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî rν(T )
íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ èç p̃i1,j1, êðîìå t; rν+1(T ) íå çàâèñèò îò
ïàðàìåòðîâ êîýôôèöèåíòîâ â p̃i1,j1 ïðè ñòåïåíÿõ x, áîëüøèõ k+1,
è ò.ä. âïëîòü äî òîãî, ÷òî rν+d−k(T ) íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ èç
p̃i1,j1, êðîìå q.
Íàéäåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èç α(T ) èç (6) òàêèå, ÷òî α(T )

íå îáðàùàåòñÿ â 0. Îñòàâøèåñÿ ïàðàìåòðû èç β(T ) ïîëîæèì
ðàâíûìè 0, à t � ðàâíûì −β(T )/α(T ). Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ rν(T )
îáðàùàåòñÿ â 0, ò.å. val det P̃ óâåëè÷èâàåòñÿ; âàëþàöèÿ ïîëèíîìà
p̃∗i1,j1 ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ν − k, ïîýòîìó çíà÷åíèå val P̃ ∗ ìîæåò
âîçðàñòè íå áîëåå, ÷åì äî ν − k.
Äàëåå ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî îáíóëèòü rν+1(T ), . . . , rd(T ),

ïîëîæèâ îñòàâøèåñÿ ïàðàìåòðû â γ(T ), . . . , δ(T ) èç (7) ðàâ-
íûìè 0, s = −γ(T )/α(T ), . . . , q = −δ(T )/α(T ). Îñòàâøèåñÿ â
T ïàðàìåòðû ïîëàãàåì ðàâíûìè 0. Âîçìîæíî, ÷òî ìàòðèöà P ′,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûáðàííûì çíà÷åíèÿì, îêàæåòñÿ âûðîæäåí-
íîé (val detP ′ = ∞), òîãäà P ′ ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì. Èíà÷å,
ïîëó÷èì: val detP ′ > ν + d− k, valP ′∗ 6 ν − k. Òîãäà

d + valP ′∗ 6 d + ν − k < val detP ′

è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ P ′ êðèòåðèé ñòðîãîé íåâûðîæäåííîñòè íå
âûïîëíÿåòñÿ. Ñòðîèì êîíòðïðèìåð M ñîãëàñíî (3).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 è äîêàçàòåëüñòâ ïðåäëîæåíèé 2 è 3 ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî óñå-
÷åíèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûì, ñòðîèò åãî
ïðîäîëæåíèå â âèäå òàêîé âûðîæäåííîé ìàòðèöû, êàæäûé
ýëåìåíò êîòîðîé åñòü ëèáî ïîëèíîì, ëèáî ñóììà ïîëèíîìà è
óêàçûâàåìîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îò x, ðàçëîæåííîé â ôîð-
ìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà äàäèì îïèñàíèå
àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðà äëÿ óñå÷åííîé ìàòðèöû, çà-
äàííîé íåâûðîæäåííîé ïîëèíîìèàëüíîé ìàòðèöåé P è ÷èñëàìè
dij, i, j = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþùèìè (2).
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1. Ïîñòðîèòü ôîðìàëüíîå çàâåðøåíèå P̃ è ïîñòðîèòü äëÿ íåãî
ìàòðèöó àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé P̃ ∗. Âû÷èñëèòü îïðåäå-
ëèòåëü ôîðìàëüíîãî çàâåðøåíèÿ det P̃ . Íàéòè ν = val det P̃
è µ = val P̃ ∗.

2. Åñëè d + µ < ν, ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð ñëåäóÿ äîêàçàòåëü-
ñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2, èíà÷å � ïðåäëîæåíèÿ 3.

5. Ïðèìåð

Ïóñòü çàäàíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà(
1 + x 1

1 1− x

)
è ñòåïåíè óñå÷åíèÿ d11 = 1, d12 = 0, d21 = 2, d22 = 1.
Òîãäà d = max dij = 2.
Ôîðìàëüíîå çàâåðøåíèå â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

P̃ =

(
t1x

2 + x + 1 t3 x
2 + t2 x + 1

1 t4 x
2 − x + 1

)
,

ãäå t1, t2, t3, t4 � ïàðàìåòðû. Îïðåäåëèòåëü ôîðìàëüíîãî çàâåð-
øåíèÿ det P̃ = t1t4 x

4 + (−t1 + t4)x
3 + (t1 − t3 + t4 − 1)x2 − t2 x

èìååò âàëþàöèþ ðàâíóþ ν = 1 è çàâèñèò îò ïàðàìåòðà t2.
Ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ê ôîðìàëüíîìó çàâåð-

øåíèþ èìååò âèä

P̃ ∗ =

(
t4x

2 − x + 1 −1

−t3 x2 − t2 x− 1 t1 x
2 + x + 1

)
,

åå âàëþàöèÿ ðàâíà µ = 0 è íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ.
Ïîñêîëüêó â ýòîì ïðèìåðå d+µ > ν (2 + 0 > 0) è r1(t2) = −t2,

ñòðîèì êîíòðïðèìåð, ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3.
Ìëàäøèé êîýôôèöèåíò det P̃ îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè t2 = 0.

Ñëåäóþùèé êîýôôèöèåíò, ïðè x2, îáðàùàåì â 0, ïîëîæèâ t1 = 1,
t3 = 0, t4 = 0. Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ val det P̃ = 3 è,
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ñëåäîâàòåëüíî, d + val P̃ ∗ < val det P̃ (2 + 0 < 3). Îñòàâøèéñÿ
ïàðàìåòð t4 ïîëàãàåì ðàâíûì 0. Ïîëó÷àåì çàâåðøåíèå äëÿ èñ-
õîäíîé óñå÷åííîé ìàòðèöû

P ′ =

(
x2 + x + 1 1

1 1− x

)
è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ìàòðèöó àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé

P̃ ∗ =

(
−x + 1 −1

−1 x2 + x + 1

)
.

Åñëè â ôîðìóëå (3) âîçüìåì i0 = j0 = 1, òî ïîëó÷èì êîíòðïðèìåð

M =

x2 + x + 1 +
x3

1− x
1

1 1− x

,
ïîñêîëüêó detP ′ = x3 è p̃∗11 = −x+1. Íåïîëèíîìèàëüíûé ýëåìåíò
â ëåâîì âåðõíåì óãëó ìàòðèöû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
ôîðìàëüíîãî ðÿäà

∑∞
k=0 x

k.
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