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Число делений в алгоритме Евклида может быть оценено сверху по 
количеству цифр в записи меньшего из двух данных чисел в позицион
ной системе счисления ,с некоторым основанием q. Исследуется зависи
мость свойств этих оценок от значения q. Кроме этого исследуется осво
бождение памяти в процессе применения алгоритма Евклида. 

1. Пусть применение алгоритма Евклида к натуральным числам а 0, а и « о > « ь 
требует т делений, включая последнее деление, дающее нулевой остаток. Получаю
щиеся при этом неполные частные обозначим g i , . . . , qm, а ненулевые остатки 
а 2 , . . . , ат. Положим a m + i = 0 . По извертной теореме Ляме [*] , 

(1) ai>um+u 

где u m + i — число Фибоначчи с номером га + 1. Из неравенства (1) легко выводится 

(2) m + l < l 0 g ( i + / 5 ) / 2 ( l + l 0 g ( l + / 5 ) / 2 5̂ = l0g( i + / 5 ) / 2 (1+ai)+1.672275... 

Для практического применения оценки (2) логарифм заменяют количеством 
цифр натурального числа a t в некоторой позиционной системе. Если целое q, боль
шее единицы,— основание системы, то получается 

(3) ™ < ( [ l o g ( i + / 5 ) / 2 g ] + l ) ( [ l o g e a i ] + l ) = ([ log ( 1 +/ S ) /2g]+l)w«(fl i ) , 

где nq(ai) — количество цифр в д -ичной системе. 
Для наиболее распространенных систем — двоичной и десятичной — получается 

следующее : 

l o g ( i + / 5 ) / 2 2 = 1.440..., m<2 /2 2 (ai) , 

log ( 1 + V5)/2l0=4.784. . . , Hi<5/i 1 0(ai). 

Для упрощения записи примем обозначение c g = [ l o g ( 1 + / 5 ) / 2 # ] + 1 . Оценка (3) 
запишется в виде m<cqnq(ai). 

При любом q оценка (3) является более грубой, чем (2 ) . Выбрав критерий ка
чества оценки, можно рассуждать о том, какая из оценок (3) для двух разных зна
чений q предпочтительнее. То, что, выбрав два значения q, мы можем получить оцен
ки, во многом отличающиеся друг от друга, показывает у ж е сравнение выписанных 
оценок для q=2 и q=10. 

Для достаточно больших at десятичная оценка лучше двоичной. Но двоичная 
оценка допускает локализацию в следующем смысле : для £=1, 2 , . . . , т—2 выполнено 
а{^2а,г+2 (и даже а г > 2 а г + 2 ; доказательство,: а г = д г + 1 « г + 1 + ^ г + 2 ^ : « г + 2 + « г н - 2 : > 2 а г + 2 ) . 

Утверждение же ai>10ai+5, вообще говоря, неверно (пример а0?=49, ai=30, i = l ) . 
Двоичная оценка допускает улучшение: на самом деле выполнено неравенство (это 



Научные сообщения 757 

будет доказано ниже) т<2п2(а^\ но пример а 0 = 1 3 , a i = 8 показывает, что в деся -
тичной оценке нельзя знак < заменить на < . 

Нетрудно усмотреть , что для достаточно больших а^ выполнено cqnq(ai)<cvnv(ai)r 

если ( l - { l o g ( i 4 V 5 ) / 2 g } ) / l o g ( i + / 5 ) / 2 2 меньше аналогичной величины для р (в э т о м 
случае для достаточно больших ал будет выполняться неравенство cq(logq а 4 + 1 ) < 
<cplogpai). Пользуясь этим, упорядочим значения с 2 , . . . , сю по мере убывания 
точности оценки m<cqnq(ai) для достаточно больших а±: с 4 = 3 , CI0=F=5, С 9 =5, С 6 =4 у 

08=5, с 5 = 4 , с 7 = 5 , £ з = 3 , с 2 = 2 . 
Ясно, что для любого q найдется Q такое, что для любого натурального p>Q 

оценка m<cpnp(ai) для больших ai более точна, чем m<cqnq(ai). 
Не так просто в общем случае устанавливается возможность локализации оцен

ки и улучшения. В этом пункте будет показано, что класс оценок вида (3 ) , допус
кающих локализацию, совпадает с классом оценок этого же вида, допускающих улуч
шение. Будут сформулированы необходимые и достаточные условия, которым долж
но подчиняться q для принадлежности соответствующей оценки этому классу. 

По индукции с использованием равенства a t = # ; + i a i + i + a i + 2 для £ = 1 , 2 , . . . > т 
может быть доказано 

(4) a i = < ? z - i ( # 2 , • . . q i ) a i + Q i - 2 ( q 2 , , . . , qi^i)ai+il 

где Qo, Qi,... — многочлены Эйлера: 

(?о=1, Qi(Xi)==XU 

Qn(Xlr - • > Xn)=XnQn-l(xU • • • > # n - l ) + ( ? n - 2 ( # l , • • • , Xnr-2). 

Поскольку для любого набора натуральных д 2 , . . . , qi имеет место Qi-i(qz,... 
• • * > Qi)^Qi-i(i,..., 1) = W i , как следствие получаем, что для i = l , 2 , . . . , m верно нера-
венство a^Uiai-\-Ui-.\ai+i и тем более , 

(5) а^щсц. 

З а м е ч а н и е . Если a 0 = i i m + 2 , сц—и<т+и то (4) превращается в известное тож
дество для чисел Фибоначчи: 

& m + 1 = Щи<т—г+2 + Щ-1 Um-i+1. 

Соотношения (4 ) , (5) позволяют описать все д, для которых оценка (3) допус
кает локализацию. 

Т е о р е м а 1. Пусть i~^2. Для каждого действительного е > 0 можно подобрать 
такие натуральные а0 и а^ что алгоритм Евклида в применении к ним потребует 
не менее i—i делений и при этом будет выполнено ai/ai<Cui-\-e. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем N настолько большим, чтобы выполнялось 
n z _ i / i V < e , и рассмотрим последовательность чисел, заданную рекуррентно: 

Vi = l, V2=N, У г г = 1 > т 1 - . 1 + У п - 2 . 

Положим теперь •a0=Vi+21 ai=vi+i. Имеем g i = . . . = д г _ 1 = 1 и, в . с и л у (4 ) , 

ai Ui-i 
ai — uiai + Ui-i и = щ + < иг- + е. 

at N 

Сопоставление утверждения теоремы 1 с неравенством (5) позволяет получить 
два следствия. 

С л е д с т в и е 1. Для i>2 и для л ю б ы х a 0, « i таких, что алгоритм Евклида не 
заканчивается после i-1 делений, имеет место неравенство ai/a^Ui. В то ж е время 
можно подобрать такие а0 и аи что алгоритм Евклида не заканчивается после £— 1 
делений й « i / a z < щ + 1 . 

С л е д с т в и е 2. Оценка для числа делений m<cqnq(ai) допускает локализа
цию, т. е. ai/aCq+i^q тогда и только тогда, когда 

(6) Uc+i^q. . ; " ч ; ~ > : { V;.:- * ; V :'" 
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Возвращаясь к оценке ra<5rcio(gi), видим, что она не допускает локализации: 
W 6 = 8 < 1 0 . Оценка т<2п2(а{) допускает локализацию, так как и з = 2 . Приведем спи
сок всех значений д, не превосходящих 10, для которых оценка (3) допускает лока
лизацию: 2, 3, 5, 7, 8. 

Т е о р е м а 2. Оценка m<:Cqnq допускает локализацию тогда и только тогда, 
когда для некоторого натурального t выполнено 

I 1 +У5 \ 

( т г / < q * u t + i ' 
В этом случае cq=t—1, т.е. га< (t—1) nq(ai). 

Д о к а з а т е л ь с т в о выводится из следствия 2 и из неравенства 

/ 1 +У5 \ f " 1 / 1 +У5 \ •* 

( — ) < ! h « < ( — ) \ 
справедливого для всех натуральных t. 

Т е о р е м а 3. Пусть оценка m<cqnq(ai) не допускает локализации. Тогда она 
неулучшаема в следующем смысле: можно подобрать такие ао, fl'i, что применение 
к ним алгоритма Евклида потребует точно cqnq(ai) делений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 2 найдется натуральное t такое, что 

/ 1 +У5 \ 

Берем ao=ut+i, а^щ. Тогда n g ( a i )= l , cq= [ l o g ( i + / 5 ) / 2 ^ ] . + 1 = £—1; число делений 
равно t—i. 

Т е о р е м а 4. Пусть оценка m<cqnq(ai) , допускает локализацию. Тогда она 
улучшаема: справедливо неравенство m-<cqnq(ai). . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть g s - 1 < a i < g s для некоторого натурального s. Про
ведем индукцию по 5: 

1) 5=1; используя (6) и (1 ) , получаем 

uCq+i>q>ai>um+u 

откуда cq>m, что и требуется; 
2) 5 > 1 ; если cq>m, то доказывать нечего; иначе, в силу того что оценка допус 

кает локализацию, имеем a C g + 1 < g s - 1 . 
По предположению индукции, 

m-cq<cqnq(aCq+i), 

отсюда получаем 

m<cq(nq(aCq+i)+l)<cqnq(a.i). 

Доказательство завершено. 
2. Из неравенства ai>2ai+2 следует, что переход от пары чисел а^ ai+lL к паре 

a i + u понижает суммарное количество цифр в двоичной записи чисел по крайней 
мере на 1, т . е . с каждым шагом алгоритма Евклида заведомо освобождается 1 бит 
памяти выполняющего этот алгоритм. Освобождающаяся память может быть занята 
под другие вычисления. Известно несколько алгоритмов, которые выполняются шаг 
за шагом параллельно с алгоритмом Евклида, например построение для двух целых 
чисел а0 и ai таких целых чисел s и t, что a0s + ait=B.OH (а0, а\). Для получения 
s и t последовательно строятся s0, tQ; si, ft;... такие, что aoSi+aiti=ai. Ясно, что 
s o = £ i = l , . s - i=^o=0 и для t = 2 , 3 , . . . , m выполнено 

^ = ; ( - 1 ) г ( ? г _ 2 ( д 2 ; g t . - 4 ) , ^ = ( ~ i ) i + 1 < ? a - i ( g i , g * - i ) . 
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Частный случай этого алгоритма - алгоритм обращения натурального а в поле вы
четов по простому модулю р при а<р: ps+at=l,— влечет at=l(modp), значение s 
здесь интереса не представляет. 

Выведем оценку объема памяти, необходимого для применения последнего алго
ритма. Пусть для записи чисел выбрана двоичная система. Будет показано, что 
2 г с 2 ( р ) + 4 разрядов достаточно для решения задачи. Сохраняя введенную в начале 
статьи систему обозначений, считаем, что а0=р, а^а. При выводе оценки основную 
роль будет играть 

Т е о р е м а 5. Для £=0 , 1 , . . . , т имеют' место неравенства п2(\U\) + n2(ai) < 
<n2(d0)+l, n2(\U\) +n2(qi) +n2(ai+i) <п2(а0) +2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя тот факт, что a0=Qm(qu • • • > Qm), \U\ = 
= Qi_i(qu . . , , g^ - i ) , ai+i = Qm-i-i(qi+2, . . . , qm), имеем 

w 2 ( | f c | ) + w 2 ( a » ) = ( [ l o g 2 | * i | ] + l ) + ( [ l o g 2 a « ] + l ) < 

< l o g 2 | ^ | ^ + 2 = l o g 2 Qi-i(qu • • qi-i)Qm-i(qi+u • • • , qm) + 2 < l o g 2 a 0 + 2 . 

Поскольку n2( j t i \) +n2(ai) - целое число, то выполнено п2(\U\) +п2(ai)<[log2 а0] + 
4 - 2 = w 2 ( а о ) + 1 . Далее-

n2(\U\) +n2(qi) +n2(ai+i) <log2 \ti\qiai+i+3= 

= l o g 2 Qi-i (qu • • • , qi-i)qiQm-i-i (Qi+2, • • • , qm) < l o g 2 «o+3, 

ш, аналогично предыдущему, получаем, что 

n2(\ti\)+n2 (qi) +n2 (ai+i) < [ l og 2 a0] + 3 = n 2 (a0) + 2 . 

Теорема доказана. 
Деля «уголком» ai на'яг+i, можно неполное частное # £ + 1 и остаток a i + 2 получать-

на том месте, где располагалось ai: разрядов, занятых заведомо хватит на это. 
Для вычисления, | ^ + 2 | = g i + i | ^ + i | + | ^ | используем место, занятое под \и\ и qi+i: 
цифры числа qi+i начиная с младшей при вычислении произведения «столбиком» 
становятся одна за другой ненужными. Если память выполняющего алгоритм — это 
упорядоченная последовательность двоичных разрядов, то желательно, чтобы каждое 
из рассматриваемых чисел занимало несколько последовательных разрядов. Можно 
при четном £ рассматриваемые числа расположить так: 

<7) \4\a^i ""i+l а 1 ' 
п 2 ( а 0 ) + 2 п 2 ( а 0 ) + 2 

разрядов разрядов 

Надписанная стрелка означает, что цифры числа идут подряд (слева направо) 
начиная со старшей цифры, стрелка означает обратный порядок; буквой а всюду 
обозначены группы не представляющих интереса цифр. При нечетном £ величины 
«с индексами £ и £ +1 меняются местами. 

Преобразование содержимого первых п2(а0)+2 двоичных разрядов в (7) для 
перехода от величин с индексом £ к величинам с индексом £ + 2 происходит так: 

j ti\aqi+iaai+2 

\ti\aqi+iai+2 

| £ г + 2 | а а г + 2 

Теорема 5 гарантирует, что места для этого преобразования хватит. 
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Если самое последнее значение \tm\ окажется справа ( т . е . т нечетно) , то t m — 
отрицательное число и для нахождения обратного элемента к а надо еще вычесть 
\tm\ из р. Это обстоятельство, однако, вовсе не вынуждает помнить значение р до 
конца вычислений: легко усматривается, что p = t m + i . 
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О ПРОЕКЦИОННО-ИТЕРАТИВНЫХ МЕТОДАХ РЕШЕНИЯ 
ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ФАМ КИ АНЬ 

(Воронеж) 

Методом неподвижных точек квазинерастягивающих операторов до 
казывается ряд усиленных теорем о сходимости проекционно-итератив-
ных методов (п.и.м.) 

1. Рассмотрим операторное уравнение вида 

(1) х=Т(х, х), 

где нелинейное отображение Т действует из ЕХЕ в Е, а (Е, d) — некоторое метриче
ское пространство с метрикой d. 

Для решения уравнения (1) применяется п.и.м. (см. [*• 2 ] ) , суть которого за
ключается в отыскании последовательностей {un}r {vn}, удовлетворяющих у с л о в и ю 

(2) un=T(un, vn), vn=Th(un, vn-i), 

TjjteTi(x,y)=T(xiy)i Ti(xiy)=T(x,Ti.i(x1y))1 i = 2 , 3 , . . . , k. 
Для дальнейшего нам необходимо 
О п р е д е л е н и е 1., Непрерывное отображение Т : DXD^D, где D - замкнутое 

множество метрического пространства (Е, d), называется отображением типа (а, [}, g)r 

если выполнены следующие условия. 
У с л о в и е А. Уравнение (1) разрешимо, т . е . множество F=={x^D : Т(х, х)=х} 

не пусто . 
У с л о в и е Б. Существуют непрерывная функция # : Z)XF-*[0, °°) и положи

тельные константы а, ^ : а + § < 1 такие, ч т о : 
a) g(x, р ) = 0 , x^D, p^F, тогда и только тогда, когда x=p^F; 
б ) . д л я всех х, ye=D и для всякого p^F имеем g(T(x, у), p)<ag(x, p)+$g(y, р);. 
в) если F={p} ( т . е . F состоит только из одного элемента) , то из. условия 

ё(х, р)-*0 следует d(x, р)~>0. 
У с л о в и е В. Для всякого y&F и для всех x&D с у щ е с т в у ю т q=q(x, y)^F та

кие, что 

g(T(x, у), q)<ag(x, :q)+$g(yt q). 

У с л о в и е Г. Существует p^F такое, что из условия d(x, р)^°° следует 
g(x, р)->°°. 

Т е о р е м а 1. Пусть Т — отображение типа (а, [5, g), при этом если с ь + § = 1 , то* 
отображение Т предполагается компактным] выполнены условия В и Г. 


