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Ìàòðèöû ñêàëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ: äåëèìîñòü è ïðîñòðàí-

ñòâà ðåøåíèé. Â [1, ñ. 82] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè R ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ïðàâûõ ãëàâíûõ
èäåàëîâ, òî è êîëüöî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà ñ ýëåìåíòàìè èç R
ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ýòîãî òèïà (òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ëåâûõ èäåàëîâ). Ýòîãî äîñòàòî÷-
íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ (ïðàâûõ è ëåâûõ) íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ è
íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî ëþáîé ïàðû (A,B) ìàòðèö ýòîãî òèïà, äàæå åñëè îíè íå
èìåþò ïîëíîãî ðàíãà.

Ïîçäíåå â [2, ðàçä. 9.3] áûëè ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî
îáùåãî ïðàâîãî äåëèòåëÿ (gcrd) è íàèìåíüøåãî îáùåãî ëåâîãî êðàòíîãî (lclm) ìàòðèö ñ
ýëåìåíòàìè â âèäå ïîëèíîìîâ Îðå, ýòî áûëî ñäåëàíî òåì æå ïóòåì, êàê è äëÿ îáû÷íûõ
ïîëèíîìèàëüíûõ ìàòðèö ([3]).

Îäíàêî ñâÿçü äåëèìîñòè îïåðàòîðíûõ ìàòðèö � ò.å. ìàòðèö ñêàëÿðíûõ îïåðàòîðîâ �
è ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé ýòèõ ìàòðèö íå áûëè èññëåäîâàíû â óïîìÿíóòûõ ïóáëèêàöèÿõ. Â
íàøåé ñòàòüå ìû óñòàíàâëèâàåì ýòó ñâÿçü. Äëÿ áîëüøåé îïðåäåëåííîñòè ìû îãðàíè÷èâà-
åìñÿ îïåðàòîðíûìè ìàòðèöàìè ïîëíîãî ðàíãà íàä äèôôåðåíöèàëüíûì ïîëåì K õàðàê-
òåðèñòèêè 0, ïîëå êîíñòàíò êîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ïóñòü Λ � óíèâåðñàëüíîå
ðàñøèðåíèå Ïèêàðà-Âåññèî Λ äèôôåðåíöèàëüíîãî ïîëÿ (K, ∂) ([4]). Ñ êàæäîé îïåðàòîð-
íîé ìàòðèöåé A ∈ Mm(K[∂]) ìû ñâÿçûâàåì åå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé VA � ìíîæåñòâî
òàêèõ âåêòîð-ñòîáöîâ y = (y1, . . . , ym)T ∈ Λm, äëÿ êîòîðûõ A(y) = 0. Ïðîñòðàíñòâî ðåøå-
íèé îïåðàòîðíîé ìàòðèöû ïîëíîãî ðàíãà êîíå÷íîìåðíî ([5]).

Â êîíòåêñòå äåëèìîñòè ìû ðàññìàòðèâàåì íåñêîëüêî ïîíÿòèé. Ïóñòü A,B,D,M � îïå-
ðàòîðíûå m×m-ìàòðèöû ïîëíîãî ðàíãà. Òîãäà

D � ïðàâûé äåëèòåëü A (ïèøåì D |r A), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îïåðàòîðíàÿ m×m-
ìàòðèöà Q ïîëíîãî ðàíãà, ÷òî A = QD;

D � îáùèé ïðàâûé äåëèòåëü A è B, åñëè D |r A è D |r B;

íàèáîëüøèé îáùèé ïðàâûé äåëèòåëü A è B (îáîçíà÷åíèå: gcrd (A,B)), � îáùèé ïðà-
âûé äåëèòåëü D ìàòðèö A,B òàêîé, ÷òî ëþáîé äðóãîé îáùèé ïðàâûé äåëèòåëü ýòèõ
ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì äåëèòåëåì ìàòðèöû D;

1)Ïîëíûé òåêñò ñòàòüè ïå÷àòàåòñÿ â àíãëèéñêîé âåðñèè æóðíàëà.
2)Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 16-01-001174).
3)Supported in part by the Ministry of Education, Science and Sport of Slovenia research programme P1-

0294.

1



M � ëåâîå êðàòíîå ìàòðèöû A, åñëè A |r M ;

M � îáùåå ëåâîå êðàòíîå ìàòðèö A è B, åñëè A |r M , B |r M ;

íàèìåíüøåå îáùåå ëåâîå êðàòíîå ìàòðèö A,B (îáîçíà÷åíèå: lclm (A,B)) � ëåâîå
êðàòíîå M ìàòðèö A,B òàêîå, ÷òî ëþáîå äðóãîå îáùåå ëåâîå êðàòíîå ýòèõ ìàòðèö
ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êðàòíûì ìàòðèöû M .

Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà F ⊂ Λm ñóùåñòâóåò ìàòðèöà,
ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé êîòîðîé ïîðîæäåíî F (ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû â îáùåì ñëó÷àå
ïðèíàäëåæàò íå K, à Λ) Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ìàòðèöû è íåêîòîðûå ñâîéñòâà äåëèìîñòè
ïîçâîëÿþò äîêàçàòü, íàïðèìåð, ÷òî äëÿ ëþáûõ îïåðàòîðíûõm×m-ìàòðèö A,B âûïîëíåíî

VA ∩ VB = Vgcrd (A,B), VA + VB = Vlclm (A,B). (1)

Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, âòîðîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ áûëî ðàíåå äîêàçàíî ëèøü äëÿ ñêàëÿð-
íîãî ñëó÷àÿ A,B ∈ K[∂], è äàæå òàì ýòîò ðåçóëüòàò íåòðèâèàëåí (â [6] â êîììåíòàðèè ê
ëåììå 1 îòìå÷åíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò îñíîâûâàòüñÿ íà [7, ëåììà A.6]).

Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî õîòÿ îïðåäåëåíèå è ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ gcrd è lclm îïåðàòîðíûõ
ìàòðèö èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, [2], [1]), ñâÿçü ýòèõ ïîíÿòèé ñ ïðîñòðàíñòâàìè ðåøåíèé,
âèäèìî, íå èññëåäîâàëàñü ðàíåå ñêîëü-ëèáî äåòàëüíî.

Íåêîòîðûå èç óòâåðæäåíèé íàøåé ñòàòüè ìîãëè áû áûòü äîêàçàíû êîðî÷å ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìåòîäîâ äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè, ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðûõ
óòâåðæäåíèé èç [8] � çíàìåíèòîé, íî òðóäíîé äëÿ ÷òåíèÿ êíèãè. Íî íàøè äîêàçàòåëüñòâà
äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàðíû, è èíòåðåñóþùèå íàñ àëãîðèòìû èçâëåêàþòñÿ èç íèõ ñ ìèíèìàëü-
íûìè äîïîëíèòåëüíûìè óñèëèÿìè.

Äîáàâèì, ÷òî åñëè âìåñòî Λm ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ â Km
1 , ãäå K1 � òàêîå ïîëå, ÷òî

K ⊂ K1 ⊂ Λ, òî ðàâåíñòâà (1) îêàçûâàþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíûìè: ïðîñòðàíñòâî
ðåøåíèé ìàòðèöû L = lclm (A,B) ìîæåò áûòü øèðå, ÷åì ñóììà ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé
ìàòðèö A è B, êîëü ñêîðî èìåþòñÿ â âèäó ðåøåíèÿ â Km

1 .
Âûøå ãîâîðèëîñü î ïðàâîì äåëåíèè: A ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ìíîæèòåëåì â ïðîèçâåäåíèè

QA. Îáñóæäàâøèåñÿ àëãîðèòìû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ëåâîãî äåëåíèÿ, åñëè ïðèáåã-
íóòü ê ñîïðÿæåííûì ìàòðèöàì. Ñóùåñòâåííî, ÷òî (M1M2)

∗ = M∗
2M

∗
1 è M∗∗ = M . Êàê

ñëåäñòâèå, B = AQ⇐⇒ B∗ = Q∗A∗.
Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû Ì.Çèíãåðó çà ðÿä ïîëåçíûõ ñîâåòîâ.
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