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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè â âèäå óñå÷åííûõ ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î
òîì, ÷òî ìîæíî óçíàòü èç çàäàííîãî òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿ î åãî ðåøåíèÿõ, ïðè-
íàäëåæàùèõ ïîëþ ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ Ëîðàíà. Ïðè ýòîì íàñ èíòåðåñóåò èíôîðìàöèÿ
îá ýòèõ ðåøåíèÿõ, ÿâëÿþùàÿñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî âîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé
òåõ óñå÷åííûõ ðÿäîâ, êîòîðûìè ïðåäñòàâëåíû êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñòåïåííûå ðÿäû, ëîðàíîâû ðÿäû,
óñå÷åííûå ðÿäû, ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû.

1. Ââåäåíèå

Ðÿäû èãðàþò âàæíåéøóþ ðîëü â òåîðèè è ïðèìåíåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Â ÷àñòíîñòè, êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷à-
ñòî ïðåäñòàâëÿþòñÿ ðÿäàìè è ïðè ýòîì çàäà÷à ìîæåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òîáû íàéòè ðåøåíèÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ðÿäàìè êàêîãî-òî âèäà.

Íèæå â ðîëè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ áóäóò âûñòóïàòü ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿ-
äû, à â ðîëè êîýôôèöèåíòîâ ñàìèõ ýòèõ ðÿäîâ � ýëåìåíòû çàäàííîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî ïîëÿ K õàðàêòåðèñòèêè 0. Èíòåðåñóþùèå íàñ ðåøåíèÿ áóäóò ïðèíàäëåæàòü ïîëþ
ôîðìàëüíûõ ëîðàíîâûõ ðÿäîâ íàä K. Òàêèå ðåøåíèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü ëîðàíîâûìè.
Âîïðîñàìè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ìû èíòåðåñîâàòüñÿ íå áóäåì.

Àëãîðèòìè÷åñêèé àñïåêò çàäà÷ òàêîãî ðîäà ïðåäïîëàãàåò ðàññìîòðåíèå âîïðîñà ïðåä-
ñòàâëåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ, â ÷àñòíîñòè, � ðÿäîâ, èãðàþùèõ ðîëü êîýôôèöèåíòîâ óðàâ-
íåíèÿ. Â [1], [2], [3] ðàññìàòðèâàëîñü àëãîðèòìè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå: ðÿä

∑
anx

n çàäà-
âàëñÿ àëãîðèòìîì, îïðåäåëÿþùèì an ïî çàäàííîìó n. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî íåêîòîðûå
çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèÿìè çàäàííûõ òàêèì ñïîñîáîì óðàâíåíèé, îêàçûâàþòñÿ àë-
ãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûìè, è, â òî æå âðåìÿ, äðóãàÿ ÷àñòü óñïåøíî ðàçðåøàåòñÿ. Â
÷àñòíîñòè, ðàçðåøèìîé îêàçûâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ëîðàíîâûõ ðåøåíèé. (Â óïîìÿ-
íóòûõ ðàáîòàõ îáñóæäàëèñü íå òîëüêî îòäåëüíûå ñêàëÿðíûå óðàâíåíèÿ, íî è ñèñòåìû
óðàâíåíèé.) Â [3], [5] ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ðÿäû, èãðàþùèå ðîëü êîýôôèöèåíòîâ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû, ïðåäñòàâëåíû â
�ïðèáëèæåííîì�, à èìåííî � â óñå÷åííîì âèäå. Íàïðèìåð, â [5] âûÿñíåíî, êàêîå óñå÷åíèå
êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû áóäåò äîñòàòî÷íûì äëÿ âû÷èñëåíèÿ çàäàííîãî êîëè÷åñòâà íà-
÷àëüíûõ ÷ëåíîâ ðÿäîâ, âõîäÿùèõ â ýêñïîíåíöèàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû.
Â [3] ýòà çàäà÷à ðàññìîòðåíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñå÷åííûõ ëîðàíîâûõ ðåøåíèé. Â íàñòîÿ-
ùåé ñòàòüå íàñ èíòåðåñóþò ñâåäåíèÿ î ëîðàíîâûõ ðåøåíèÿõ, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî
âîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé óñå÷åííûõ ðÿäîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ.
Ïðåäëàãàåìûé íàìè àëãîðèòì âû÷èñëÿåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ëîðàíî-
âûõ ðåøåíèé, ïðàâèëüíîñòü êîòîðûõ ãàðàíòèðîâàíà â ýòîì ñìûñëå.

Ïîäðîáíîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñì. â ðàçä. 2. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ïðåäñòàâëåí â
ðàçä. 6. Åãî ðåàëèçàöèÿ â ñðåäå Maple ([6]) îïèñàíà â ðàçä. 9.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 19-01-00032).
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñíà÷àëà ââåäåì íåñêîëüêî ïîíÿòèé è çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü K �
ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0. Ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè:

K[x] � êîëüöî ïîëèíîìîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K;
K[[x]] � êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K;
K((x)) � ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà K[[x]].

Îïðåäåëåíèå 1. Ýëåìåíòû ïîëÿ K((x)) � ôîðìàëüíûå ëîðàíîâû ðÿäû. Äëÿ íåíóëåâîãî
ýëåìåíòà a(x) =

∑
aix

i ∈ K((x)) åãî âàëþàöèÿ val a(x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê min {i | ai ̸= 0},
ïðè ýòîì val 0 = ∞. Ïóñòü l ∈ Z∪{−∞}, l-óñå÷åíèå a⟨l⟩(x) ïîëó÷àåòñÿ îòáðàñûâàíèåì âñåõ
÷ëåíîâ a(x) ñòåïåíè áîëüøåé, ÷åì l; åñëè l = −∞, òî a⟨l⟩(x) = 0.

Äàëåå K � äèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0 ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì D. Ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîðû è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, çàïèñàííûå ñ èñïîëü-
çîâàíèåì îáîçíà÷åíèÿ θ = xD. Â èñõîäíîì îïåðàòîðå

L =
r∑

i=0

ai(x)θ
i ∈ K[x][θ] (1)

êîýôôèöèåíòû èìåþò âèä

ai(x) =

ti∑
j=0

aijx
j, (2)

ãäå ti � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå, áîëüøåå èëè ðàâíîå deg ai(x), i = 0, 1, . . . , r (åñëè ti > di =
deg ai(x), òî aij = 0 äëÿ j = di + 1, di + 2, . . . , ti). Ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðè ýòîì, ÷òî ñâîáîäíûé
÷ëåí ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî èç ïîëèíîìîâ a0(x), . . . , ar(x) îòëè÷åí îò íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü L èìååò âèä (1), ïîëèíîì ar(x) (ñòàðøèé êîýôôèöèåíò äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåíóëåâûì. Ïðîäîëæåíèåì îïåðàòîðà L áóäåì
íàçûâàòü ëþáîé îïåðàòîð L̃ =

∑r
i=0 bi(x)θ

i ∈ K[[x]][θ], äëÿ êîòîðîãî

bi(x)− ai(x) = O(xti+1) (3)

(ò.å. val (bi(x)− ai(x)) > ti), i = 0, 1, . . . , r.

Åñëè L � íåêîòîðûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, òî ïîä ðåøåíèÿìè îïåðàòîðà L ìû
ïîíèìàåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ L(y) = 0.

Áóäåò ïðåäëîæåí àëãîðèòì, âõîäîì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîð L ∈ K[x][θ] è íåîò-
ðèöàòåëüíûå öåëûå t0, t1, . . . , tr, èìåþùèå çäåñü òîò æå ñìûñë, ÷òî è â (2). Â ðåçóëüòàòå
ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ñòàíîâÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíûìè êîíå÷íûå ìíîæåñòâà öåëûõ
÷èñåë W = {v1, . . . , vk}, M = {m1, . . . ,mk}, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè (ïîä ðåøåíèÿìè ïî-
íèìàþòñÿ ðåøåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå K((x))):

• äëÿ êàæäîãî vi ∈ W ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y(x) îïåðàòîðà L, äëÿ êîòîðîãî val y(x) = vi;

• åñëè y(x) ÿâëÿåòñÿ òàêèì ðåøåíèåì îïåðàòîðà L, ÷òî val y(x) = vi, 1 ≤ i ≤ k, òî òîãäà
äëÿ ëþáîãî ïðîäîëæåíèÿ L̃ îïåðàòîðà L íàéäåòñÿ åãî ðåøåíèå ỹ(x), äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿåòñÿ

ỹ(x) = y⟨mi⟩(x) +O(xmi+1); (4)
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• åñëè ỹ(x)� ðåøåíèå íåêîòîðîãî ïðîäîëæåíèÿ L̃ îïåðàòîðà L è val ỹ(x) = vi, 1 ≤ i ≤ k,
òî íàéäåòñÿ ðåøåíèå y(x) îïåðàòîðà L, äëÿ êîòîðîãî

ỹ(x)− y(x) = O(xmi+1) (5)

è, êàê ñëåäñòâèå, âûïîëíÿåòñÿ (4);

• çíà÷åíèÿmi, i = 1, . . . , k ÿâëÿþòñÿ íàèáîëüøèìè èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé, óêàçàííûì
îáðàçîì ñâÿçàííûõ ñ L è W .

Ïðè ýòîì â ìíîæåñòâà W,M âêëþ÷àþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ, îáëàäàþùèå ýòèìè ñâîéñòâàìè.

Åñëè íàì èçâåñòíî ïðîñòðàíñòâî ëîðàíîâûõ ðåøåíèé îïåðàòîðà L (ýòîò îïåðàòîð èìååò
ïîëèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû; àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ åãî ëîðàíîâûõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ
íåñëîæíîé ìîäèôèêàöèåé àëãîðèòìà èç [4, Sect.6]) è èçâåñòíû òàêæå ìíîæåñòâà W,M , òî
ìû èìååì, òåì ñàìûì, ïîëíûé ñïèñîê âàëþàöèé ðåøåíèé è ôîðìóëû âèäà (4), èíâàðèàíò-
íûå îòíîñèòåëüíî ïðîäîëæåíèé îïåðàòîðà L.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè ðàññìîòðåíèè ëîðàíîâûõ ðåøåíèé ỹ(x) ïðîäîëæåíèÿ L̃ îïåðàòîðà L äëÿ
ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ (5) ñóùåñòâåííî, ÷òî val ỹ(x) = vi, ò.å. ÷òî è ó îïåðàòîðà L èìåþòñÿ ëîðà-
íîâû ðåøåíèÿ ñ òàêîé âàëþàöèåé vi. Ïðè ýòîì ó L̃ ìîãóò áûòü ëîðàíîâû ðåøåíèÿ ñ âàëþàöèÿìè,
êîòîðûå íå âõîäÿò â W .

Çàìå÷àíèå 2. Ïîñëåäíåå íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ âîïðîñàìè ïðåäñòàâëåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ,
çàòðîíóòûìè âî ââåäåíèè: äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàäàíî â âèäå(

ar(x) +O(xtr+1)
)
θ ry(x) + · · ·+

(
a1(x) +O(xt1+1)

)
θy(x) +

(
a0(x) +O(xt0+1)

)
y(x) = 0, (6)

ti ≥ deg ai(x), i = 0, 1, . . . , r. Ìû ñîïîñòàâëÿåì åìó îïåðàòîð (1), à òàêæå íàáîð ÷èñåë t0, t1, . . . , tr,
è ðåøàåì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ W = {v1, . . . , vk}, M = {m1, . . . ,mk} è ôîðìóë (4).

Ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà (1) ìû áóäåì â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàòü òàêæå ïðîäîëæåíèåì óðàâíå-

íèÿ (6).

Ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû àëãîðèòìà óñòàíàâëèâàåòñÿ â ðàçä. 9.

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ëîðàíîâûõ ðåøåíèé

Ïóñòü σ îáîçíà÷àåò îïåðàòîð ñäâèãà: σcn = cn+1 äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (cn).
Ïðåîáðàçîâàíèå

x → σ−1, θ → n (7)

ïåðåâîäèò èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

r∑
i=0

ai(x)θ
iy(x) = 0 (8)

ãäå ai(x) ∈ K[[x]], â èíäóöèðîâàííîå ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå (ñîîòíîøåíèå) u0(n)cn +
u−1(n)σ

−1cn + · · · = 0. Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

u0(n)cn + u−1(n)cn−1 + · · · = 0. (9)

Óðàâíåíèå (8) èìååò ëîðàíîâî ðåøåíèå y(x) = cvx
v + cv+1x

v+1 + . . . åñëè è òîëüêî åñëè
äâóñòîðîííÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . . , 0, 0, cv, cv+1, . . . (10)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (9), ò.å.
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u0(v)cv = 0,
u0(v + 1)cv+1 + u−1(v + 1)cv = 0,
u0(v + 2)cv+2 + u−1(v + 2)cv+1 + u−2(v + 2)cv = 0,

. . . . . .

(äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [4]).
Çäåñü (cn)−∞<n<∞ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî cn = 0 äëÿ âñåõ îòðèöàòåëüíûõ

öåëûõ n ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì |n|; êàæäûé èç ïîëèíîìîâ u0(n), u−1(n), · · · ∈ K[n] èìååò
ñòåïåíü, ìåíüøóþ èëè ðàâíóþ r; u0(n) � âåäóùèé êîýôôèöèåíò ñîîòíîøåíèÿ (9).

Íàïîìíèì, ÷òî ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ ñâîáîäíûé ÷ëåí ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî èç
ïîëèíîìîâ a0(x), . . . , ar(x) íå ðàâåí íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

u0(n) =
r∑

i=0

ai,0 n
i

� íåíóëåâîé ïîëèíîì. Îí íå çàâèñèò îò ïðîäîëæåíèé èñõîäíîãî îïåðàòîðà L.
Ìû âèäèì, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (8) � áåñêîíå÷íûå ðÿäû, òî ñóììà (9)

ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Íî òàê êàê ñóùåñòâóåò òàêîå v ∈ Z, ÷òî cn = 0 äëÿ
âñåõ n < v, òî ïðè êàæäîì êîíêðåòíîì n ≥ v ñóììà (9) êîíå÷íà. Âåäóùèé êîýôôèöèåíò
u0(n) ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê íåêîòîðûé âàðèàíò îïðåäåëÿþùåãî ïîëèíîìà èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî öåëûõ êîðíåé ýòîãî ïîëèíîìà ñîäåðæèò âñå âîçìîæíûå
âàëþàöèè v ëîðàíîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8).

4. Äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âû÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n âûïîëíåíî u0(n) ̸= 0, òî (9) ïîçâîëèò íàéòè cn ïî
cn−1, cn−2, . . . . Åñëè æå u0(n) = 0, òî â òàêîé ìîìåíò ìû îáúÿâëÿåì (âîçìîæíî, ÷òî âðå-
ìåííî) cn íåîïðåäåëåííûì êîýôôèöèåíòîì, âõîäÿùèì â âûñòðàèâàåìîå ðåøåíèå. Ïðè ýòîì
âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ïðåäøåñòâóþùèå çíà÷åíèÿ cn−1, cn−2, . . . äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíî-
øåíèþ

u−1(n)cn−1 + u−2(n)cn−2 + · · · = 0. (11)

Òàêîãî ðîäà ñîîòíîøåíèÿ èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè è ïîçâîëÿò, âîç-
ìîæíî, èçáàâèòüñÿ îò íåêîòîðûõ ââåäåííûõ ðàíåå íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Òîëü-
êî ïîñëå òîãî, êàê ïðè ïîøàãîâîì óâåëè÷åíèè çíà÷åíèå n íà÷íåò ïðåâîñõîäèòü íàèáîëüøèé
öåëûé êîðåíü óðàâíåíèÿ u0(n) = 0, ïîÿâèòñÿ ãàðàíòèÿ, ÷òî êàê íîâûå íåîïðåäåëåííûå êî-
ýôôèöèåíòû, òàê è ñîîòíîøåíèÿ âèäà (11), óæå âîçíèêàòü íå áóäóò.

5. Îñíîâà àëãîðèòìà

Åñëè ïîëèíîì u0(n) íå èìååò öåëûõ êîðíåé, òî íè îäíî èç ïðîäîëæåíèé óðàâíåíèÿ
L(y) = 0 íå èìååò ðåøåíèé â K((x)). Àëãîðèòì ñîîáùàåò îá ýòîì è ïðåêðàùàåò ðàáîòó.

Åñëè èìåþòñÿ öåëûå êîðíè α1 < · · · < αs, òî êàê ïðè ðàññìîòðåíèè îïåðàòîðà L, òàê è
åãî ïðîäîëæåíèé, òîëüêî äëÿ αs ãàðàíòèðîâàíî ñóùåñòâîâàíèå ëîðàíîâà ðåøåíèÿ ñ òàêîé
âàëþàöèåé. Ñ α1, . . . , αs−1 íàäî ðàçáèðàòüñÿ. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ êîðíåé ñóùåñòâóþò òðè
âîçìîæíîñòè:

(a) ëîðàíîâû ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè âñåõ ïðîäîëæåíèÿõ;

(b) ëîðàíîâû ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè íåêîòîðûõ, íî íå ïðè âñåõ ïðîäîëæåíèÿõ;

(c) ëîðàíîâû ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóþò íè ïðè êàêèõ ïðîäîëæåíèÿõ.
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Ïðåæäå âñåãî, íàäî îïðåäåëèòü, êàêàÿ èç òðåõ âîçìîæíîñòåé èìååò ìåñòî. Â ïîäîáíûõ
ñèòóàöèÿõ ìû ïðèâëåêàåì ñèìâîëüíûå íåçàäàííûå êîýôôèöèåíòû: äîáàâëÿåì ê êàæäî-
ìó âõîäÿùåìó â îïåðàòîð L ïîëèíîìó ai(x) âèäà (2) íåêîòîðîå ÷èñëî ñòàðøèõ ïî ñòåïåíè
ñëàãàåìûõ ai,ti+1x

ti+1+ai,ti+2x
ti+2+. . . , ãäå ai,ti+1, ai,ti+2, . . . � ñèìâîëû (�áóêâåííûå îáîçíà-

÷åíèÿ�). Ïðîäåëàâ âû÷èñëåíèÿ, ìû ìîæåì óâèäåòü, çàâèñÿò ëè çíà÷åíèÿ òåõ âûðàæåíèé,
èñõîäÿ èç êîòîðûõ ìû äåëàåì çàêëþ÷åíèå, íàïðèìåð, î âîçìîæíîñòÿõ (a), (b), (c), îò
çíà÷åíèé ai,ti+1, ai,ti+2, . . .

Èòàê, äîáàâëÿÿ ñèìâîëüíûå êîýôôèöèåíòû, ìîæíî óñòàíîâèòü äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
αi, êàêàÿ èç íàçâàííûõ òðåõ âîçìîæíîñòåé èìååò ìåñòî. Åñëè ýòî (a), òî íàõîäèì m. Åñëè
æå ýòî (b) èëè (c), òî èñêëþ÷àåì αi èç ðàññìîòðåíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì ìíîæåñòâî âàëþàöèé W = {v1, . . . , vk}. Äëÿ
êàæäîé èç ýòèõ âàëþàöèé vi áóäåò îïðåäåëåíî ñâîå ÷èñëî mi. Ò.å. ìû èìååì ìíîæåñòâî
M = {m1, . . . ,mk} öåëûõ ÷èñåë, äëÿ íèõ âûïîëíåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ âè-
äà (4).

Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ðåøåíèÿ, èìåþùèå âàëþàöèþ αl, l < s, òî, èñïîëüçóÿ èíäó-
öèðîâàííîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (9), íàäî ïðîäâèíóòüñÿ â ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ïî
êðàéíåé ìåðå äî xαs , äàæå åñëè óæå äî ýòîãî ìîìåíòà â êîýôôèöèåíòû âûñòðàèâàåìîãî
ðÿäà ïîïàëè ñèìâîëüíûå íåçàäàííûå êîýôôèöèåíòû ïðîäîëæåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå èíäó-
öèðîâàííîãî ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ ïðè n, ðàâíîì êàêîìó-òî èç öåëûõ êîðíåé åãî ñòàð-
øåãî êîýôôèöèåíòà, äàåò ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå (11) äëÿ óæå ïîëó÷åííûõ êîýôôèöèåíòîâ
ðÿäà, � ñèìâîëüíûõ èëè ïðèíàäëåæàùèõ K � ñì. ðàçä. 4. Åñëè äîøëè äî íàèáîëüøåãî
êîðíÿ è ïðè ýòîì âûÿñíèëè, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ êàê-òî îãðàíè÷èâàþò âûáîð ïðîäîë-
æåíèÿ (ïðåïÿòñòâóåò ïðîèçâîëüíîìó âûáîðó), òî èñêëþ÷àåì èç ðàññìîòðåíèÿ ðåøåíèÿ ñ
âàëþàöèåé αl. Åñëè æå ñîîòíîøåíèÿ íå îãðàíè÷èâàþò âûáîð ïðîäîëæåíèÿ (íàïðèìåð, âñå
âõîäÿùèå â ñèñòåìó ñîîòíîøåíèÿ âñåãî ëèøü âûðàæàþò èìåþùèåñÿ íåîïðåäåëåííûå êîýô-
ôèöèåíòû ÷åðåç äîáàâëÿåìûå íåçàäàííûå êîýôôèöèåíòû), òî âûáèðàåì èç ïîñòðîåííîãî
îòðåçêà åãî íà÷àëüíûå ÷ëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (4) ïðè vi = αl.

Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïîñòðîèòü áàçèñ ïðîñòðàíñòâà óñå÷åííûõ ëîðàíîâûõ ðåøåíèé âàëþ-
àöèè áîëüøåé èëè ðàâíîé v1 â âèäå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îòðåçêîâ ðÿäîâ, êîòîðîå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì k ïîäìíîæåñòâ; i-å ïîäìíîæåñòâî, 1 ≤ i ≤ k, ñîñòîèò èç óñå-
÷åííûõ ðåøåíèé, èìåþùèõ âàëþàöèþ vi, ïðè÷åì óñå÷åííûå ðÿäû, âõîäÿùèå â êàêîå-òî
ôèêñèðîâàííîå ïîäìíîæåñòâî, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè íàä ïîëåì êîíñòàíò.

6. Øàãè àëãîðèòìà

1. Âõîäíûå äàííûå: äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (1) ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà t0, t1, . . . , tr.

2. Ïîëîæèòü W = M = ∅.

3. Ïîñòðîèòü êîýôôèöèåíò u0(n) =
∑r

i=0 ai,0 n
i èíäóöèðîâàííîãî ðåêóððåíòíîãî óðàâ-

íåíèÿ (9). Âû÷èñëèòü ìíîæåñòâî α1 < · · · < αs öåëûõ êîðíåé u0(n). Åñëè ýòî ìíîæå-
ñòâî ïóñòî, òî ëîðàíîâûõ ðåøåíèé íåò.

4. Îïðåäåëèòü d êàê ðàçíîñòü ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî êîðíåé ïîëèíîìà u0(n).
Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû u−k(n) =

∑r
i=0 ai,k (n − k)i, k = 1 . . . d, èíäóöèðîâàííî-

ãî ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ (9). Çàìåòèì, ÷òî ïðè k > ti íàéäåííîå u−k(n) áóäåò
ñîäåðæàòü ñèìâîëüíûå íåçàäàííûå êîýôôèöèåíòû ai,k.

5. Äëÿ êàæäîãî αi âû÷èñëèòü íà÷àëüíûå êîýôôèöèåíòû cn ëîðàíîâà ðåøåíèÿ ñ âîç-
ìîæíîé âàëþàöèåé αi, ïîëàãàÿ cn = 0 äëÿ âñåõ n < αi è ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàÿ
n, íà÷èíàÿ ñ n = αi.
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5.1. Âûïîëíèòü âû÷èñëåíèÿ äî n, ðàâíîãî αs, è îïðåäåëèòü êàêîé èç ñëó÷àåâ (a),
(b), (c) èç ðàçä. 5 èìååò ìåñòî äëÿ äàííîãî αi.

5.2. Åñëè èìååò ìåñòî ñëó÷àé (b) èëè (ñ) ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó êîðíþ, ëèáî çàâåð-
øèòü âû÷èñëåíèÿ â öèêëå, åñëè óæå äîñòèãíóò ïîñëåäíèé êîðåíü.

5.3. Åñëè èìååò ìåñòî ñëó÷àé (a), òî äîáàâèòü αi êW è ïðîäîëæèòü âû÷èñëåíèÿ äëÿ
ïîñëåäóþùèõ n, ïðè íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿÿ è äîïîëíèòåëüíûå u−k(n), k > d.
Åñëè ìàêñèìàëüíûé öåëûé êîðåíü ïðîéäåí, òî äëÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî n áóäåò
îïðåäåëåíî âûðàæåíèå äëÿ cn. Îñòàíîâèòü âû÷èñëåíèå, êîãäà â âûðàæåíèè äëÿ
cn ïîÿâëÿþòñÿ ñèìâîëüíûå íåçàäàííûå êîýôôèöèåíòû. Ïîëîæèòü mi = n− 1.

5.4. Äîáàâèòü mi ê M , ñîáðàòü èç âû÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ cαi
. . . cmi

ëîðàíîâî
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L(y) = 0 ñ âàëþàöèåé αi, èìåþùåå âèä (4), âêëþ÷àþùåå
ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïîñëå ýòîãî ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó êîðíþ, ëèáî çà-
âåðøèòü âû÷èñëåíèÿ, åñëè óæå äîñòèãíóò ïîñëåäíèé êîðåíü.

6. Ðåçóëüòàò: íàéäåííûå ëîðàíîâû ðåøåíèÿ, âìåñòå ñ ìíîæåñòâàìè W è M .

Ïðèìåð 1. Ïðîñëåäèì øàãè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà íà ïðèìåðå îïåðàòîðà

L = −θ2 − 2 θ, t0 = t1 = t2 = 0. (12)

Íà øàãå 3 ïîëó÷àåì îïðåäåëÿþùèé ïîëèíîì u0(n) = −n2 − 2n è ìíîæåñòâî åãî öåëûõ
êîðíåé: α1 = −2, α2 = 0. Íà øàãå 4 ñòðîèì u−1(n), u−2(n), êîòîðûå ñîäåðæàò ñèìâîëüíûå
íåçàäàííûå êîýôôèöèåíòû, ïðèñóòñòâóþùèå â ïðîäîëæåíèè îïåðàòîðà L.

Íà øàãå 5 äëÿ äëÿ âîçìîæíîé âàëþàöèè α1 = −2 ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåì c−2, c−1,
c0:

• n = −2: u0(−2) c−2 = 0 · c−2 = 0, êîýôôèöèåíò c−2 îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì.

• n = −1: u0(−1) c−1 + u−1(−1) c−2 = c−1 + u−1(−2) c−2 = 0. Èìååì c−1 = −u−1(−1) c−2.

• n = 0: u0(0) c0 + u−1(0) c−1 + u−2(0) c−2 = 0 c0 + u−1(0) c−1 + u−2(0) c−2 =
−u−1(0)u−1(−1) c−2+u−2(0) c−2 = (−u−1(0)u−1(−1)+u−2(0)) c−2 = 0. Êîýôôèöèåíò c0
îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì ïðè ýòîì âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî c−2 = 0, åñëè −u−1(0)u−1(−1) +
u−2(0) ̸= 0. Òàê êàê u−1(n) è u−2(n) çàâèñÿò îò íåçàäàííûõ êîýôôèöèåíòîâ, òî çäåñü
èìååì ñëó÷àé (b), ò.å. ëîðàíîâû ðåøåíèÿ ñ âàëþàöèåé α1 = −2 ñóùåñòâóþò òîëüêî
åñëè −u−1(0)u−1(−1) + u−2(0) = 0. Ýòà âàëþàöèÿ îòñåèâàåòñÿ.

Øàã 5 äëÿ α2 = 0:

• n = 0: u0(0) c0 = 0 · c0 = 0, êîýôôèöèåíò c0 îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì.

• n = 1: u0(1) c1 + u−1(1) c0 = −3 c1 + u−1(1) c0 = 0. Èìååì c1 = u−1(1) c0
3

. Ïðè ýòîì
u−1(1), à çíà÷èò è c1, çàâèñèò îò íåçàäàííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîñêîëüêó n = 0,
ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé âàëþàöèè, óæå ïðîéäåí, òî äàëüíåéøèå
âû÷èñëåíèÿ íå òðåáóþòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ óðàâíåíèÿ L(y) = 0 èìååì W = {0}, m1 = 0. Ïðè ëþáîì ïðîäîë-
æåíèè êîýôôèöèåíòîâ åñòü ëîðàíîâî ðåøåíèå:

y(x) = C +O(x), (13)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðè C = 0 ýòî ðåøåíèå ðàâíî íóëþ, òàê êàê ó ëîðàíîâà
ðåøåíèÿ îïåðàòîðà (12) âàëþàöèÿ íå ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé. Ðåøåíèå (13) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå C(1 +O(x)).
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Ïðèìåð 2. Äîáàâèì ê êîýôôèöèåíòàì îïåðàòîðà (12) íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ:

L̃ = (−1 + x+ x2) θ2 − 2 θ + (x+ 6x2), t0 = 3, t1 = t2 = 2. (14)

Øàã 3 äëÿ L̃ äàåò òå æå ðåçóëüòàòû, ÷òî è äëÿ (12). Íà øàãå 4 ïîëó÷àåì

u−1(n) = (n− 1)2 + 1, u−2(n) = (n− 2)2 + 6.

Øàã 5 äëÿ äëÿ âîçìîæíîé âàëþàöèè α1 = −2 âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (12). Íî äëÿ
n = 0 èìååì −u−1(0)u−1(−1) + u−2(0) = −((0− 1)2 + 1)((−1− 1)2 + 1) + ((0− 2)2 + 6) = 0,
÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (11) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì 0 = 0 è, çíà÷èò, êîýôôèöè-
åíò c−2 îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âàëþàöèè v1 = −2 ëîðàíîâû
ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè ëþáîì ïðîäîëæåíèè L̃. Çäåñü èìååì ñëó÷àé (a). Ïîëó÷àåì
c−1 = −u−1(−1) c−2 = −((−1− 1)2 + 1) c−2 = −5 c−2. Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ íå òðåáóþò-
ñÿ, òàê êàê êîðåíü n = 0, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé âàëþàöèè, ïðîéäåí,
à âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ðåøåíèÿ áóäóò ñîäåðæàòü íåçàäàí-
íûå êîýôôèöèåíòû. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ óðàâíåíèÿ L̃(y) = 0 ïðè ëþáîì ïðîäîëæåíèè
êîýôôèöèåíòîâ åñòü ëîðàíîâî ðåøåíèå ñ âàëþàöèåé v1 = −2:

C1

x2
− 5C1

x
+ C2 +O(x),

ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Øàã 5 äëÿ α2 = 0:

• n = 0: u0(0) c0 = 0 · c0 = 0, êîýôôèöèåíò c0 îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì.

• n = 1: u0(1) c1 + u−1(1) c0 = −3 c1 + 1 c0 = 0. Èìååì c1 =
1
3
c0.

• n = 2: u0(2) c2 + u−1(2) c1 + u−2(2) c0 = −8 c2 + 2 c1 + 6 c0 = 0. Èìååì c2 =
5
6
c0.

• n = 3: Âû÷èñëÿåì u−3(n) = a(n− 3)2 + b(n− 3), ãäå a è b � ñèìâîëüíûå íåçàäàííûå
êîýôôèöèåíòû. Òîãäà u0(3) c3 + u−1(3) c2 + u−2(3) c1 + u−3(3) c0 = −15 c3 + 5 c2 +
7 c1+0 c0 = 0. Èìååì c3 =

13
30
c0. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå c3 óäàëîñü âû÷èñëèòü,

íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî u−3(n) ñîäåðæèò íåçàäàííûå êîýôôèöèåíòû, ïîñêîëüêó u−3(3) =
0 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ íåçàäàííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ íå òðåáóþòñÿ, òàê êàê êîðåíü n = 0, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíîé âàëþàöèè, ïðîéäåí, à âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ êîýôôèöèåí-
òîâ ðåøåíèÿ áóäóò ñîäåðæàòü íåçàäàííûå êîýôôèöèåíòû. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ óðàâíåíèÿ
L̃(y) = 0 ïðè ëþáîì ïðîäîëæåíèè êîýôôèöèåíòîâ åñòü ëîðàíîâî ðåøåíèå ñ âàëþàöèåé
v2 = 0:

C +
1

3
Cx+

5

6
Cx2 +

13

30
Cx3 +O(x4). (15)

Èòàê, äëÿ óðàâíåíèÿ L̃(y) = 0 ìû íàøëè W = {−2, 0}, m1 = 0, m2 = 3.

Ïðèìåð 3. Åñëè æå äîáàâèòü íîâûå ñëàãàåìûå ê êîýôôèöèåíòàì èñõîäíîãî îïåðàòî-
ðà (12) èíà÷å:

˜̃L = (−1 + x+ x2) θ2 + (−2 + x2) θ, t0 = 3, t1 = t2 = 2, (16)

òî àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî W = {0}, m1 = 3 äëÿ óðàâíåíèÿ ˜̃L(y) = 0.
Ïðè ëþáîì ïðîäîëæåíèè êîýôôèöèåíòîâ èìååòñÿ ëîðàíîâî ðåøåíèå: C + O(x4). Çäåñü
èìååì ñëó÷àé (c), êîòîðûé ïðèâåë ê îòñåèâàíèþ âîçìîæíîé âàëþàöèè −2.
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Ðåçþìèðóåì ðàññìîòðåíèå ïðèìåðîâ 1, 2 è 3. Ìû èìååì óðàâíåíèÿ L(y) = 0, L̃(y) = 0,
˜̃L(y) = 0, ïðè÷åì ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2 ïðîäîëæå-
íèÿìè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ. Êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 1, íå ñóùåñòâóåò êðîìå 0 íèêàêîãî
öåëîãî çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ëþáîå ïðîäîëæåíèå óðàâíåíèÿ L(y) = 0 èìåëî áû ëîðàíî-
âî ðåøåíèå ñ âàëþàöèåé, ðàâíîé ýòîìó çíà÷åíèþ. È, õîòÿ óðàâíåíèå L̃(y) = 0 îáëàäàåò

ëîðàíîâûì ðåøåíèåì ñ âàëþàöèåé −2, íî ïðè ýòîì óðàâíåíèå ˜̃L(y) = 0 íå èìååò ðåøåíèé
ñ òàêîé âàëþàöèåé. Ýòî ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü ïîëó÷åííîãî â ïðèìåðå 1 îòâåòà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü çíà÷åíèÿ v1, . . . , vk, m1, . . . ,mk íàéäåíû ïðåäëîæåííûì àëãî-
ðèòìîì äëÿ óðàâíåíèÿ L(y) = 0, ãäå L èìååò âèä (1) è ti ≥ deg ai(x), i = 0, 1, . . . , r.
Ïóñòü m � òàêîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå, ÷òî m > mi äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ i ≤ k. Òîãäà
äëÿ óðàâíåíèÿ L(y) = 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîäîëæåíèå L̃(y) = 0, ÷òî äëÿ íåêîòîðî-
ãî åãî ðåøåíèÿ ỹ(x) ∈ K((x)), val ỹ(x) = vi, ðàâåíñòâî ỹ(x) = y⟨m⟩(x) + O(xm + 1) íå
âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êàêîãî ðåøåíèÿ y(x) ∈ K((x)), val y(x) = vi, óðàâíåíèÿ L(y) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì íàõîäèò êàæäîå èç çíà÷åíèé mi, èñïîëüçóÿ, â
÷àñòíîñòè, òî, ÷òî äîáàâëåííûå â aj(x) ÷ëåíû ñ ñèìâîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîÿâëÿþò-
ñÿ â âûðàæåíèÿõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðåøåíèé. È äëÿ ðàçíûõ ïðîäîëæåíèé îïåðàòîðà L
ìû ìîæåì ïîëó÷àòü ðàçíûå êîýôôèöèåíòû êîìïîíåíò ðåøåíèé ỹi ïðè x

j, êîãäà j > mi.

Çàìå÷àíèå 3. Àíàëîãè÷íî çàìå÷àíèþ 1 â ïðåäëîæåíèè 1 ñóùåñòâåííî, ÷òî è val ỹ(x) = vi, è
val y(x) = vi, ò.å. ÷òî è ó L èìåþòñÿ ëîðàíîâû ðåøåíèÿ ñ òàêîé âàëþàöèåé vi. Ïðè ýòîì ó L̃
ìîãóò áûòü ëîðàíîâû ðåøåíèÿ ñ âàëþàöèÿìè, êîòîðûå íå âõîäÿò â v1, . . . , vk. Ýòî èëëþñòðèðóþò
ïðèìåðû 1 è 2.

Çàìå÷àíèå 4. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â îïåðàòîðå L âèäà (1) ñâîáîäíûé ÷ëåí õîòÿ áû îäíîãî
ïîëèíîìèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà îòëè÷åí îò íóëÿ. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïîëèíîì
u0(n) â (9) áóäåò íåíóëåâûì. Äîïîëíèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî åñëè íàèìåíüøàÿ âàëþàöèÿ íåíóëå-
âûõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíà è ðàâíà β, è åñëè ïðè ýòîì ti ≥ β äëÿ êàæäîãî
êîýôôèöèåíòà ai(x), âêëþ÷àÿ íóëåâûå êîýôôèöèåíòû, òî ìîæíî ïîäåëèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
íà xβ è çàìåíèòü êàæäîå ti íà ti − β, à çàòåì ïðèìåíèòü íàø àëãîðèòì.

7. Ñâÿçü ñ çàäà÷åé óñå÷åíèÿ

Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå âèäà L(y) = 0, L ∈ K((x))[θ], èìååò ðåøåíèå â
K((x)) åñëè è òîëüêî åñëè îïðåäåëÿþùèé ïîëèíîì îïåðàòîðà L èìååò öåëûå êîðíè (ïðè
íàëè÷èè òàêèõ êîðíåé ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð, ëîðàíîâî ðåøåíèå ñ âàëþàöèåé, ðàâíîé íàè-
áîëüøåìó èç íèõ). Ýòîò ôàêò îáñóæäàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â [3], ãäå, ïîìèìî ýòîãî, ðàññìîò-
ðåíà òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à óñå÷åíèÿ: êàêîå êîëè÷åñòâî íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ êîýôôèöèåí-
òîâ îïåðàòîðà L âëèÿåò íà çàäàííîå ÷èñëî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ëîðàíîâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
L(y) = 0?

Ïðåäëîæåíèå 2. [3, Prop. 1(ii)] Ïóñòü L ∈ K[[x]][θ] � îïåðàòîð ñ áåñêîíå÷íûìè ñòåïåí-
íûìè ðÿäàìè â ðîëè êîýôôèöèåíòîâ, ïóñòü åãî îïðåäåëÿþùèé ïîëèíîì îáëàäàåò öåëûìè
êîðíÿìè è e∗, e∗ � íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé èç íèõ. Ïóñòü sl = max{e∗ − e∗, l− 1} äëÿ
l = 1, 2, . . . Òîãäà óðàâíåíèå L(y) = 0 îáëàäàåò ðåøåíèåì f(x) ∈ K((x)) åñëè è òîëü-
êî åñëè óñå÷åííîå óðàâíåíèå L⟨sl⟩(y) = 0 îáëàäàåò òàêèì ðåøåíèåì g(x) ∈ K((x)), ÷òî
f(x)− g(x) = O(xv+l), ãäå v = val f(x).

Çàìå÷àíèå 5. Â [3] è â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîíÿòèå óñå÷åíèÿ ðÿäà îïðåäåëåíî ïî-ðàçíîìó. Â
ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëèðîâêå ïðåäëîæåíèÿ 2 ýòî ïîíÿòèå èíòåðïðåòèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ îïðåäåëåíèåì 1.
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Ïðåäëîæåíèå 2 ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü åùå îäèí ïîäõîä ê ðåøåíèþ ðàññìàòðèâà-
åìîé â íàñòîÿùåé ñòàòüå çàäà÷è. Ïóñòü L � îïåðàòîð âèäà (1) c êîýôôèöèåíòàìè (2).
Ïîëîæèì t = minr

i=0 ti è íàéäåì íàèáîëüøåå öåëîå l, äëÿ êîòîðîãî sl ≤ t. Òîãäà íàáîð
âàëþàöèé ëîðàíîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ L⟨sl⟩(y) = 0 è ïåðâûå ÷ëåíû ýòèõ ðåøåíèé â
êîëè÷åñòâå l äàþò òðåáóåìîå (ïðè ýòîì ïîäõîäå mi = vi + l − 1).

Òàêîé ïîäõîä íå òðåáóåò äîáàâëåíèÿ ñèìâîëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Íî, íàïðèìåð, êîãäà
s1 > t (çíà÷åíèÿ ti îêàçûâàþòñÿ ñëèøêîì ìàëûìè) ìû íå ìîæåì âûáðàòü l, � ïîäõîä
îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìûì. Îäíàêî àëãîðèòì, ïðåäñòàâëåííûé â ðàçä. 6, ñïðàâëÿåòñÿ ñ
ýòîé ñèòóàöèåé. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 1, ãäå t0 = t1 = t2 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, t = 0. Âìåñòå
ñ ýòèì, sl = max{2, l − 1} ≥ 2. Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðåäëîæåíèè 2, íå äàåò ðåøåíèÿ
çàäà÷è, à ïðåäñòàâëåííûé â ðàçä. 6 àëãîðèòì ïîçâîëèë â ïðèìåðå 1 ïîëó÷èòü ðåøåíèå.

Íåñëîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì èç ðàçä. 6 ìîæåò íàõîäèòü áîëüøå ÷ëåíîâ
ëîðàíîâûõ ðåøåíèé, ÷åì îñíîâàííûé íà ïðåäëîæåíèè 2. Äëÿ (14) îñíîâàííûé íà ïðåäëî-
æåíèè 2 àëãîðèòì âìåñòî (15) ïîëó÷èò íà îäèí ÷ëåí ìåíüøå: C + 1

3
Cx+ 5

6
Cx2 +O(x3).

8. Îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ: θ è D

Åñëè èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàïèñàíî ñ ïðèâëå÷åíèåì D âìåñòî θ,
òî çàìåíîé D = x−1θ ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå,
çàïèñàííîå ñ ïîìîùüþ θ, � çäåñü áóäåò ïîëåçíî ðàâåíñòâî äëÿ êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ θ
è x−1: θx−1 = x−1(θ − 1). Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè èñõîäíîå óðàâíåíèå çàäàíî â âèäå

(wr(x) +O(xτr+1))D ry(x) + . . . + (w1(x) +O(xτ 1+1))Dy(x) +

+ (w0(x) +O(xτ 0+1)) y(x) = 0,
(17)

òî â ðåçóëüòàòå îïèñàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû ïðèäåì ê óðàâíåíèþ (6), íî t0, t1, . . . , tr
ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò τ0, τ1, . . . , τr. Êîýôôèöèåíòû

ai(x) +O(xti+1), i = 0, 1, . . . , r (18)

äëÿ íîâîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïðèâëå÷åíèåì ñèìâîëüíûõ íåçàäàííûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå íå äîëæíû âëèÿòü íà (18).

Ïåðåõîä îò D ê θ ìîæíî âûïîëíèòü è íå ïðèáåãàÿ ê ñèìâîëüíûì íåçàäàííûì êîýô-
ôèöèåíòàì: íà îïåðàòîð (17) ñìîòðèì êàê íà îïåðàòîð ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè w0(x), . . . , wr(x), íî ñòåïåíü êàæäîãî wi(x) ñ÷èòàåì ðàâíîé ti, ïîëàãàÿ ïðè íåîáõîäè-
ìîñòè êîýôôèöèåíòû ïðè íåêîòîðûõ èç ñòàðøèõ ñòåïåíåé ðàâíûìè íóëþ, � âñïîìíèì,
÷òî w0(x), . . . , wr(x) ÿâëÿþòñÿ óñå÷åííûìè ðÿäàìè è êàæäîå ti çàäàåò ñîîòâåòñòâóþùåå
óñå÷åíèå. Íå èñêëþ÷àåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ïåðåõîäà îò D ê θ êîýôôèöèåíò ïðè íåêî-
òîðîì θi âîçíèêíåò êàê ñóììà ïîëèíîìîâ ðàçíûõ ñòåïåíåé (ïðè ýòîì ñòåïåíè ïîíèìàþòñÿ
â óêàçàííîì ñìûñëå). Â òàêîì ñëó÷àå ñòåïåíè ýòèõ ïîëèíîìîâ-óñå÷åíèé äîëæíû áûòü âû-
ðîâíåíû ïî ìëàäøåé èç íèõ. Ýòî ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ îñíîâàííîì íà ïðèâëå÷åíèè
ñèìâîëüíûõ íåçàäàííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäõîäîì.

Ïðèìåð 4. Ïðè ïåðåõîäå îò D ê θ â îïåðàòîðå

L = (−x+ x2 + x3)D2 + (−3 + x)D, τ0 = 2, τ1 = 1, τ2 = 3 (19)

ðåçóëüòèðóþùèé êîýôôèöèåíò ïðè θ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé 1−x−x2 ñ t1 = 2 è −3+x ñ
t1 = 1. Ïðè ñóììèðîâàíèè íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê ìåíüøåìó èç óñå÷åíèé. Â íàøåì ñëó÷àå
ñóììà ðàâíà −2 ñ t1 = 1.
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Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ê ïîëó÷èâøåìóñÿ îïåðàòîðó

(−1 + x+ x2) θ2 + (−2) θ, t0 = 3, t1 = 1, t2 = 2

ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ëþáîì ïðîäîëæåíèè êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà L èìååòñÿ ëîðàíîâî
ðåøåíèå:

C +O(x4),

W = {0}, m1 = 3.

Ïðè ïåðåõîäå îò óðàâíåíèÿ, çàäàííîãî â âèäå (17), ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ, çà-
äàííîìó â âèäå (6), âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî i (0 ≤ i ≤ r) îêàæåòñÿ,
÷òî ti < 0, äàæå åñëè âñå τ0, τ1, . . . , τr � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî
çàäàííîå óðàâíåíèå ñ óñå÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñîäåðæèò íåäîñòàòî÷íî èíôîðìàöèè
äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïðåäåëÿþùåãî ïîëèíîìà êàê ïîëèíîìà îò n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K. Òàê,
óðàâíåíèþ (

x2 +O(x3)
)
D 2y(x) +O(x)Dy(x) + (1 +O(x)) y(x) = 0,

ýêâèâàëåíòíî
(1 +O(x))θ2y(x) +O(1)θy(x) + (1 +O(x))y(x) = 0 (20)

è îïðåäåëÿþùèé ïîëèíîì åñòü

u0(n) = n2 + a1,0n+ 1, (21)

ãäå êîýôôèöèåíò ïðè θy(x) óðàâíåíèÿ (20) ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíûì a1,0 + O(x); ïðè ýòîì
a1,0, ò.å. ñâîáîäíûé ÷ëåí ýòîãî êîýôôèöèåíòà, âûñòóïàåò êàê åùå îäíà ïåðåìåííàÿ ïîëè-
íîìà u0. Çäåñü ìû íå ìîæåì ïðèìåíÿòü àëãîðèòì èç ðàçä. 6.

9. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ è ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ

Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â ñðåäå Maple ([6]) â âèäå ïðîöåäóðû LaurentSolution. Ïåðâûì
àðãóìåíòîì ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà (6). Ïðèìåíåíèå θk ê
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè y(x) çàïèñûâàåòñÿ êàê theta(y(x),x,k). Òàêæå âîçìîæíî èñïîëü-
çîâàíèå îáû÷íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (îïåðàòîðà D � ñì. ðàçä. 8); â ýòîì ñëó÷àå ïðèìå-
íåíèå îïåðàòîðà Dk ê íåèçâåñòíîé ôóíêöèè y(x) çàäàåòñÿ â ñòàíäàðòíîì äëÿ Maple âèäå
diff(y(x),x$k). Óñå÷åííûå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ çàäàþòñÿ â âèäå ai(x) + O(xti+1),
ãäå ai(x) � ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå ti íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Â êà÷åñòâå âòîðîãî
àðãóìåíòà ïðîöåäóðû çàäàåòñÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.

Ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîöåäóðû � ñïèñîê óñå÷åííûõ ëîðàíîâûõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ âàëþàöèÿì vi ∈ W . Êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

cvix
vi + cvi+1x

vi+1 + · · ·+ cmi
xmi +O(xmi+1), (22)

ãäå vi ∈ W � âàëþàöèÿ, äëÿ êîòîðîé ãàðàíòèðîâàíî ñóùåñòâîâàíèå ëîðàíîâà ðåøåíèÿ ïðè
ëþáîì ïðîäîëæåíèè çàäàííîãî óðàâíåíèÿ; mi èìååò ïðåæíèé ñìûñë, ci � ñàìè âû÷èñëåí-
íûå êîýôôèöèåíòû ëîðàíîâà ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè
ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ âèäà _cj.

Äàëåå ñëåäóþò âîñåìü ïðèìåðîâ, êîòîðûå ìû îáúåäèíÿåì â îäèí, ñîäåðæàùèé ïï. 1�8.

Ïðèìåð 5.

1. Êàæäîå èç óðàâíåíèé

sin x θy(x)− x cos x y(x) = 0, (23)
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(ex − 1)θy(x)− xex y(x) = 0 (24)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(x+O(x2))θy(x) + (−x+O(x2))y(x) = 0. (25)

Ïðèìåíèì ðåàëèçîâàííóþ ïðîöåäóðó ê (25).
> eq1 := (x+O(x^2))*(theta(y(x),x,1))+(-x+O(x^2))*y(x);

eq1 :=
(
x+O(x2)

)
θ(y(x), x, 1) +

(
−x+O(x2)

)
y(x)

> LaurentSolution(eq1, y(x)); [
x_c1 +O(x2)

]
Ïîëó÷åííûé îòâåò îçíà÷àåò, ÷òî çäåñü W = {1}, m1 = 1.

2. Äîáàâèì ê êîýôôèöèåíòàì óðàâíåíèÿ (25) íåêîòîðûå ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå êî-
ýôôèöèåíòàì (23). Ïîëó÷èì óñå÷åíèå ðåøåíèÿ äî ñòåïåíè x2, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ðàç-
ëîæåíèþ â ñòåïåííîé ðÿä ôóíêöèè sin(x), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì (23):
> eq2 := (x+O(x^3))*(theta(y(x),x,1))+(-x+x^3/2+O(x^4))*y(x);

eq2 :=
(
x+O(x3)

)
θ(y(x), x, 1) +

(
−x+

x3

2
+O(x4)

)
y(x)

> LaurentSolution(eq2, y(x)); [
x_c1 +O(x3)

]
Ïîëó÷åííûé îòâåò òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî çäåñü W = {1}, m1 = 2.

3. Òåïåðü äîáàâèì ê êîýôôèöèåíòàì óðàâíåíèÿ (25) íåêîòîðûå ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîýôôèöèåíòàì (24). Ïîëó÷èì óñå÷åíèå ðåøåíèÿ äî ñòåïåíè x2, êîòîðîå ñîîòâåò-
ñòâóåò ðàçëîæåíèþ â ñòåïåííîé ðÿä ôóíêöèè exp(x) − 1, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì (24).
> eq3 := (x+x^2/2+O(x^3))*theta(y(x),x,1)+(-x-x^2-x^3/2+O(x^4))*y(x);

eq3 :=

(
x+

x2

2
+O(x3)

)
θ(y(x), x, 1) +

(
−x− x2 − x3

2
+O(x4)

)
y(x)

> LaurentSolution(eq3, y(x));[
x_c1 +

x2_c1
2

+O(x3)

]
Ïîëó÷åííûé îòâåò òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî W = {1}, m1 = 2.

4. Äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé èç ïï. 1�3 ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî çíà÷åíèå âàëþàöèè,
äëÿ êîòîðîãî ëîðàíîâû ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè ëþáîì ïðîäîëæåíèè óðàâíåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû ê óðàâíåíèþ, çàäàííîãî îïåðàòîðîì (14):
> eq4 := (-1+x+x^2+O(x^3))*theta(y(x),x,2)+(-2+O(x^3))*theta(y(x),x,1)+

(x+6*x^2+O(x^4))*y(x);

eq4 :=
(
−1 + x+ x2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 2) +

(
−2 +O(x3)

)
θ(y(x), x, 1)+

(x+ 6x2 +O(x4))y(x)
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> LaurentSolution(eq4, y(x));[
_c1
x2

− 5_c1
x

+_c2 +O(x), _c1 +
x_c1
3

+
5 x2_c1

6
+

13x3_c1
30

+O(x4)

]
Ïîëó÷åííûé îòâåò îçíà÷àåò, ÷òî çäåñü W = {−2, 0}, m1 = 0, m2 = 3.

5. Èìååò ëè ñìûñë ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð, ñëó÷àé ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ t0, t1, . . . , tr,
âõîäÿùèõ â (6), èëè æå äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì ðàâåíñòâà ýòèõ ÷èñåë? Èíûìè
ñëîâàìè, ìîæåò ëè çàìåíà â (6) êàæäîãî ti íà t = minr

i=0 ti ïðèâåñòè ê ñíèæåíèþ òî÷íîñòè
ðåçóëüòàòà ðàáîòû àëãîðèòìà? Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîå ñíèæåíèå âîç-
ìîæíî. Òåì ñàìûì, ñâÿçàííûå ñ îòêàçîì îò àïðèîðíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàâåíñòâå âñåõ
ti çàòðàòû âðåìåíè ìîãóò áûòü íå íàïðàñíûìè.

Äëÿ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ïÿòü ÷ëåíîâ ðåøåíèÿ:
> eq5 := (1+O(x))*(theta(y(x),x,1))+(x^4+O(x^5))*y(x);

eq5 := (1 +O(x)) θ(y(x), x, 1) +
(
x4 +O(x5)

)
y(x)

> LaurentSolution(eq5, y(x));[
_c1 −

_c1 x
4

4
+O(x5)

]
Åñëè âçÿòü t = 0, òî ïîëó÷èì òîëüêî îäèí ÷ëåí ðåøåíèÿ:

> eq6 := (1+O(x))*(theta(y(x),x,1))+O(x)*y(x);

eq6 := (1 +O(x)) θ(y(x), x, 1) +O(x) y(x)

> LaurentSolution(eq6, y(x));

[_c1 +O(x)]

6. Ïðèìåð óðàâíåíèÿ, êîòîðîå íå èìååò ëîðàíîâûõ ðåøåíèé íè ïðè êàêèõ ïðîäîëæå-
íèÿõ:
> eq7 := (2+O(x))*(theta(y(x),x,1))+(1+O(x))*y(x);

eq7 := (2 +O(x)) θ(y(x), x, 1) + (1 +O(x)) y(x)

> LaurentSolution(eq7, y(x));

[ ]

Îòâåò � ïóñòîé ñïèñîê � îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ðåøåíèé.

7. Åñëè îïðåäåëÿþùèé ïîëèíîì çàâèñèò îò íåçàäàííûõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (ñì.
ðàçä. 8), òî îòâåòîì áóäåò FAIL:
> eq8 := (x^2+O(x^3))*diff(y(x),x,x)+O(x)*diff(y(x),x)+(1+O(x))*y(x);

eq8 :=
(
x2 +O(x3)

) (
d2

dx2
y(x)

)
+O(x)

(
d

dx
y(x)

)
+ (1 +O(x)) y(x)

> LaurentSolution(eq8, y(x));

FAIL

Â äàííîì ñëó÷àå â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà â óðàâíåíèè ê îïåðàöèè θ îêàçûâàåòñÿ íåçà-
äàííûì ñâîáîäíûé ÷ëåí êîýôôèöèåíòà ïðè θ â ïåðâîé ñòåïåíè.
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8. Ïðèìåíèì ïðîöåäóðó ê îïåðàòîðó (19) ñ D = d
dx
:

> eq9 := (-x+x^2+x^3+O(x^4))*(diff(y(x),x,x))+(-3+x+O(x^2))*(diff(y(x),x))+

O(x^3)*y(x);

eq9 :=
(
−x+ x2 + x3 +O(x4)

) (
d2

dx2
y(x)

)
+
(
−3 + x+O(x2)

) (
d

dx
y(x)

)
+O(x3) y(x)

> LaurentSolution(eq9, y(x)); [
_c1 +O(x4)

]
Ïîëó÷åííûé îòâåò òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî W = {0}, m1 = 3.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò êîìïàíèþ Maplesoft (Âàòåðëîî, Êàíàäà) çà ïîñòîÿííûå íàó÷íûå
êîíòàêòû � äèñêóññèè è êîíñóëüòàöèè.
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