
ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ, 2014, No
2, ñ. 3�11

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ

ÓÄÊ 004.421.6

ÑÅÌÈÍÀÐ ÏÎ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÅ Â 2012�2013 ã.ã.

c© 2014 ã. Ñ. À. Àáðàìîâ*, À. À. Áîãîëþáñêàÿ**,
Â. À. Ðîñòîâöåâ**

*Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð ÐÀÍ
119333 Ìîñêâà, óë. Âàâèëîâà, 40

**Îáúåäèíåííûé èíñòèòóò ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé
141980 Äóáíà Ìîñêîâñêîé îáëàñòè

E-mail: sergeyabramov@mail.ru, abogol@jinr.ru, rost@jinr.ru
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 30.06.2013

Ãîäîâîé îò÷åò î ðàáîòå íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî ñåìèíàðà ïî êîìïüþòåðíîé àëãåáðå.

1. Î ÑÅÌÈÍÀÐÅ

Â ñåìèíàðå ðàññìàòðèâàþòñÿ íîâûå ðåçóëü-
òàòû â îáëàñòè êîìïüþòåðíîé àëãåáðû � ñèì-
âîëüíûå àëãîðèòìû è èõ ðåàëèçàöèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå âîïðîñû ñèñòåìíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ.
Â 2012�2013 ó÷åáíîì ãîäó ñåìèíàð ñîáèðàëñÿ

ðàç â ìåñÿö ïî òðåòüèì ñðåäàì íà ôàêóëüòåòå âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ, à
â ìàå 2013 ã. â Äóáíå, â Îáúåäèíåííîì èíñòèòóòå
ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé (ÎÈßÈ) ñîñòîÿëîñü òðà-
äèöèîííîå çàñåäàíèå, îðãàíèçîâàííîå ñîâìåñò-
íî ñ Ëàáîðàòîðèåé èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé
ÎÈßÈ.
Web�ñòðàíèöà ñåìèíàðà http : //

www.ccas.ru/sabramov/seminar/doku.php ñî-
äåðæèò èíôîðìàöèþ î ïëàíèðóåìûõ è ñîñòîÿâ-
øèõñÿ ðàíåå äîêëàäàõ.

2. ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÑÎÁÐÀÍÈß ÑÅÌÈÍÀÐÀ

Ñ ñåíòÿáðÿ ïî àïðåëü áûëè ïðî÷èòàíû ñëåäó-
þùèå äîêëàäû1.

Î.Í. Ïåðåñëàâöåâà (ÒÃÓ èì. Ã.Ð. Äåðæàâèíà,
Òàìáîâ; oxana.pereslavtseva@gmail.com) Âû÷èñ-
ëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïëîòíûõ

ìàòðèö: ïîñëåäîâàòåëüíûå è ïàðàëëåëüíûå àë-

ãîðèòìû.

1Ïåðå÷åíü äîêëàäîâ, ïðî÷èòàííûõ â 1995�2012 ã.ã.,
îïóáëèêîâàí â [1]�[18].

Ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ìàòðèö â êîììóòà-
òèâíûõ êîëüöàõ. Èññëåäóþòñÿ äâà êëàññà àëãî-
ðèòìîâ � ïðÿìûå àëãîðèòìû è àëãîðèòìû, îñ-
íîâàííûå íà ìåòîäå ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ. Äëÿ
ïðÿìûõ àëãîðèòìîâ ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ
ñëîæíîñòè ïî ÷èñëó ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îïåðà-
öèé íàä ìàøèííûìè ñëîâàìè. Ýòè âûðàæåíèÿ
äàþò âîçìîæíîñòü ñðàâíèâàòü èññëåäóåìûå àë-
ãîðèòìû. Ïðèâîäèòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâ-
íåíèå ïðîãðàìì, êîòîðûå áûëè ðàçðàáîòàíû ïî
ýòèì àëãîðèòìàì. Ñîïîñòàâëÿþòñÿ òåîðåòè÷å-
ñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû.
Îïèñûâàþòñÿ òàêæå ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì

è ïðîãðàììà âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïîëèíîìîâ äëÿ öåëî÷èñëåííûõ è ïîëèíîìèàëü-
íûõ ìàòðèö. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðè-
ìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ íà âû÷èñëèòåëüíîì êëà-
ñòåðå MVS100k Ìåæâåäîìñòâåííîãî ñóïåðêîì-
ïüþòåðíîãî öåíòðà ÐÀÍ.

Ñ.Ô. Àäëàé (ÂÖ ÐÀÍ, Ìîñêâà;
semjonadlaj@ gmail.com) Ïðèëîæåíèå àëãåáðàè-

÷åñêîãî ïîäõîäà Ñîôóñà Ëè ê èññëåäîâàíèþ ýë-

ëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Øàãîì íà ïóòè ê èññëåäîâàíèþ ðåøåíèé äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëå-
íèå ñòðóêòóðû åãî ôèêñèðóþùåé ãðóïïû, òî
åñòü ñòðóêòóðû ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâî-
äÿùèõ îäíî ðåøåíèå äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ â äðóãîå. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿ-
åò îáúåäèíèòü äâà òðàäèöèîííûõ ïîäõîäà ê èñ-
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ñëåäîâàíèþ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, à èìåííî
ïîäõîä ßêîáè è ïîäõîä Âåéåðøòðàññà. Ãðóïïû
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîìó óäî-
âëåòâîðÿåò ýëëèïòè÷åñêèé ñèíóñ ßêîáè, è, ñîîò-
âåòñòâåííî, äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êî-
òîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
Âåéåðøòðàññà, îêàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè ÷å-
òûðåõýëåìåíòíîé ãðóïïå Êëåéíà. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ýëëèï-
òè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ è ôóíêöèé.

À.Á. Áàòõèí (ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà,
Ìîñêâà; batkhin@gmail.com) Äâîÿêîñèììåò-

ðè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

Ãàìèëüòîíà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà Ãàìèëü-
òîíà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ñèñòåìà êà-
íîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé êîòîðîé t-èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé
ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè. Ìåòîäàìè êîìïüþòåð-
íîé àëãåáðû èññëåäóåòñÿ ñòðóêòóðà ìàòðèöû ìî-
íîäðîìèè äâîÿêîñèììåòðè÷íîãî ïåðèîäè÷åñêî-
ãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà. Ïîêàçàíî, ÷òî
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå èíäåêñà óñòîé÷èâîñòè òà-
êîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàâíî −1; ïðè
ýòîì çíà÷åíèè âñåãäà èìååòñÿ ïàðà ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé âòîðîãî ðîäà ïî Ïóàíêàðå ñ óäâî-
åííûì ïåðèîäîì è ñ îäíîé ñèììåòðèåé. Ïîëó÷åí-
íûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê èññëåäîâàíèþ
íîâûõ ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïëîñêîé
êðóãîâîé çàäà÷è Õèëëà.

À.À. Ðÿáåíêî (ÂÖ ÐÀÍ, Ìîñêâà;
anna.ryabenko@gmail.com) Ñèìâîëüíîå ðåøåíèå

ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Ïðåäëàãàþòñÿ êîìïüþòåðíî-àëãåáðàè÷åñêèå
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîëèíîìèàëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ íåîäíîðîäíûõ
óðàâíåíèé äàþòñÿ àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ
ðåøåíèé â âèäå ðÿäîâ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè,
ðàöèîíàëüíûìè, ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèìè êî-
ýôôèöèåíòàìè è àëãîðèòìû ïîèñêà òî÷åê,
â êîòîðûõ òàêèå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò. Äëÿ
îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îïèñûâàåòñÿ ìîäóëÿðíî-
âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ïîèñêà m-òî÷åê (m �
öåëîå, m > 2), òî åñòü òî÷åê, â êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóþò ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà, òîëüêî êàæäûé
m-é êîýôôèöèåíò êîòîðîãî íå ðàâåí íóëþ.

Ïðåäñòàâëÿþòñÿ àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ â îñî-
áûõ òî÷êàõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ôîðìàëüíûõ
ýêñïîíåíöèàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðåøåíèé,
ñîäåðæàùèõ ðÿäû ñ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèìè è
äàëàìáåðîâûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ âñòðîåíà â ñèñòåìó

Maple êàê ïàêåò Slode.

Å.Ñ. Øåìÿêîâà (ÂÖ ÐÀÍ, Ìîñêâà;
shemyakova.katya@gmail.com) Îáðàòèìûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Äàðáó.

Ñòàòüÿ ïî òåìå äîêëàäà ïóáëèêóåòñÿ â ýòîì
íîìåðå æóðíàëà.

Ì.Í. Ãåâîðêÿí (ÔÌèÅÍ ÐÓÄÍ, Ìîñêâà;
mngevorkyan@sci.pfu.edu.ru) Àíàëèç ñîñòàâíûõ

ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ñèìïëåêòè÷åñ-

êèõ ìåòîäîâ ñåìåéñòâà Ðóíãå-Êóòòà äëÿ

ïðîòÿæåííûõ âî âðåìåíè çàäà÷.

Ïðè ðàçðàáîòêå êëàññè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ìå-
òîäîâ îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî óìåíüøåíèþ
ëîêàëüíîé îøèáêè âû÷èñëåíèé. Îäíàêî ïî ìåðå
óñëîæíåíèÿ ðåøàåìûõ çàäà÷ âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðîòÿæåí-
íûõ âî âðåìåíè ïðîöåññîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïî-
ëó÷èëè ðàçâèòèå ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåãðàòîðû,
êîòîðûå ó÷èòûâàþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
ðåøàåìîé çàäà÷è. Â ñëó÷àå ãàìèëüòîíîâîé ìå-
õàíèêè çäåñü íàäî óïîìÿíóòü ñèìïëåêòè÷åñêèå
÷èñëåííûå ìåòîäû, êàæäàÿ èòåðàöèÿ êîòîðûõ â
òî÷íîñòè ñîõðàíÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòó-
ðó óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà (ñèìïëåêòè÷åñêóþ 2-
ôîðìó). Äîñòîèíñòâî òàêèõ ìåòîäîâ â òîì, ÷òî
ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ ñèñòåìû
íå ðàñòåò ñî âðåìåíåì, à èçìåíÿåòñÿ â î÷åíü
îãðàíè÷åííûõ ïðåäåëàõ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîé-
ñòâó ñèìïëåêòè÷åñêèå ÷èñëåííûå ìåòîäû íàøëè
ïðèìåíåíèå â íåáåñíîé ìåõàíèêå, ìîëåêóëÿðíîé
äèíàìèêå è êîìïüþòåðíîé àíèìàöèè.
Äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìå-

òîäîâ. Ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ óñëîâèé ñèìïëåêòè÷íî-
ñòè ïðè êîìïîçèöèè ðàçäåëüíîãî ìåòîäà Ðóí-
ãå�Êóòòà ñ ïðèñîåäèíåííûì. Òàêæå îïèñûâàåò-
ñÿ ñîñòàâíîé ñèìïëåêòè÷åñêèé ìåòîä äëÿ îãðà-
íè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë, êîòîðûé íå ñâîäèòñÿ
ê ìåòîäó òèïà Ðóíãå�Êóòòà. Ïðèâåäåíû ðåçóëü-
òàòû ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ (ðàçäåëüíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòà, ìåòî-
äîâ Ðóíãå�Êóòòà�Íþñòðåìà, ðàçëè÷íûõ ñîñòàâ-
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íûõ ìåòîäîâ), è äàåòñÿ îöåíêà òî÷íîñòè ñîõðàíå-
íèÿ èíâàðèàíòîâ (ïîëíîé ýíåðãèè, ìîìåíòà èì-
ïóëüñà, âåêòîðà Ëàïëàñà�Ðóíãå�Ëåíöà).

Ñ.À. Àáðàìîâ (ÂÖ ÐÀÍ, ÌÃÓ, Ìîñêâà;
sergeyabramov@mail.ru), Ì.A. Áàðêàòó (Ëèìîæ-
ñêèé óíèâåðñèòåò, Ëèìîæ;
moulay. barkatou@unilim.fr), Ä.Å.Õìåëüíîâ (ÂÖ
ÐÀÍ, Ìîñêâà; dennis_khmelnov@mail.ru)
Î äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåìàõ ïîëíîãî ðàíãà ñ

êîýôôèöèåíòàìè â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: äàíà ñè-
ñòåìà ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè â âèäå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿ-
äîâ, òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, èìååò ëè ñèñòåìà
íåíóëåâûå ðåøåíèÿ â âèäå ëîðàíîâûõ ðÿäîâ, è
íàéòè âñå òàêèå ðåøåíèÿ, åñëè îíè ñóùåñòâó-
þò (â óñå÷åííîì âèäå ñ ñîõðàíåíèåì ðàçìåðíî-
ñòè ïðîñòðàíñòâà òàêèõ ðåøåíèé). Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ðÿäû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé êîýôôè-
öèåíòû èñõîäíîé ñèñòåìû, çàäàíû àëãîðèòìàìè
âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ; òàêèì îáðàçîì, ìû
â îáùåì ñëó÷àå íå ìîæåì ñêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè
äàííûé ðÿä íóëåâûì. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à
îêàçûâàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé. Íî
îíà ðàçðåøèìà â ñëó÷àå, êîãäà çàðàíåå èçâåñòíî,
÷òî ñèñòåìà èìååò ïîëíûé ðàíã.
Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â Maple.

Â.Â. Ãàëêèí (ÌÃÓ; galkin-vv@yandex.ru) Ñèã-
íàòóðíûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ áàçèñîâ Ãðåá-

íåðà äëÿ ðåøåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì.

Ñòàòüÿ ïî òåìå äîêëàäà ïóáëèêóåòñÿ â ýòîì
íîìåðå æóðíàëà.

Ñ.À. Ãóòíèê (ÌÔÒÈ, Ìîñêâà;
s.gutnik@inno.mgimo.ru), Â.À. Ñàðû÷åâ (ÈÏÌ
èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà;
vas31@rambler.ru) Ñèìâîëüíî-÷èñëåííûå ìå-

òîäû èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ñïóòíèêà-

ãèðîñòàòà.

Ñòàòüÿ ïî òåìå äîêëàäà áóäåò îïóáëèêîâàíà â
ñëåäóþùåì íîìåðå æóðíàëà.

À.À. Ìèõàëåâ (Ìåõ-ìàò ÌÃÓ, Ìîñêâà;
aamikhalev@mail.ru) ÏÁÂ-ïàðû ìíîãîîáðàçèé

ëèíåéíûõ àëãåáð è ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ â

ñâîáîäíûõ àëãåáðàõ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå ÏÁÂ-ïàðû ìíî-
ãîîáðàçèé ëèíåéíûõ àëãåáð íàä ïîëåì. Åñëè

(V,W ) � ÏÁÂ-ïàðà ìíîãîîáðàçèé è ìíîãîîá-
ðàçèå V øðàéåðîâî, òî W � òàêæå øðàéåðîâî
ìíîãîîáðàçèå. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ñïðà-
âåäëèâû äëÿ òåîðåìû î ñâîáîäå è äëÿ ïðîáëåìû
ðàâåíñòâà. Åñëè V (X) è W (X) � ñâîáîäíûå àë-
ãåáðû ñ ìíîæåñòâîì X ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ
ìíîãîîáðàçèé V è W ñîîòâåòñòâåííî, òî àëãåáðà
V (X) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé
àëãåáðîé äëÿ àëãåáðû W (X). Â ñëó÷àå, êîãäà
V (X) � ñâîáîäíàÿ íåàññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, ýòî
îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèò-
ìîâ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé â àëãåáðå W (X)
(ðàñïîçíàâàíèå àâòîìîðôèçìîâ, ïðèìèòèâíûõ
ýëåìåíòîâ, ïîñòðîåíèå íîðìàëüíûõ ôîðì ýëå-
ìåíòîâ è ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ èäåàëîâ). Äîêëàä
îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ñ È.Ï.Øåñòàêîâûì
ñòàòüå.

3. ÄÂÓÕÄÍÅÂÍÀß ÊÎÍÔÅÐÅÍÖÈß Â
ÎÁÚÅÄÈÍÅÍÍÎÌ ÈÍÑÒÈÒÓÒÅ ßÄÅÐÍÛÕ

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ (ÄÓÁÍÀ)

Ïî óñòàíîâèâøåéñÿ òðàäèöèè â ìàå 2013 ã.
â Äóáíå ïðîøëî ñîâìåñòíîå çàñåäàíèå ñåìèíà-
ðîâ �Êîìïüþòåðíàÿ àëãåáðà� ôàêóëüòåòà ÂÌÊ
ÌÃÓ è ÂÖ ÐÀÍ è ñåìèíàðà Ëàáîðàòîðèè èí-
ôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÎÈßÈ. Ïî ñóùåñòâó,
ýòî áûëà äâóõäíåâíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî êîìïüþ-
òåðíîé àëãåáðå è åå ïðèëîæåíèÿì.
Âíèìàíèþ ó÷àñòíèêîâ áûëè ïðåäëîæåíû ñëå-

äóþùèå âûñòóïëåíèÿ.

Ñ.À. Àáðàìîâ (ÂÖ ÐÀÍ, ÌÃÓ, Ìîñêâà;
sergeyabramov@mail.ru), Ì.A.Áàðêàòó (Ëèìîæ-
cêèé óíèâåðñèòåò, Ëèìîæ;
moulay. barkatou@unilim.fr) Î ðàçìåðíîñòè

ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ ñèñòåì ïîëíîãî ðàíãà.

Èññëåäóåòñÿ èçìåíåíèå ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà ðåøåíèé èìåþùåé ïîëíûé ðàíã
ñèñòåìû ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà
ïîä äåéñòâèåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êàêîãî-òî
îäíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. Íà îñíîâå ýòîãî
ïîêàçûâàåòñÿ, êàê ìîæåò áûòü íàéäåíà ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
èìåþùåé ïîëíûé ðàíã.

Ì.Ä. Ìàëûõ (ÐÓÄÍ, Ìîñêâà;
malykhmd@ yandex.ru) Îá èíòåãðèðîâàíèè
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â àáåëåâûõ ôóíê-

öèÿõ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëå âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ èí-
òåãðàëîâ ñèñòåìû, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ÿâëÿ-
þòñÿ òðàíñöåíäåíòíûìè ôóíêöèÿìè íåçàâèñè-
ìîé ïåðåìåííîé (�âðåìåíè�). Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ýòè òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü àáå-
ëåâûìè ôóíêöèÿìè èëè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ
Ðèêêàòè. Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ ïðåäëàãàåòñÿ àëãî-
ðèòì ïîñòðîåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî èíòåãðàëà ñè-
ñòåìû.

Ä.Ñ. Êóëÿáîâ, À.Â. Êîðîëüêîâà, Ë.À. Ñå-
âàñòüÿíîâ (ÔÌèÅÍ ÐÓÄÍ, Ìîñêâà;
dskulyabov@sci.pfu.edu.ru,
akorolkova@sci.pfu.edu.ru, sevast@sci.pfu.edu.ru)
Ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.

Îáñóæäàþòñÿ ïåðñïåêòèâû èñïîëüçîâàíèÿ
àðèôìåòè÷åñêèõ èäåé â ôèçèêå. Îïèñûâàåòñÿ
ïàêåò ñèìâîëüíûõ ìàíèïóëÿöèé ñ p-àäè÷åñêèìè
è àäåëüíûìè ÷èñëàìè. Íà äàííûé ìîìåíò ðåà-
ëèçîâàíû îñíîâíûå àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ, à
òàêæå òàêèå ôóíêöèè, êàê sin, cos, sqrt, log.

Ñ.À. Ãóòíèê (ÌÔÒÈ, Ìîñêâà;
s.gutnik@inno.mgimo.ru) Ñèìâîëüíî-÷èñëåííûå

ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ

ñïóòíèêà-ãèðîñòàòà.

Èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà âðàùàòåëüíîãî äâèæå-
íèÿ ñïóòíèêà íà êðóãîâîé îðáèòå ïîä äåéñòâèåì
ãðàâèòàöèîííîãî è ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåí-
òîâ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåì êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû Mathematica 8.0 è Maple ïîëó÷åíû
íåëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñòàöè-
îíàðíûõ äâèæåíèé ñïóòíèêà è èññëåäîâàíû
èõ ñâîéñòâà. Íàéäåíû áèôóðêàöèîííûå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ èçìåíÿåòñÿ
÷èñëî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ïðîâåäåí äå-
òàëüíûé ÷èñëåííûé àíàëèç ýâîëþöèè îáëàñòåé
ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ðàâíîâåñèé
â ïðîñòðàíñòâå áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ.
Ðàññìîòðåíà âçàèìîñâÿçü äàííûõ îáëàñòåé
ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ðàâíîâåñèé
ñ îáëàñòÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèé â ïðå-
äåëüíûõ ñëó÷àÿõ îñåñèììåòðè÷íîãî ñïóòíèêà.
×èñëåííî îïðåäåëåíû âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ñïóòíèêà â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ïðîâåäåíî èññëåäî-

âàíèå óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷åííûõ ïîëîæåíèé
ðàâíîâåñèÿ.

À.Â. Ãîðáà÷åâ, Ë.À. Ñåâàñòüÿíîâ, À.Â. Çîðèí
(ÐÓÄÍ, Ìîñêâà; alexarus1986@gmail.com,
sevast@sci.pfu.edu.ru, zorin@mx.rudn.ru) Ìîäåëè-
ðîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê âîäîðî-

äîïîäîáíûõ àòîìîâ â îïåðàöèîíàëüíîé ìîäåëå

êâàíòîâûõ èçìåðåíèé.

Ïðåäëîæåíà ðåàëèçàöèÿ â ñèñòåìå Maple ÿâ-
íîãî âèäà îïåðàòîðîâ íàáëþäàåìûõ âîäîðîäîïî-
äîáíîãî àòîìà â ðàìêàõ ìîäåëè êâàíòîâûõ èçìå-
ðåíèé. Àíàëèç ýòèõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿåò ñ ïî-
ìîùüþ ìàòðèöû Ðèòöà ðåàëèçîâàòü ïðîöåäóðó
äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðà íàáëþäàåìûõ.

Âñòðîåííûå â ñèñòåìó Maple ôóíêöèè
èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé, ðåøåíèÿ îáîáùåííîé
çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è êîíå÷íîìåð-
íîé àïïðîêñèìàöèè ìàòðèöû Ðèòöà ñ öåëüþ
îïòèìèçàöèè çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè íà
âû÷èñëåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ìîäåëè
êâàíòîâûõ èçìåðåíèé áûë âûíåñåí â îòäåëüíûé
ïðîãðàììíûé ïàêåò QDF äëÿ Maple. Îí âêëþ÷à-
åò â ñåáÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó çàïèñè ïðàâèëà
êâàíòîâàíèÿ èçìåðåííûõ íàáëþäàåìûõ, ñîñòî-
ÿíèÿ èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà è øòóðìîâñêèõ
ôóíêöèé, ïðîèçâåäåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê
è äðóãèõ íåîáõîäèìûõ êîìïîíåíò. Ïðîâåäåí-
íûå ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ äåìîíñòðèðóþò
âîçìîæíîñòü áîëåå äåòàëüíîãî êîìïüþòåðíîãî
àíàëèçà ñïåêòðà íàáëþäàåìûõ â ðàìêàõ ìîäåëè
êâàíòîâûõ èçìåðåíèé.

Î.Â. Òàðàñîâ (ÎÈßÈ, Äóáíà; otarasov@jinr.ru)
Maple-ïàêåò äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ðå-

êóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ôåéíìàíîâñêèõ

èíòåãðàëîâ.

Ïðåäëàãàåòñÿ ðåãóëÿðíûé ìåòîä âûâîäà ðå-
êóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ôåéíìàíîâñêèõ
èíòåãðàëîâ. Îáñóæäàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ìå-
òîäà â Maple.

À.È. Çîáíèí (ÌÃÓ; Alexey.Zobnin@gmail.com)
Î ñèãíàòóðíûõ àëãîðèòìàõ âû÷èñëåíèÿ áàçèñîâ

Ãðåáíåðà.

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå àêòèâíî ðàçâèâàþò-
ñÿ ñèãíàòóðíûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ áàçèñîâ
Ãðåáíåðà (F5, F5C, G2V, GVW, SGB è äðó-
ãèå ìîäèôèêàöèè). Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ ìàò-
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ðè÷íàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà F5 (óêàçûâàåòñÿ êîñ-
âåííàÿ ñâÿçü ýòîãî àëãîðèòìà ñ èíâîëþòèâíû-
ìè èäåÿìè). Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêèé àë-
ãîðèòì Áóõáåðãåðà ñ òî÷êè çðåíèÿ ýòîé âåð-
ñèè. Çàòåì îáñóæäàåòñÿ ïðåäëîæåííûé â 2012 ã.
àëãîðèòì SGB (àâòîðû � Sun, Wang, Ma è
Zhang). Ýòîìó àëãîðèòìó ïðèäàåòñÿ �ñèììåò-
ðè÷íûé� âèä, äëÿ ýòîãî ñòèðàþòñÿ ãðàíèöû ìåæ-
äó ñòàðøèìè ìîíîìàìè è ñèãíàòóðàìè.

Â.Ï. Ãåðäò (ÎÈßÈ, Äóáíà; gerdt@jinr.ru),
A. Õàøåìè, Á.Ì. Àëèçàäåõ (ÈÒÓ, Èñôàõàí,
Èðàí; amir.hashemi@cc.iut.ac.ir) Î ñèãíàòóðíîé

âåðñèè èíâîëþòèâíîãî àëãîðèòìà.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñèãíàòóðíàÿ âåðñèÿ èíâîëþòèâ-
íîãî àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùàÿ êðèòåðèé F5 Ôî-
æåðà äëÿ îïðåäåëåíèÿ áåñïîëåçíûõ íóëåâûõ ðå-
äóêöèé. Íà ðÿäå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ñðàâíèâàåò-
ñÿ ðàáîòà ýòîé âåðñèè àëãîðèòìà ñ àëãîðèòìîì
Ãåðäòà-Áëèíêîâà.

Â.Â. Ãàëêèí (ÌÃÓ; galkin-vv@yandex.ru)
Îñòàíîâêà àëãîðèòìà F5.

Ñòàòüÿ ïî òåìå äîêëàäà ïóáëèêóåòñÿ â ýòîì
íîìåðå æóðíàëà.

Å.Ñ. Øåìÿêîâà (ÂÖ ÐÀÍ, Ìîñêâà;
shemyakova.katya@gmail.com) Ôàêòîðèçàöèÿ

ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà

äëÿ äâóìåðíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà.

Ñòàòüÿ ïî òåìå äîêëàäà ïóáëèêóåòñÿ â ýòîì
íîìåðå æóðíàëà.

Ñ.È. Ñåðäþêîâà, Þ.Ì. Øóêðèíîâ (ÎÈßÈ,
Äóáíà; sis@jinr.ru, shukrinv@theor.jinr.ru) Îïðå-
äåëåíèå êðèòè÷åñêîé òî÷êè ÂÀÕ ñèñòåìû äæî-

çåôñîíîâñêèõ ïåðåõîäîâ. Íåïåðèîäè÷åñêèå ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ ñ γ = 1.

Äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå êðèòè÷åñêèõ çíà÷å-
íèé òîêà Ib è îöåíêà îáëàñòè èõ âëèÿíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿ îñî-
áåííîñòåé ñèñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì âíóòðåí-
íèõ äæîçåôñîíîâñêèõ ïåðåõîäîâ. Äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî â ñëó÷àå íåïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé âû÷èñëåíèå âîëüòàìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè
(ÂÀÕ) äëÿ ñèñòåìû n âíóòðåííèõ äæîçåôñîíîâ-
ñêèõ ïåðåõîäîâ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ [(n + 1)/2]
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âìå-
ñòî n îðèãèíàëüíûõ. Ïðåäëàãàåòñÿ óëó÷øåííàÿ
âåðñèÿ ñèìâîëüíî-÷èñëåííîãî àëãîðèòìà íàõîæ-
äåíèÿ ÂÀÕ äëÿ ñèñòåì äæîçåôñîíîâñêèõ ïåðå-

õîäîâ. Ïðåèìóùåñòâà íîâîé âåðñèè àëãîðèòìà
äåìîíñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ ÂÀÕ
äëÿ ñèñòåìû 19 âíóòðåííèõ äæîçåôñîíîâñêèõ
ïåðåõîäîâ. Ðàñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû ñ èñïîëüçî-
âàíèåì Reduce 3.8.

Ñ.È. Õàøèí (Èâàíîâñêèé ÃÓ, Èâàíîâî;
khash2@mail.ru) Ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòà ïîðÿäêà

ñåìü.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòà (ÐÊ)
òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó ïîëèíîìèàëüíûõ
óðàâíåíèé Áóò÷åðà. Äëÿ ìåòîäîâ ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà (âîñåìü óðàâíåíèé ñ äåñÿòüþ íåèç-
âåñòíûìè) ýòî ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî â XIX
âåêå, äëÿ ìåòîäîâ ïÿòîãî ïîðÿäêà (ñåìíàäöàòü
óðàâíåíèé ñ äâàäöàòüþ îäíîé íåèçâåñòíîé) �
â 70-õ ãîäàõ. Äëÿ ìåòîäîâ øåñòîãî ïîðÿäêà
(òðèäöàòü ñåìü óðàâíåíèé ñ äâàäöàòüþ âîñüìüþ
íåèçâåñòíûìè) ýòî �ïî÷òè� ñäåëàë É. Âåðíåð, íî
ðåçóëüòàò äî ñèõ ïîð íå îïóáëèêîâàí. Íåñêîëüêî
ëåò íàçàä àâòîðîì äîêëàäà áûëè ÷èñëåííî
íàéäåíû íåêîòîðûå ìåòîäû ÐÊ ïîðÿäêà ñåìü
è îïðåäåëåíà ëîêàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ, îíà îêàçàëàñü ðàâíîé
øåñòè. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè óäàëîñü íàéòè
ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ýòèõ ìåòîäîâ.

È.Á. Ùåíêîâ (ÈÏÌ èì. Ì. Â.Êåëäûøà ÐÀÍ,
Ìîñêâà; IgorShchenkov@rambler.ru) Íàëè÷èå

ñðåäñòâ ñèìâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ÿçûêå

êîìïüþòåðíîé àëãåáðû ïîìîãàåò ðàñøèðèòü

ñôåðó ðåøàåìûõ çàäà÷.

Øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûå ÿçûêè êîìïüþ-
òåðíîé àëãåáðû íàïðÿìóþ íå îáåñïå÷èâàþò
âîçìîæíîñòü çàäàíèÿ ñëîæíîé âëîæåííîé
ñòðóêòóðû ïàðàìåòðîâ îïåðàòîðîâ. Îïèñûâàåò-
ñÿ ÿçûê Ñàíòðà 3, ïîçâîëÿþùèé èñïîëüçîâàòü
òàêèå ñòðóêòóðû.

À.À. Ðÿáåíêî (ÂÖ ÐÀÍ, Ìîñêâà;
anna.ryabenko@gmail.com) Ñèìâîëüíîå ðåøåíèå

ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Ïîâòîðåíèå äîêëàäà, ñäåëàííîãî íà ìîñêîâ-
ñêîì ñåìèíàðå (ñì. ðàçäåë 2).

Ì.È. Áàðàíîâ (ÌÃÓ, Ìîñêâà;
mix-baranov@yandex.ru) Ìåòîä ëîêàëüíûõ

óòî÷íåíèé ãðàíèö âàëþàöèé ðåøåíèé ëèíåé-

íûõ ðàçíîñòíûõ ñèñòåì ñ ïîëèíîìèàëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè.
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Ñòàòüÿ ïî òåìå äîêëàäà ïóáëèêóåòñÿ â ýòîì
íîìåðå æóðíàëà.

À.Á. Àðàíñîí (ÍÈÈÄÀÐ, Ìîñêâà;
aboar@yandex.ru) Ðåøåíèå íåëèíåéíûõ ÎÄÓ ñ

ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ñòåïåííîé ãåîìåòðèè.

Îáñóæäàþòñÿ ñîçäàííûå àâòîðîì ïðîãðàììû,
ðåàëèçóþùèå àëãîðèòìû ñòåïåííîé ãåîìåòðèè.
Ýòè àëãîðèòìû è ïðîãðàììû ïîçâîëÿþò âû÷èñ-
ëÿòü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ÎÄÓ â
ñòåïåííûå ðÿäû è ñ öåëûìè, è ñ äðîáíûìè ïî-
êàçàòåëÿìè ñòåïåíè. Ñ ïîìîùüþ ðàññìàòðèâàå-
ìûõ ïðîãðàìì âû÷èñëÿþòñÿ ÷ëåíû ðàçëîæåíèé
ðåøåíèé ñèñòåìû ÎÄÓ Ýéëåðà-Ïóàññîíà, îïèñû-
âàþùåé äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé, â ðÿäû Ëîðàíà è Ëîðàíà-Ïþèçî ñ ðà-
öèîíàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíè. Â ðåçóëü-
òàòå ýòèõ âû÷èñëåíèé âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ íà
ïàðàìåòðû ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ. Ñðå-
äè âû÷èñëåííûõ îãðàíè÷åíèé èìåþòñÿ âñå ñëó-
÷àè, ïðè êîòîðûõ íàéäåíû îáùèå è ÷àñòíûå ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà. Òàêæå âû-
÷èñëåíû íîâûå ðàçëîæåíèÿ. Ïðåäëàãàåìûå ïðî-
ãðàììû íàïèñàíû íà ÿçûêå C++ è íà ÿçûêå ñè-
ñòåìû Maxima.

Â.Ï. Ãåðäò (ÎÈßÈ, Äóáíà; gerdt@jinr.ru),
À.Ì. Õâåäåëèäçå (ÌÈ, Òáèëèñè è ÎÈßÈ, Äóá-
íà; akhved@jinr.ru), Þ.Ã. Ïàëèé (ÎÈßÈ, Äóáíà;
palii@jinr.ru) Ê îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâà îðáèò

ïàðû êóáèòîâ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà îðáèò P+/G , ãäå P+ � ïðîñòðàí-
ñòâî ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé ïàðû êóáèòîâ, à
G = U(2)⊗U(2) � ãðóïïà ëîêàëüíûõ óíèòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, â òåðìèíàõ G-èíâàðèàíòíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ. Îáñóæäàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå
ñëîæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ âûâîäîì ñèñòåìû ïî-
ëèíîìèàëüíûõ íåðàâåíñòâ, êîòîðûì äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ýëåìåíòû áàçèñà ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî êîëüöà èíâàðèàíòîâ.

À.Ì. Õâåäåëèäçå (ÌÈ, Òáèëèñè è ÎÈßÈ, Äóá-
íà; akhved@jinr.ru) Î ïðîñòðàíñòâå ïåðåïóòàí-

íîñòè 2-õ êóáèòîâ.

Ïðîñòðàíñòâî ïåðåïóòàííîñòè E2×2 ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îáúåêò, õàðàêòåðèçóþùèé
âñåâîçìîæíûå òèïû êîððåëÿöèé ìåæäó äâóìÿ
êóáèòàìè. Ìàòåìàòè÷åñêè ïðîñòðàíñòâî E2×2

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî îðáèò ãðóïïû

òàê íàçûâàåìûõ ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
G = U(2) ⊗ U(2), äåéñòâóþùåé ñîïðÿæåíèÿìè
íà ïðîñòðàíñòâå P2×2

+ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé 2-õ
êóáèòîâ; E2×2 ' P2×2

+ /G . Íà îñíîâå ìåòîäîâ
êëàññè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ äàåòñÿ îïè-
ñàíèå ïðîñòðàíñòâà ïåðåïóòàííîñòè E2×2 â âèäå
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ äëÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ
êîëüöà G-èíâàðèàíòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, çàäàííûõ
íà P2×2

+ .

Í.Í. Âàñèëüåâ (ÏÎÌÈ ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåð-
áóðã; vasiliev@pdmi.ras.ru) Î áàçèñå èäåàëà íóëü-

ïîëèíîìîâ íàä êîëüöîì âû÷åòîâ.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íàä êîëüöîì âû÷åòîâ ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ ëþáîé ïîëèíîì, òîæäåñòâåí-
íî îáðàùàþùèéñÿ â íîëü, äåëèòñÿ íà ïîëèíîì
Ôðîáåíèóñà xp−p. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èäåàë íóëü-
ïîëèíîìîâ ïî ìîäóëþ p ãëàâíûé è ïîðîæäåí ïî-
ëèíîìîì Ôðîáåíèóñà. Ýòî íå òàê íàä êîëüöîì
âû÷åòîâ Z/mZ ïî ñîñòàâíîìó ìîäóëþ m. Ìíî-
ãèå âîïðîñû î ñòðîåíèè ýòîãî èäåàëà äî ñèõ ïîð
îñòàþòñÿ îòêðûòûìè. Ðàññêàçûâàåòñÿ î åãî áà-
çèñå Ãðåáíåðà è î ñâÿçè çàäà÷è îïèñàíèÿ ýòîãî
èäåàëà ñ çàäà÷åé ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìà-
öèè ôóíêöèé íàä êîëüöîì âû÷åòîâ.

Â.Â. Êîðíÿê (ÎÈßÈ, Äóáíà; kornyak@jinr.ru)
Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòíûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâå-

äåíèé, àññîöèèðîâàííûõ ñ ãðóïïàìè ïåðåñòàíî-

âîê.

Êâàíòîâî-ìåõàíè÷åcêèå ïðîáëåìû ìîæíî
ïåðåôîðìóëèðîâàòü â êîícòðóêòèâíîé ôîðìå
â òåðìèíàõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîcòðàícòâ ïå-
ðåcòàíîâî÷íûõ ïðåäcòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå êâàíòîâûå èíòåðôåðåíöèè
ïðåäcòàâëÿþò ñîáîé ÿâëåíèÿ, íàáëþäàåìûå â
ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ. Ýòè ÿâëåíèÿ îïèñûâà-
þòñÿ êîëè÷åñòâåííî ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Áîðíà
� îñíîâíîãî ïîñòóëàòà êâàíòîâîé ìåõàíèêè,
ñâÿçûâàþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ñ
ýêñïåðèìåíòîì. Ìû ïðåäëàãàåì àëãîðèòì, ïîç-
âîëÿþùèé îïðåäåëÿòü ñòðóêòóðó ðàçëîæåíèÿ
ïåðåñòàíîâî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà íåïðèâî-
äèìûå êîìïîíåíòû è âû÷èñëÿòü èíâàðèàíòíûå
ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â ýòèõ êîìïîíåíòàõ.

Ñ.Â. Ìèöûí, Ã.A. Îñîñêîâ (ÎÈßÈ, Äóáíà;
svm@jinr.ru, ososkov@jinr.ru) Ìåòîä èòåðàòèâ-

íîãî îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ìåñòîïîëîæåíèÿ

êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà.
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Ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ íåèçâåñòíûõ êî-
îðäèíàò êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ïî äàííûì èç-
ìåðåíèé TDOA � ðàçíèöû ïî âðåìåíè ïðîõîæ-
äåíèÿ ñèãíàëîâ îò íåñêîëüêèõ íàçåìíûõ ïåðå-
äàþùèõ ñòàíöèé, ïðè èõ ðåòðàíñëÿöèè èçâåñò-
íûì è íåèçâåñòíûì ñïóòíèêàìè è ðåãèñòðàöèè
ïðèåìíîé íàçåìíîé ñòàíöèåé. Çàäà÷à ðåøåíà ìå-
òîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Ìèíèìè-
çàöèÿ íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ÌÍÊ âûïîë-
íÿëàñü ìåòîäîì Íüþòîíà � áëàãîäàðÿ òîìó,
÷òî óäàëîñü ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ
äëÿ ìàòðèöû åãî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïëîõàÿ
îáóñëîâëåííîñòü ýòîé ìàòðèöû ïîòðåáîâàëà èñ-
ïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëåíèé ñ óâåëè÷åííîé òî÷íî-
ñòüþ. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ ïîçâîëèëè äàòü îöåíêè òî÷íîñòè ìåòîäà â
çàâèñèìîñòè îò êà÷åñòâà èçìåðåíèé âðåìåííûõ
ñìåùåíèé TDOA è ïîêàçàëè åãî âûñîêóþ ýôôåê-
òèâíîñòü.

Ñ.Â. Ìèöûí, Ã.A. Îñîñêîâ (ÎÈßÈ, Äóáíà;
svm@jinr.ru, ososkov@jinr.ru) Äâóõýòàïíàÿ êëà-

ñòåðèçàöèÿ äàííûõ áîëüøîãî îáúåìà ñ ïðèìåíå-

íèåì ïðîãðàììû Mathematica.

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä êëàñòåðèçàöèè äàííûõ
áîëüøîãî îáúåìà â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîé
êîìïîçèöèè äâóõ àëãîðèòìîâ: ïåðâûé ñòðîèò
ðàçáèåíèå âõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà íà îáëàñòè
Âîðîíîãî, à âòîðîé êëàñòåðèçóåò èõ. Îïèñûâà-
åòñÿ ìîäåëü êëàñòåðèçàöèè äàííûõ êàê îáëàñòåé
áîëüøîé ïëîòíîñòè âî âõîäíîì ïðîñòðàíñòâå,
ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî ðàçáèåíèå Âîðîíîãî è
åãî òîïîëîãèÿ ìîãóò áûòü (à) ïîñòðîåíû è (á)
èñïîëüçîâàíû êàê óïðîùåííîå ïðèáëèæåíèå
âõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñèñòåìà Mathematica
èñïîëüçóåòñÿ êàê óäîáíûé è ýôôåêòèâíûé
èíñòðóìåíò äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ òðèàíãóëÿ-
öèè Äåëîíå è ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçáèåíèÿ
Âîðîíîãî. Íà ýòàïå (á) ïðèìåíÿþòñÿ èçâåñò-
íûå àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè K−ñðåäíèõ
è áëèæàéøåãî ñîñåäà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòà-
òû ïðèìåíåíèÿ äâóõýòàïíîãî àëãîðèòìà äëÿ
êëàñòåðèçàöèè ìîäåëüíûõ è ðåàëüíûõ äàííûõ.

Ä. Øòåôàíåñêó (Áóõàðåñòñêèé óíèâåðñèòåò,
Ðóìûíèÿ; stef@rms.unibuc.ro,
doru.stefanescu@�zica.unibuc.ro) Ïîñòðîåíèå

íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä íîðìèðîâàííû-

ìè ïîëÿìè.

Ïðåäëàãàåòñÿ îñíîâàííûé íà ñâîéñòâàõ ìíî-
ãîóãîëüíèêà Íüþòîíà ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íåïðè-
âîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ
ê ìíîãî÷ëåíàì äâóõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå íå ÿâ-
ëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ðàçíîñòíûìè ìíîãî÷ëåíà-
ìè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü èíôîðìàöèþ î âîç-
ìîæíîé ïîëèíîìèàëüíîé ôàêòîðèçàöèè è ñòðî-
èòü ñåìåéñòâà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ñ.È. Âèíèöêèé, À.À. Ãóñåâ, Î. ×óëóóíáà-
àòàð (ÎÈßÈ, Äóáíà; vinitsky@thsun1.jinr.ru,
goose�@jinr.ru, chuka@jinr.ru) Àëãîðèòì äëÿ

àíàëèçà ìîäåëè êâàíòîâîãî òóííåëèðîâàíèÿ

êëàñòåðîâ ÷åðåç îòòàëêèâàþùèå áàðüåðû.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü êâàíòîâîãî òóííåëè-
ðîâàíèÿ êëàñòåðà, ñîñòîÿùåãî èç òîæäåñòâåí-
íûõ ÷àñòèö ñ ïàðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè îñöèë-
ëÿòîðíîãî òèïà ÷åðåç îòòàëêèâàþùèå áàðüåðû
â ïðåäñòàâëåíèè ñèììåòðèçîâàííûõ êîîðäèíàò.
Ïðåäëàãàþòñÿ ðåàëèçîâàííûå â ñèñòåìå Maple
ñèìâîëüíî-÷èñëåííûå àëãîðèòìû äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ýôôåêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ â òåðìèíàõ êëà-
ñòåðíûõ ôóíêöèé ñèñòåìû ñâÿçàííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà è ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè áàðüåðíûõ êâàçèñòà-
öèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé. Îáñóæäàåòñÿ âûÿâëåííàÿ
íåìîíîòîííàÿ ðåçîíàíñíàÿ çàâèñèìîñòü êîýôôè-
öèåíòà ïðîõîæäåíèÿ îò ýíåðãèè, îò ÷èñëà ÷àñòèö
è òèïà ñèììåòðèè êëàñòåðíûõ ôóíêöèé, îáó-
ñëîâëåííàÿ ñóùåñòâîâàíèåì áàðüåðíûõ êâàçè-
ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé, ïîãðóæåííûõ â íåïðå-
ðûâíûé ñïåêòð. Íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ êîýô-
ôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ áëèçêè ê åäèíèöå (ò.å.
êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ � áëèçêè ê íóëþ);
÷òî ïðè ðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ñîîòâåò-
ñòâóåò ýôôåêòó êâàíòîâîé ïðîçðà÷íîñòè, àíàëî-
ãè÷íîìó ÿâëåíèþ ïðîñâåòëåíèÿ îïòèêè.

A.A. Ãóñåâ, Ñ.È. Âèíèöêèé, Â.À. Ðî-
ñòîâöåâ (ÎÈßÈ, Äóáíà; goose�@jinr.ru,
vinitsky@thsun1.jinr.ru, rost@jinr.ru) Àëãî-

ðèòì ïîñòðîåíèÿ îñöèëëÿòîðíûõ áàçèñíûõ

ôóíêöèé ñèñòåìû òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàíòîâàÿ ìîäåëü êëàñòåðà,
ñîñòîÿùåãî èç A òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ñ âíóò-
ðåííèìè ïàðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè âî âíåø-
íåì ïîëå ìèøåíè. Ïðåäëàãàåòñÿ ðåàëèçîâàííûé
â ñèñòåìå Maple ñèìâîëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîå-
íèÿ â ñèììåòðèçîâàííûõ êîîðäèíàòàõ ñîáñòâåí-
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íûõ ôóíêöèé (A−1)-ìåðíîãî îñöèëëÿòîðà, ñèì-
ìåòðè÷íûõ èëè àíòèñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëü-
íî ïåðåñòàíîâîê A ÷àñòèö. Äàþòñÿ ïðèìåðû ïî-
ñòðîåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ è àíòèñèììåòðè÷íûõ
ôóíêöèé ñîñòàâíîé ñèñòåìû èç íåñêîëüêèõ òîæ-
äåñòâåííûõ ÷àñòèö â îäíîìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Âûïîëíåí àíàëèç ñâîéñòâ ñèììåò-
ðèè ðåøåíèé. Ïîäõîä îðèåíòèðîâàí íà ðåøåíèå
çàäà÷è òóííåëèðîâàíèÿ êëàñòåðîâ, ñîñòîÿùèõ èç
íåñêîëüêèõ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, ÷åðåç îòòàë-
êèâàþùèå áàðüåðû ìèøåíè.
Â.Ñ. Ðèõâèöêèé (ÎÈßÈ, Äóáíà;

rqvtsk@mail.ru) Òåíçîðíûå âû÷èñëåíèÿ ñ íå-

êîììóòàòèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñðåä-

ñòâàìè êîììóòàòèâíîé êîìïüþòåðíîé àëãåá-

ðû.

Ôîðìóëû òåíçîðíûõ âû÷èñëåíèé â ÎÒÎ ñî
ñïèíîðíûìè ïîëÿìè îòëè÷àþòñÿ èñïîëüçîâàíè-
åì â êîýôôèöèåíòàõ íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðû.
Ïàêåò Di�erentialGeomery â ñèñòåìå Maple âìå-
ñòå ñ îáùèìè ñðåäñòâàìè ïðåîáðàçîâàíèé ôîð-
ìóë, â ÷àñòíîñòè � óïðîùåíèÿ (simplify), èñïîëü-
çóåò êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó.
Îáñóæäàþòñÿ äâà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû. Ïåð-

âîå � ïåðåéòè ê ñèìâîëè÷åñêèì ìàòðè÷íûì
ïðåäñòàâëåíèÿì íåêîììóòèðóþùèõ ÷ëåíîâ
â èñõîäíûõ ôîðìóëàõ, çàòåì ïðåîáðàçîâàòü
ôîðìóëû ïîäñòàíîâêàìè, çàäàííûìè ïîëü-
çîâàòåëåì, è îáùèìè, íåîáõîäèìûìè ïðè
óïðîùåíèè ôîðìóë, è îñóùåñòâèòü îáðàòíûé
ïåðåõîä â ðåçóëüòèðóþùèõ ôîðìóëàõ. Âòî-
ðîå � ïðèäàòü ñèìâîëè÷åñêèì ìàòðè÷íûì
ïðåäñòàâëåíèÿì ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ, âûïîëíèòü
âñå îáû÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ðàçëîæèòü â ñîîò-
âåòñòâóþùåì ìàòðè÷íîì áàçèñå ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò è çàìåíèòü â íåì áàçèñíûå ìàòðèöû
íà èõ ñèìâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå.
Á. Ñàõà (ÎÈßÈ, Äóáíà; bijan64@mail.ru) Àíè-

çîòðîïíàÿ ìîäåëü òåìíîé ýíåðãèè ñ ïåðåìåí-

íûì ïàðàìåòðîì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ.

Èññëåäóþòñÿ óðàâíåíèÿ, âîçíèêàþùèå â àíè-
çîòðîïíîé ìîäåëè Âñåëåííîé, çàïîëíåííîé èäå-
àëüíîé æèäêîñòüþ è òåìíîé ýíåðãèåé. Îïèñûâà-
þòñÿ êà÷åñòâåííûå êàðòèíû ðàçëè÷íûõ ýòàïîâ
ýâîëþöèè Âñåëåííîé.
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