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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòðèöû, ïðèíàäëåæàùèå Matn(K[σ, σ−1]), ò.å. êîëüöó n × n-ìàòðèö, ýëåìåíòàìè êîòî-

ðûõ ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûå ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ñ êîýôôèöèåíòàìè â ðàçíîñòíîì ïîëå K õàðàêòåðèñòèêè

0 ñ àâòîìîðôèçìîì (�ñäâèãîì�) σ. Îáñóæäàåòñÿ íåêîòîðîå ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïðîâåðèòü,

ñóùåñòâóåò ëè äëÿ äàííîé ìàòðèöû èç Matn(K[σ, σ−1]) îáðàòíàÿ â ýòîì êîëüöå, è åñëè ñóùåñòâóåò, òî ïîç-

âîëÿþùèõ òàêæå è ïîñòðîèòü îáðàòíóþ ìàòðèöó. Ýòèì àëãîðèòìàì ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñëîæíîñòè ïî ÷èñëó

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è ïî ÷èñëó ñäâèãîâ (ò.å. ïðèìåíåíèé σ è σ−1) â ïîëå K. Àëãîðèòìû ðåàëèçîâà-

íû â âèäå Maple-ïðîöåäóð. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñðàâíåíèÿ çàòðà÷èâàåìîãî âðåìåíè.

Âûáîð ëó÷øåãî àëãîðèòìà íà îñíîâå ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ íå âñåãäà ñîâïàäàåò ñ âûáîðîì íà ñëîæíîñòíîé

îñíîâå. Äåëàåòñÿ ïîïûòêà âûÿñíèòü ïðè÷èíû ýòîãî íåñîâïàäåíèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ïàêåò ïðîöåäóð ðåøåíèÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷; â ãëàâíîé ïðîöåäóðå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòð, óêàçûâàþùèé íà îäèí èç ðå-

àëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Â îòñóòñòâèå ýòîãî ïàðàìåòðà âûáèðàåòñÿ íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé àëãîðèòì,

äîñòàòî÷íî óäà÷íî âûãëÿäÿùèé êàê â ñëîæíîñòíîì, òàê è â ýêñïåðèìåíòàëüíîì ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ñàìûì
ðàçíûì êîëüöàì è ïîëÿì, èñïîëüçóþòñÿ âî âñåõ îá-
ëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è â ïðèëîæåíèÿõ. Â ýòîé ñòàòüå
ðå÷ü èäåò î ìàòðèöàõ, ýëåìåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëå-
æàò êîëüöó ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñêàëÿðíûõ îïåðà-
òîðîâ íàä íåêîòîðûì ðàçíîñòíûì ïîëåì K ñ àâòî-
ìîðôèçìîì (ñäâèãîì) σ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëå
K èìååò õàðàêòåðèñòèêó 0. Èçëîæåíèå ðàçâîðà÷è-
âàåòñÿ âîêðóã çàäà÷ ïðîâåðêè îáðàòèìîñòè äàííîé
ìàòðèöû îáñóæäàåìîãî òèïà è íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé
ìàòðèöû, ñêîëü ñêîðî îíà ñóùåñòâóåò. Ìû äàåì áåã-
ëûé îáçîð èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ðå-
ãóëÿðèçàöèè, ò.å. ïîëó÷åíèè â íåâûðîæäåííîì âèäå
ñîïîñòàâëÿåìûõ èñõîäíîé îïåðàòîðíîé ìàòðèöå âå-
äóùèõ è òðåéëèíãîâûõ ìàòðèö, ýëåìåíòû êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò K. Â íåêîòîðûõ àëãîðèòìàõ ðåãóëÿðè-
çèðóþòñÿ íå âåäóùàÿ è òðåéëèíãîâàÿ, à ôðîíòàëüíàÿ
è òûëüíàÿ ìàòðèöû (èõ ýëåìåíòû òàêæå ïðèíàäëå-
æàò K ; â [1] èñïîëüçîâàí îáùèé òåðìèí �âûÿâëÿþ-
ùèå ìàòðèöû�).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàòðèö îáñóæäàåìîãî âèäà

óæå ïðåäëîæåíî íåêîòîðîå ÷èñëî àëãîðèòìîâ îáðà-
ùåíèÿ, è ìû ïðèâîäèì ïåðå÷åíü ýòèõ àëãîðèòìîâ â
ïï. 3, 4. Äëÿ íèõ ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñëîæíîñòè,
ãäå ñëîæíîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ â äâóõ âàðèàíòàõ:

∗×àñòè÷íàÿ ïîääåðæêà ÐÔÔÈ, ãðàíò 19-01-00032-a.

1) àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü, ò.å. ñëîæíîñòü â
õóäøåì ñëó÷àå ïî ÷èñëó àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé
â ïîëå K,
2) ñäâèãîâàÿ ñëîæíîñòü, � òîæå â õóäøåì ñëó÷àå,

íî ïî ÷èñëó ïðèìåíåíèé σ è σ−1.
Íåêîòîðûå àëãîðèòìû ýòîãî ìíîæåñòâà óæå áû-

ëè ðåàëèçîâàíû â âèäå Maple-ïðîöåäóð. Ìû ïðåäî-
ñòàâëÿåì íåäîñòàþùèå ðåàëèçàöèè òåõ àëãîðèòìîâ,
êîòîðûå èìåþò ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèå ñëîæíîñòè
è ïðîâîäèì ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå ýòèõ àëãî-
ðèòìîâ ïî ôàêòè÷åñêèì çàòðàòàì âðåìåíè. Èíòåðåñ-
íî, ÷òî àëãîðèòìû, èìåþùèå ìåíüøóþ ñëîæíîñòü, íå
âñåãäà îêàçûâàþòñÿ ñàìûìè áûñòðûìè, è ýòî, ðàçó-
ìååòñÿ, íå ÿâëÿåòñÿ íè â êàêîé ìåðå ïàðàäîêñîì, òàê
êàê ñëîæíîñòü, áóäü òî àðèôìåòè÷åñêàÿ èëè ñäâè-
ãîâàÿ, èëè äàæå ñëîæíîñòü ïî îáùåìó ÷èñëó òåõ è
äðóãèõ îïåðàöèé â õóäøåì ñëó÷àå, âî-ïåðâûõ, íå õà-
ðàêòåðèçóåò âñåõ çàòðàò íà âûïîëíåíèå àëãîðèòìà,
è, âî-âòîðûõ, ñðàâíåíèå çàòðàò â õóäøåì ñëó÷àå íå
îõâàòûâàåò âñåõ ìûñëèìûõ ñëó÷àåâ, à ñ �õóäøèì ñëó-
÷àåì� ìû ìîæåì ñòàëêèâàòüñÿ âåñüìà ðåäêî, è îõâà-
òûâàåìûå íàáîðîì òåñòîâ ñëó÷àè ìîãóò íå ïîïàäàòü
â ðàçðÿä õóäøèõ. Íåëèøíå åùå çàìåòèòü, ÷òî êî-
ãäà ìû ñðàâíèâàåì ñëîæíîñòè, èñõîäÿ èç èõ àñèìïòî-
òè÷åñêèõ îöåíîê, òî íå âñåãäà ïîëó÷àåì àäåêâàòíîå
ïðåäñòàâëåíèå î çíà÷åíèÿõ òîé èëè èíîé ñëîæíîñòè
äëÿ äàííûõ íå ñëèøêîì áîëüøîãî (íå �àñòðîíîìè÷å-
ñêîãî�) ðàçìåðà.
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Äëÿ âûáîðà íàèáîëåå óäîáíîãî, íàïðèìåð, � íàè-
áîëåå áûñòðîãî, àëãîðèòìà èç íåêîòîðîãî ìíîæå-
ñòâà, ñëîæíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè àëãîðèòìîâ ýòî-
ãî ìíîæåñòâà èãðàþò, åñòåñòâåííî, íåìàëîâàæíóþ
ðîëü. Íî åñëè ñëîæíîñòè ðàçíûõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿþò-
ñÿ áëèçêèìè âåëè÷èíàìè, äëÿ êîòîðûõ ìû ðàñïîëà-
ãàåì ëèøü àñèìïòîòè÷åñêèìè îöåíêàìè, òî ýòè îöåí-
êè äàäóò íàì âîçìîæíîñòü ëèøü ïðåäâàðèòåëüíîãî
îòáîðà. Ïîñëåäóþùåå ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå
(òåñòèðîâàíèå) îêàçûâàåòñÿ î÷åíü æåëàòåëüíûì, îñî-
áåííî êîãäà òåñòîâûå çàäàíèÿ èìåþò ðàçìåðû �òè-
ïè÷íûå� äëÿ òåõ ñèòóàöèé, íà êîòîðûå îðèåíòèðîâà-
íà ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ.
Èòàê, â ñòàòüå ìû äàåì êàê íåêîòîðûå ñëîæíîñò-

íûå îöåíêè äëÿ àëãîðèòìîâ ðàññìàòðèâàåìîãî ìíî-
æåñòâà, òàê è ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñðàâ-
íåíèÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ.
Çäåñü íàäî ñêàçàòü, ÷òî â [2] ìû óêàçûâàëè ññûë-

êó íà ñòðàíèöó â èíòåðíåòå, ñîäåðæàùóþ ðåàëèçà-
öèþ àëãîðèòìà ñ íàèìåíüøèìè â àñèìïòîòè÷åñêîì
ñìûñëå àðèôìåòè÷åñêîé è ñäâèãîâîé ñëîæíîñòüþ.
Îòìå÷àëîñü, ÷òî â ðåàëèçàöèè áûëî ñäåëàíî íåêî-
òîðîå îòñòóïëåíèå îò ñàìîãî àëãîðèòìà â ÷àñòè ðå-
ãóëÿðèçàöèè âåäóùåé è òðåéëèíãîâîé ìàòðèö ñ ïî-
ìîùüþ íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà àëãîðèò-
ìà EG ([3, 4]). Îäíàêî âûáîð ïîäõîäÿùåãî âàðèàíòà
ýòîé ðåãóëÿðèçàöèè îñòàâëåí â [2], ôàêòè÷åñêè, �çà
êàäðîì�. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñðàâíåíèþ àëãîðèòìîâ
íà óðîâíå ðåàëèçàöèè óäåëåíî îñîáîå âíèìàíèå.
Ïðåäëàãàåòñÿ ïàêåò ïðîöåäóð ðåøåíèÿ ðàññìàòðè-

âàåìûõ çàäà÷; â ãëàâíîé ïðîöåäóðå ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ïàðàìåòð, óêàçûâàþùèé íà îäèí èç ðåàëèçîâàí-
íûõ àëãîðèòìîâ. Â îòñóòñòâèå ýòîãî ïàðàìåòðà âûáè-
ðàåòñÿ íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé àëãîðèòì, äîñòà-
òî÷íî óäà÷íî âûãëÿäÿùèé êàê â ñëîæíîñòíîì, òàê è
â ýêñïåðèìåíòàëüíîì ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè.
Çàâåðøèì ýòî ââåäåíèå â ñòàòüþ íåñêîëüêèìè ïðè-

ìå÷àíèÿìè è ñîãëàøåíèÿìè.
Îáû÷íî â ñëó÷àÿõ îïåðàòîðíûõ ìàòðèö âìåñòî �îá-

ðàòèìàÿ ìàòðèöà� óïîòðåáëÿåòñÿ òåðìèí óíèìîäó-
ëÿðíàÿ ìàòðèöà. Ìû òàêæå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì
òåðìèíîì.
Àëãîðèòìû ïðîâåðêè óíèìîäóëÿðíîñòè è ïîñòðîå-

íèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñëó-
÷àÿ, êîãäàK ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ïîëåì õà-
ðàêòåðèñòèêè 0 ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì δ =′ è êî-
ãäà ýëåìåíòû ìàòðèö ñóòü ñêàëÿðíûå ëèíåéíûå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû íàä K, ðàññìàòðèâàëèñü
â [5]. Äëÿ äàííîé îïåðàòîðíîé ìàòðèöû L êàê äèô-
ôåðåíöèàëüíûå, òàê è îáñóæäàåìûå íèæå ðàçíîñò-
íûå àëãîðèòìû âû÷èñëÿþò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà ðåøåíèé VL ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé L(y) = 0. Äåëàåòñÿ ýòî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
êîìïîíåíòû ðåøåíèé ïðèíàäëåæàò ñâÿçàííîìó ñ L
àäåêâàòíîìó (ñì. ï.2) ðàñøèðåíèþ ïîëÿ K. Êàê áû-
ëî óñòàíîâëåíî ðàíåå (ñì. [6]), îïåðàòîðíàÿ ìàòðèöà

L ïîëíîãî ðàíãà (ñòðîêè L íåçàâèñèìû íàä êîëüöîì
ñêàëÿðíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ) ÿâëÿåòñÿ óíèìîäó-
ëÿðíîé, åñëè è òîëüêî åñëè dimVL = 0, ò.å. ñàìî ïðî-
ñòðàíñòâî VL ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì.
Áóäåì â äàëüíåéøåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ

ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèé. Êîëüöî n × n-ìàòðèö (n
� ïîëîæèòåëüíîå öåëîå) ñ ýëåìåíòàìè â íåêîòîðîì
êîëüöå èëè ïîëå R îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Matn(R). Åñëè
M � íåêîòîðàÿ n× n-ìàòðèöà, òî îáîçíà÷åíèå Mi,∗,
1 6 i 6 n, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ 1 × n-ìàòðèöû, ðàâíîé
i-é ñòðîêå ìàòðèöû M . Äèàãîíàëüíàÿ n× n-ìàòðèöà
ñ ýëåìåíòàìè r1, . . . , rn íà äèàãîíàëè îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç diag(r1, . . . , rn), åäèíè÷íàÿ n×n-ìàòðèöà � ÷å-
ðåç In.

2. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Íàïîìíèì, ÷òî ðàçíîñòíîå êîëüöî � ýòî êîììóòà-
òèâíîå êîëüöî K ñ åäèíèöåé è ñ àâòîìîðôèçìîì σ
(êîòîðûé ìû ÷àñòî áóäåì íàçûâàòü ñäâèãîì). Åñëè
ïðè ýòîì K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, òî îíî íàçûâàåòñÿ ñî-
îòâåòñòâåííî ðàçíîñòíûì ïîëåì. Â äàëüíåéøåì ðàç-
íîñòíûå ïîëÿ áåç îãîâîðîê ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëÿìè
õàðàêòåðèñòèêè 0.
Êîëüöîì êîíñòàíò ðàçíîñòíîãî êîëüöà K íàçû-

âàåòñÿ Const (K) = {c ∈ K | σc = c}. Â ñëó÷àå, êîãäà
K ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì ïîëåì, Const (K) áóäåò ïîä-
ïîëåì ïîëÿ K (ïîëåì êîíñòàíò ïîëÿ K).
Ïóñòü K � ðàçíîñòíîå ïîëå ñ àâòîìîðôèçìîì σ,

êîëüöî Λ � ðàçíîñòíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿK (ñîîòâåò-
ñòâóþùèé àâòîìîðôèçì êîëüöà Λ ñîâïàäàåò íà K ñ
σ, äëÿ ýòîãî àâòîìîðôèçìà êîëüöà Λ èñïîëüçóåòñÿ òî
æå ñàìîå îáîçíà÷åíèå σ).

Îïðåäåëåíèå 1. Êîëüöî Λ, ÿâëÿþùååñÿ ðàçíîñò-
íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ K, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
àäåêâàòíîå ðàçíîñòíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ K, åñëè
Const (Λ) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòå-
ìû

σy = Ay, y = (y1, . . . , yn)T ,

ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A ∈ Matn(K) ðàçìåð-
íîñòü ëèíåéíîãî íàä ïîëåì Const (Λ) ïðîñòðàíñòâà
ïðèíàäëåæàùèõ Λn ðåøåíèé ðàâíà n.

Ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî àäåêâàòíîãî ðàçíîñòíî-
ãî ðàñøèðåíèÿ Λ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçíîñòíîãî ïî-
ëÿ äîêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàðíî � ñì. [7,
ï.5.1]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àäåêâàòíîãî ðàñøèðåíèÿ
ðàâåíñòâî Const (Λ) = Const (K) íå ãàðàíòèðóåòñÿ, â
îáùåì ñëó÷àå Const (K) ÿâëÿåòñÿ äëÿ Const (Λ) ñîá-
ñòâåííûì ïîäïîëåì.

Ïðèìå÷àíèå 1. Òàê íàçûâàåìûé q-ðàçíîñòíûé ñëó÷àé
([8, 9]) îõâàòûâàåòñÿ îáùèì ðàçíîñòíûì ñëó÷àåì.

Ñêàëÿðíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òîì êîëüöà K[σ, σ−1].
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Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ íåíóëåâîãî ñêàëÿðíîãî îïåðà-
òîðà f =

∑
aiσ

i ìû îïðåäåëÿåì åãî âåäóùèé è òðåé-
ëèíãîâûé ïîðÿäêè:

ord f = max{i | ai 6= 0}, ord f = min{i | ai 6= 0},

à òàêæå ïîðÿäîê ord f = ord f − ord f. Ïîëàãàåì
ord 0 = −∞, ord 0 =∞, ord 0 = −∞.
Äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà F ñêàëÿðíûõ îïåðàòîðîâ

(âåêòîðà, ìàòðèöû, ñòðîêè ìàòðèöû è ò.ä.) îïðåäå-
ëèì âåäóùèé ïîðÿäîê ordF êàê ìàêñèìóì âåäóùèõ
ïîðÿäêîâ åãî ýëåìåíòîâ, òðåéëèíãîâûé ïîðÿäîê ordF
� êàê ìèíèìóì òðåéëèíãîâûõ ïîðÿäêîâ åãî ýëåìåí-
òîâ è ïîëàãàåì ordF = ordF − ordF .

Ðàçíîñòíàÿ îïåðàòîðíàÿ ìàòðèöà � ýòî ìàòðè-
öà, ïðèíàäëåæàùàÿ Matn(K[σ, σ−1]). Äàëåå ìû ñîïî-
ñòàâëÿåì òàêîé îïåðàòîðíîé ìàòðèöå íåêîòîðûå ìàò-
ðèöû, ïðèíàäëåæàùèå Matn(K). Ìû áóäåì êîðîòêî
íàçûâàòü îïåðàòîðíóþ ìàòðèöó ïðîñòî îïåðàòîðîì.
Îïåðàòîð èìååò ïîëíûé ðàíã (èëè: ÿâëÿåòñÿ îïåðà-

òîðîì ïîëíîãî ðàíãà), åñëè åãî ñòðîêè ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû íàä K[σ, σ−1].
Åñëè

L ∈ Matn(K[σ, σ−1]), l = ordL, t = ordL,

è L 6= 0, òî L ìîæíî çàïèñàòü â ðàçâåðíóòîì âèäå

L = Alσ
l +Al−1σ

l−1 + · · ·+Atσ
t,

ãäå Al, Al−1, . . . , At ∈ Matn(K), ïðè ýòîì ìàòðèöû
Al, At (âåäóùàÿ è òðåéëèíãîâàÿ ìàòðèöû èñõîäíîãî
îïåðàòîðà) íåíóëåâûå.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü âåäóùèå ïîðÿäêè ñòðîê
îïåðàòîðà L ðàâíû α1, . . . , αn, à òðåéëèíãîâûå �
β1, . . . , βn. Ôðîíòàëüíîé ìàòðèöåé îïåðàòîðà L íà-
çîâåì âåäóùóþ ìàòðèöó îïåðàòîðà PL, ãäå

P = diag(σl−α1 , . . . , σl−αn), l = ordL.

Ñîîòâåòñòâåííî òûëüíîé ìàòðèöåé îïåðàòîðà L íà-
çîâåì òðåéëèíãîâóþ ìàòðèöó îïåðàòîðà QL, ãäå

Q = diag(σt−β1 , . . . , σt−βn), t = ordL.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî îïåðàòîð L ñòðîãî ðåäóöèðîâàí,
åñëè íåâûðîæäåíû êàê ôðîíòàëüíàÿ, òàê è òûëüíàÿ
ìàòðèöû ýòîãî îïåðàòîðà.

Îïðåäåëåíèå 4. Îïåðàòîð L ∈ Matn(K[σ, σ−1]) íà-
çûâàåòñÿ óíèìîäóëÿðíûì èëè îáðàòèìûì, åñëè äëÿ
íåãî ñóùåñòâóåò îáðàòíûé L−1 ∈ Matn(K[σ, σ−1]):
LL−1 = L−1L = In. Ìíîæåñòâî óíèìîäóëÿðíûõ n×n-
îïåðàòîðîâ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç Υn. Äâà îïåðà-
òîðà L1, L2 ∈ Matn(K[σ, σ−1]) íàçîâåì ýêâèâàëåíò-
íûìè, åñëè L1 = UL2 äëÿ íåêîòîðîãî U ∈ Υn.

Äàëåå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Λ íåêîòîðîå ôèêñèðî-
âàííîå àäåêâàòíîå ðàçíîñòíîå ðàñøèðåíèå èñõîäíîãî
ðàçíîñòíîãî ïîëÿ K ñ àâòîìîðôèçìîì σ. Îáîçíà÷å-
íèå VL ïðèâëåêàåòñÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà ïðèíàäëåæà-
ùèõ Λn ðåøåíèé ñèñòåìû L(y) = 0. Äëÿ êðàòêîñòè
áóäåì èíîãäà ãîâîðèòü î VL êàê î ïðîñòðàíñòâå ðå-
øåíèé îïåðàòîðà L.

Òåîðåìà 1. ([10]) Ïóñòü L ∈ Matn(K[σ, σ−1]) èìååò
ïîëíûé ðàíã. Òîãäà
(i) Åñëè îïåðàòîð L ñòðîãî ðåäóöèðîâàí, òî

dimVL =
∑n
i=1 ordLi,∗.

(ii) L ∈ Υn ⇐⇒ VL = 0.

3. ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈß: ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ
ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ EG È RR

3.1. Àëãîðèòìû EGσ è EGσ−1

Äëÿ L ïîëíîãî ðàíãà àëãîðèòì EGσ (ñì. [3, 4, 11])
ñòðîèò òàêîé ýêâèâàëåíòíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð
L+ ∈ Matn(K[σ, σ−1]), ÷òî ordL+ = ordL, ordL+ >
ordL è L+ èìååò íåâûðîæäåííóþ âåäóùóþ ìàòðèöó.
Åñëè ðàíã L íå ïîëîí, òî àëãîðèòì ñîîáùàåò îá ýòîì.
Íå âõîäÿ â ðàññìîòðåíèå ìåëêèõ äåòàëåé, ïðåä-

ñòàâèì îñíîâíóþ èäåþ ýòîãî àëãîðèòìà. Àëãîðèòì
EGσ ñòðîèò L+ íà ìåñòå L, ò.å. L èçìåíÿåòñÿ øàã
çà øàãîì, ïîñòåïåííî ïðåâðàùàÿñü â L+. Íà êàæ-
äîì øàãå àëãîðèòìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÿâëÿþòñÿ ëè ñòðî-
êè âåäóùåé ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñèìûìè íàä K, è,
åñëè ÿâëÿþòñÿ, òî èç ñòðîê îïåðàòîðà, êîòîðûì ñî-
îòâåòñòâóþò íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû çàâèñèìîñòè,
âûáèðàåòñÿ èìåþùàÿ íàèáîëüøèé ïîðÿäîê (åñëè òà-
êèõ ñòðîê áîëüøå îäíîé, òî áåðåòñÿ ëþáàÿ èç íèõ).
Çàòåì âûáðàííàÿ ñòðîêà ðåäóöèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ
îñòàëüíûõ ñòðîê îïåðàòîðà. Åñëè ïîëó÷àåòñÿ íóëå-
âàÿ ñòðîêà, òî èñõîäíûé îïåðàòîð íå èìåë ïîëíîãî
ðàíãà. Èíà÷å ñ ïîìîùüþ σ ðåäóöèðîâàííàÿ ñòðîêà
ñäâèãàåòñÿ òàê, ÷òîáû åå âåäóùèé ïîðÿäîê ñðàâíÿë-
ñÿ ñ âåäóùèìè ïîðÿäêàìè äðóãèõ ñòðîê îïåðàòîðà.
Ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ àëãîðèòì

çàâåðøàåòñÿ: ëèáî ïîëó÷àåì íóëåâóþ ñòðîêó â îïå-
ðàòîðå ëèáî ïðèõîäèì ê îïåðàòîðó ñ íåâûðîæäåííîé
âåäóùåé ìàòðèöåé.
Àíàëîãè÷íî, àëãîðèòì EGσ−1 ñòðîèò ýêâèâàëåíò-

íûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð L− ñ íåâûðîæäåííîé òðåé-
ëèíãîâîé ìàòðèöåé.
Ðàñøèðåííûé àëãîðèòì EGσ (ìû íàçîâåì åãî

ExtEGσ) ïîçâîëÿåò íàðÿäó ñ L+ íàéòè òàêîé óíè-
ìîäóëÿðíûé îïåðàòîð U ∈ Υn, ÷òî L+ = UL. Ìîæ-
íî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèòü è àëãîðèòì
ExtEGσ−1 .

Ïðåäëîæåíèå 1. ([2, 10]) Àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæ-
íîñòü êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ EGσ è EGσ−1 äîïóñ-
êàåò îöåíêó1

1Â òåõ èëè èíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíêàõ ñëîæíîñòè êàê
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Θ(nω+1d+ n3d 2),

ãäå ω � ïîêàçàòåëü ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, 2 <
ω 6 3. Äëÿ ñäâèãîâîé ñëîæíîñòè èìååò ìåñòî
îöåíêà

Θ(n2d 2).

Àðèôìåòè÷åñêàÿ è ñäâèãîâàÿ ñëîæíîñòè àëãîðèò-
ìîâ ExtEGσ è ExtEGσ−1 äîïóñêàþò îöåíêè

Θ(n4d 2), Θ(n4d 2).

3.2. Àëãîðèòìû RRσ è RRσ−1

Äëÿ L ïîëíîãî ðàíãà àëãîðèòì RRσ (ñì. [14,
15]) ñòðîèò òàêîé ýêâèâàëåíòíûé îïåðàòîð L̆+ ∈
Matn(K[σ, σ−1]), ÷òî ord L̆+ 6 ordL, ord L̆+ > ordL,
L̆+ èìååò íåâûðîæäåííóþ ôðîíòàëüíóþ ìàòðèöó.
Åñëè ðàíã L íå ïîëîí, òî àëãîðèòì ñîîáùàåò îá ýòîì.
Â îñíîâå àëãîðèòìà RRσ òàêæå ëåæèò èäåÿ ïîèñ-

êà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñòðîê ìàòðèöû (íî íå âå-
äóùåé, à ôðîíòàëüíîé) è âûïîëíåíèÿ ñäâèãîâ.
Ðàñøèðåííûé àëãîðèòì ExtRRσ ïîçâîëÿåò íàðÿäó

ñ L̆+ íàéòè òàêîé óíèìîäóëÿðíûé îïåðàòîð U ∈ Υn,
÷òî L̆+ = UL.
Ïî àíàëîãèè ñ RRσ àëãîðèòì RRσ−1 ñòðîèò ýêâè-

âàëåíòíûé îïåðàòîð L̆− ñ íåâûðîæäåííîé òûëüíîé
ìàòðèöåé.
Ðàñøèðåííûé âàðèàíò àëãîðèòìà RRσ−1 ìû íàçî-

âåì ExtRRσ−1 .

Ïðåäëîæåíèå 2. ([10]) Àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæ-
íîñòü êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ RRσ è RRσ−1 äîïóñ-
êàåò îöåíêó

Θ(nω+1d+ n3d 2).

Äëÿ ñäâèãîâîé ñëîæíîñòè èìååò ìåñòî îöåíêà

Θ(n3d 3), (1)

åñëè íå ïðèáåãàòü ê õðàíåíèþ ðåçóëüòàòîâ âñåõ
ñäâèãîâ ñòðîê. Åñëè æå âñå ðåçóëüòàòû ñäâèãîâ ñî-
õðàíÿþòñÿ, òî (1) çàìåíÿåòñÿ íà Θ(n2d 3).
Àðèôìåòè÷åñêàÿ è ñäâèãîâàÿ ñëîæíîñòè àëãî-

ðèòìîâ ExtRRσ è ExtRRσ−1 äîïóñêàþò îöåíêè

Θ(n4d 2), Θ(n5d 3),

åñëè íå õðàíèòü ðåçóëüòàòû âñåõ ñäâèãîâ ñòðîê.
Êîãäà ýòè ðåçóëüòàòû ñîõðàíÿþòñÿ, ñëîæíîñòè
äîïóñêàþò îöåíêè

Θ(n4d 2), O(n4d 3).

ôóíêöèè ïåðåìåííûõ n è d (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî n, d → ∞) ìû
ïðèáåãàåì ïîìèìî O-íîòàöèè òàêæå è ê Θ-íîòàöèè (ñì. [12],
[13, �2]); ñîîòíîøåíèå f(n, d) = Θ(g(n, d)) ðàâíîñèëüíî êîíú-
þíêöèè

f(n, d) = O(g(n, d)) & g(n, d) = O(f(n, d)),

ïðîùå ãîâîðÿ, f(n, d) è g(n, d) ñóòü âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿä-
êà. Ñîîòíîøåíèå f(n, d) = Θ(g(n, d)) ñèëüíåå ñîîòíîøåíèÿ
f(n, d) = O(g(n, d)).

3.3. Àëãîðèòìû 4EGσ, 4EGσ−1

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü i-ÿ ñòðîêà âåäóùåé ìàòðèöû
îïåðàòîðà L èìååò âèä

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, a, . . . , b),

1 6 k 6 n, a 6= 0. Òîãäà ÷èñëî k áóäåì íàçûâàòü
îòñòóïîì i-é ñòðîêè îïåðàòîðà L. Åñëè i-ÿ ñòðîêà
îïåðàòîðà L íóëåâàÿ, òî åå îòñòóï ðàâåí −∞.

Åñëè ñòðîêè L èìåþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïîëîæè-
òåëüíûå îòñòóïû, òî âåäóùàÿ ìàòðèöà íåâûðîæäåíà:
ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñòðîê îíà áóäåò òðåóãîëü-
íîé ñ íåíóëåâûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Äî-
ïóñòèì, ÷òî ñòðîêè r1 = Li,∗ è r2 = Lj,∗ èìåþò îäè-
íàêîâûå ïîëîæèòåëüíûå îòñòóïû, ðàâíûå k, è ïðè
ýòîì ordLi,∗ = ordLj,∗ = d. Âûïîëíèâ îäíó àðèôìå-
òè÷åñêóþ îïåðàöèþ â K, ìîæíî íàéòè v ∈ K òàêîå,
÷òî ñòðîêà

r2 − vr1 (2)

èìååò èëè áîëüøèé, ÷åì k, îòñòóï, èëè ìåíüøèé, ÷åì
d, âåäóùèé ïîðÿäîê (âîçìîæíî è òî, è äðóãîå âìå-
ñòå). Òà èç ñòðîê r1, r2, êîòîðàÿ èìååò ìåíüøèé òðåé-
ëèíãîâûé ïîðÿäîê, çàìåíÿåòñÿ â L ñòðîêîé (2); êîãäà
ïîðÿäêè ýòèõ ñòðîê ðàâíû, çàìåíÿåòñÿ ëþáàÿ èç íèõ.
Åñëè L èìååò ïîëíûé ðàíã, òî âåäóùàÿ ìàòðèöà ïî-
ñëå íå áîëåå, ÷åì n · nd òàêèõ óíèìîäóëÿðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé (êàæäîå èç íèõ ýêâèâàëåíòíî óìíîæåíèþ
ñëåâà íà óíèìîäóëÿðíûé îïåðàòîð), ñòàíåò òðåóãîëü-
íîé. Ýòîò ïðèåì ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ âìåñòî ïîèñ-
êà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñòðîê âåäóùåé ìàòðèöû.

Ïðèìå÷àíèå 2. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî K åñòü ïîëå
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò x ñ àâòîìîðôèçìîì x→ x+1,
ýòîò ïðèåì áûë èñïîëüçîâàí â [3] â ïåðâîé âåðñèè àëãî-
ðèòìà EG (ñì. òàêæå [16]).

Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ïðèåìà ïðèâîäèò ê àëãîðèò-
ìàì 4EGσ 4EGσ−1 äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî
îïåðàòîðà ñ íåâûðîæäåííîé âåäóùåé èëè ñîîòâåò-
ñòâåííî òðåéëèíãîâîé ìàòðèöåé.

Ïðèìå÷àíèå 3. Åñëè îäèí èç àëãîðèòìîâ EGσ, 4EGσ
ïðèìåíÿåòñÿ ê îïåðàòîðó ñ íåâûðîæäåííîé òûëüíîé ìàò-
ðèöåé, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îïåðàòîð, êîòîðûé ïîìè-
ìî íåâûðîæäåííîé âåäóùåé ìàòðèöû áóäåò èìåòü íåâû-
ðîæäåííóþ òûëüíóþ ìàòðèöó. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
èñïîëüçóåìîãî ïðàâèëà çàìåíû �Òà èç ñòðîê r1, r2, êî-
òîðàÿ èìååò ìåíüøèé íèæíèé ïîðÿäîê, çàìåíÿåòñÿ â L
ñòðîêîé (2); êîãäà íèæíèå ïîðÿäêè ýòèõ ñòðîê ðàâíû, çà-
ìåíÿåòñÿ ëþáàÿ èç íèõ�.

Ïðåäëîæåíèå 3. ([2]) Äëÿ 4EG-àëãîðèòìîâ àðèô-
ìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü äîïóñêàåò îöåíêó

Θ(n3d 2). (3)
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Ñäâèãîâàÿ ñëîæíîñòü äîïóñêàåò îöåíêó

Θ(n2d 2). (4)

Äëÿ Ext4EGσ, Ext4EGσ−1 êàê àðèôìåòè÷åñêàÿ,
òàê è ñäâèãîâàÿ ñëîæíîñòü äîïóñêàåò îöåíêó

O(n4d2).

Ïðèìå÷àíèå 4. Â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå EG-
èñêëþ÷åíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèâîäÿò ê îïåðàòîðó, íåýê-
âèâàëåíòíîìó èñõîäíîìó. Ïîëó÷àåìûé îïåðàòîð èìååò
âñå ðåøåíèÿ, êîòîðûå èìåë èñõîäíûé îïåðàòîð, íî, âîç-
ìîæíî, èìååò è íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ðåøåíèÿ. Ýòî
ïîñëóæèëî ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó-
÷àå êàê àëãîðèòì ïðîâåðêè óíèìîäóëÿðíîñòè, òàê è àëãî-
ðèòì ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà áûëè îñíîâàíû â
[5] íà RRδ. Ïåðâûé ðàçíîñòíûé àëãîðèòì ([10]) áûë àíà-
ëîãè÷åí ïî ñâîåé êîíñòðóêöèè äèôôåðåíöèàëüíîìó àëãî-
ðèòìó. Èìåííî ïîñëåäóþùèé ïåðåõîä ê àëãîðèòìàì EGσ,
EGσ−1 êàê îñíîâå àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè óíèìîäóëÿðíî-
ñòè è ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà ïîçâîëèë â ðàç-
íîñòíîì ñëó÷àå ïîíèçèòü ñäâèãîâóþ ñëîæíîñòü.

4. ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÓÍÈÌÎÄÓËßÐÍÎÑÒÈ,
ÎÁÐÀÙÅÍÈÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Â îñíîâå èìåþùèõñÿ àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè óíèìîäó-
ëÿðíîñòè îïåðàòîðà L è ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîãî îïå-
ðàòîðà L−1 â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ, ëåæèò âû-
÷èñëåíèå dimVL. Òàêîå âû÷èñëåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü,
îñíîâûâàåòñÿ íà àëãîðèòìàõ ðåãóëÿðèçàöèè (ñì. ï. 3
è ïðèìå÷àíèå 3).
Ýêâèâàëåíòíûå îïåðàòîðó L îïåðàòîðû

EGσ(EGσ−1(L)), 4EGσ(4EGσ−1(L)) (5)

â ñèëó ïðèìå÷àíèÿ 3 ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî ðåäóöèðîâàí-
íûì. Ïî òåîðåìå 1 ìû ìîæåì âû÷èñëèòü dimVL
è óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè L óíèìîäóëÿðíûì. Åñëè
dimVL = 0, òî â ñèëó òåîðåìû 1(i) ñîîòâåòñòâóþùèé
îïåðàòîð èç (5) ïðèíàäëåæèò Matn(K), è L−1 âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ëåãêî.
Àëãîðèòìû èç [10] ðàçðàáîòàíû ïî îáðàçöó àëãî-

ðèòìîâ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñëó÷àÿ [5] ñ èñïîëü-
çîâàíèåì RR, â òî âðåìÿ êàê àëãîðèòì èç [2] ïî-
ñòðîåí íà 4EG, ýòî ïîçâîëèëî ñíèçèòü ñäâèãîâóþ
ñëîæíîñòü� ñì. ïðèìå÷àíèå 4. Â [2] ïðåäëîæåíû àë-
ãîðèòìû Unimodularity Testing è Inverse Operator,
ñëîæíîñòè êîòîðûõ (àðèôìåòè÷åñêàÿ è ñäâèãîâàÿ)
ñóòü (3), (4) è ñîîòâåòñòâåííî

O(n4d2), O(n3d2).

Ïîñòðîåíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà âûïîëíÿåòñÿ ñ ïðè-
âëå÷åíèåì ðàñøèðåííûõ âåðñèé îñíîâíûõ àëãîðèò-
ìîâ, â òî âðåìÿ êàê ïðîâåðêà óíèìîäóëÿðíîñòè îáõî-
äèòñÿ îñíîâíûìè âåðñèÿìè ýòèõ æå àëãîðèòìîâ.
Êàê ïîêàçàíî â [10], îñíîâàííûå íà RR àëãîðèòìû

èìåþò ñëîæíîñòè Θ(n4d 2) è Θ(n4d 3) (åñëè ñîõðàíÿòü

ðåçóëüòàòû âñåõ ñäâèãîâ, èíà÷å ñäâèãîâàÿ ñëîæíîñòü
áóäåò Θ(n4d 5). Äëÿ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà EG,
ñëîæíîñòè ðàâíû Θ(n4d 2), Θ(n4d 2)).

5. ÐÅÀËÈÇÀÖÈß, ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ
ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ

Ðåàëèçàöèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ2 âûïîëíå-
íà â ñðåäå Maple [17] (ïðåäâàðèòåëüíàÿ âåðñèÿ ðå-
àëèçàöèè ïðåäñòàâëåíà â [2]). Çà îñíîâó âçÿòà îïè-
ñàííàÿ â [1] ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ EG, 4EG, RR
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñëó÷àÿ. Ïðîöåäóðû ïåðåðà-
áîòàíû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå, è äî-
ïîëíåíû ðåàëèçàöèåé ðàñøèðåííûõ âåðñèé àëãîðèò-
ìîâ. Òàêæå ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ïðîâåðêè óíèìîäó-
ëÿðíîñòè îïåðàòîðà è ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîãî îïåðà-
òîðà, èñïîëüçóþùèé â êà÷åñòâå áàçîâîãî àëãîðèòìà
îäèí èç àëãîðèòìîâ EG, 4EG, RR ïî âûáîðó ïîëü-
çîâàòåëÿ. Â ýòîé ðåàëèçàöèè ñäâèã îïðåäåëåí êàê
σy(x) = y(x− 1) è òðåáóåòñÿ ñïåöèàëüíûé âûáîð çà-
ìåíÿåìîãî óðàâíåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè øàãà èñêëþ-
÷åíèÿ â àëãîðèòìàõ EG, 4EG äëÿ ãàðàíòèè çàâåð-
øåíèÿ ðàáîòû. Ñóùåñòâóåò âàðèàíò ýòèõ àëãîðèò-
ìîâ, êîòîðûé íå òðåáóåò òàêîãî ñïåöèàëüíîãî âû-
áîðà çàìåíÿåìîãî óðàâíåíèÿ. Â ýòîì âàðèàíòå äëÿ
øàãà ñäâèãà èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð σ − 1 (èñïîëüçî-
âàíèå àíàëîãè÷íîãî âàðèàíòà àëãîðèòìà EG äëÿ q-
ðàçíîñòíîãî ñëó÷àÿ óïîìÿíóòî â [18, ïðèìå÷.3]). Íî
ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ EG, 4EG äëÿ ðåàëè-
çàöèè àëãîðèòìà ïðîâåðêè óíèìîäóëÿðíîñòè îïåðà-
òîðà è ïîèñêà îáðàòíîãî îïåðàòîðà ñóùåñòâåííî èñ-
ïîëüçîâàíèå èìåííî âåðñèè ñ êîíòðîëåì ïîðÿäêà èñ-
êëþ÷åíèé (ñì. ïðèìå÷àíèå 3).
Àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â âèäå ïðîöåäóð íîâîãî

ïàêåòà EGRRext. Ïàêåò ïðåäîñòàâëÿåò ïðîöåäóðû:

• EG � ðåàëèçóåò àëãîðèòì EG è åãî ðàñøèðåííóþ
âåðñèþ ExtEG;

• RR � ðåàëèçóåò àëãîðèòì RR è åãî ðàñøèðåííóþ
âåðñèþ ExtRR;

• TriangleEG � ðåàëèçóåò àëãîðèòì 4EG è åãî
ðàñøèðåííóþ âåðñèþ Ext4EG;

• IsUnimodular � ðåàëèçóåò àëãîðèòìû Unimodu-
larity Testing è Inverse Operator.

Îïåðàòîð L = Alσ
l + Al−1σ

l−1 + · · · + Atσ
t âî

âõîäíûõ ïàðàìåòðàõ ïðîöåäóð ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ñïèñêà

[A, l, t],

ãäå A � ÿâíàÿ ìàòðèöà

A = (Al|Al−1| . . . |At)
2Äîñòóïíà ïî àäðåñó http://www.ccas.ru/ca/egrrext
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ðàçìåðà n× n(l − t+ 1). ßâíàÿ ìàòðèöà A ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå ñòàíäàðòíîãî Maple-îáúåêòà Matrix.
Ýëåìåíòàìè ÿâíîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Åñëè t = 0,
òî îïåðàòîð ìîæåò áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåí òîëüêî
îäíîé ÿâíîé ìàòðèöåé A.
Ïðîöåäóðà IsUnimodular âîçâðàùàåò true èëè

false â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ïðîâåðêè óíèìîäóëÿð-
íîñòè äàííîãî íà âõîä îïåðàòîðà. Åñëè óêàçàí íåîáÿ-
çàòåëüíûé âõîäíîé ïàðàìåòð ïðîöåäóðû � èìÿ ïå-
ðåìåííîé, òî òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé
îáðàòíûé îïåðàòîð â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ, è
âû÷èñëåííûé îáðàòíûé îïåðàòîð ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîé
ïåðåìåííîé. Îáðàòíûé îïåðàòîð òàêæå ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå ñïèñêà èç åãî ÿâíîé ìàòðèöû è åãî âåäó-
ùåãî è òðåéëèíãîâîãî ïîðÿäêîâ. Åñëè íåîáÿçàòåëüíîå
èìÿ ïåðåìåííîé íå çàäàíî, òî ïðîöåäóðà èñïîëüçóåò
àëãîðèòì Unimodularity Testing, èíà÷å � àëãîðèòì
Inverse Operator (ñì. ï. 4). Ïðè ýòîì ïðîöåäóðà èìååò
åùå îäèí íåîáÿçàòåëüíûé ïàðàìåòð method, êîòîðûé
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ EG, TEG èëè RR è ïîçâî-
ëÿåò óêàçàòü êàêîé èç àëãîðèòìîâ EG, 4EG, RR, ñî-
îòâåòñòâåííî, èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå áàçîâîãî (åñ-
ëè ýòîò ïàðàìåòð íå óêàçàí, òî èñïîëüçóåòñÿ EG).
Â ïåðâîé âåðñèè ðåàëèçàöèè, ïðåäñòàâëåííîé â [2],
â êà÷åñòâå áàçîâîãî àëãîðèòìà èñïîëüçîâàëñÿ òîëüêî
EG.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû
IsUnimodular ê îïåðàòîðó

L =

 1 − 1
xσ

x2

2 −x2σ + 1

 =

=

0 − 1
x

0 −x2

σ +

 1 0

x2

2 1

 .

ßâíàÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà ðàâíà0 − 1
x 1 0

0 −x2
x2

2 1

 ,

ñ l = 1 è t = 0. Ïðîöåäóðà âûçûâàåòñÿ äâàæäû äëÿ
êàæäîãî èç ìåòîäîâ: ïåðâûé ðàç òîëüêî äëÿ ïðîâåð-
êè óíèìîäóëÿðíîñòè, à âî âòîðîé ðàç è äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà. Äîïîëíèòåëüíî âûâåäåíî
è âðåìÿ âû÷èñëåíèé:

> L := Matrix([[0, -1/x, 1, 0],

[0, -x/2, x^2/2, 1]]);

L :=

0 − 1
x 1 0

0 −x2
x2

2 1



> st:=time():

IsUnimodular(L, x, 'method'='EG');

time()-st;

true

0.021

> st:=time():

IsUnimodular(L, x, 'InvL_EG',

'method'='EG');

time()-st;

true

0.026

> InvL_EG;
− (x+1)2

2x
1
x 1 0

0 0 −x
2

2 1

, 1, 0


> st:=time():

IsUnimodular(L, x, 'method'='TEG');

time()-st;

true

0.003

> st:=time():

IsUnimodular(L, x, 'InvL_TEG',

'method'='TEG');

time()-st;

true

0.008

> InvL_TEG;
− (x+1)2

2x
1
x 1 0

0 0 −x
2

2 1

, 1, 0


> st:=time():

IsUnimodular(L, x, 'method'='RR');

time()-st;

true

0.032

> st:=time():

IsUnimodular(L, x, 'InvL_RR',

'method'='RR');

time()-st;

true

0.040
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> InvL_RR;
− (x+1)2

2x
1
x 1 0

0 0 −x
2

2 1

, 1, 0


Òàêèì îáðàçîì

L−1 =

1− (x+1)2

2x σ 1
xσ

−x
2

2 1

 .

Ïðèìåð 2. Îïåðàòîð

M =

In M1 0n
0n In M2

0n 0n In

 , (6)

ãäå 0n � íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, M1,M2 ∈
Matn(K[σ, σ−1]) � ïðîèçâîëüíûå îïåðàòîðû, ÿâëÿåò-
ñÿ óíèìîäóëÿðíûì äëÿ ëþáûõM1 andM2. Îáðàòíûé
îïåðàòîð ðàâåí

M−1 =

In −M1 M1M2

0n In −M2

0n 0n In

 .

Âûïîëíåíà ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ. Äëÿ êàæäîãî èç
íèõ ãåíåðèðîâàëàñü ïàðà èç ðàçðåæåííûõ íà 50%
îïåðàòîðîâ M1 è M2 ñ ýëåìåíòàìè â âèäå ñëó÷àé-
íûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå áîëüøå 2. Çàòåì äëÿ (6)
íàõîäèëñÿ îáðàòíûé îïåðàòîð. Îïåðàòîðû M1 è M2

èìåëè îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòðîê, îïåðàòîðM1 èìåë ïî-
ðÿäîê 2, à ïîðÿäîê îïåðàòîðàM2 ïðèíèìàë çíà÷åíèÿ
d = 3, 5, 7, 9, 11 (òîò æå ïîðÿäîê èìåë è îïåðàòîð M).
×èñëî ñòðîê M1 è M2 ðàâíÿëîñü n = 2, 3, 4 (ñîîò-
âåòñòâåííî, ÷èñëî ñòðîê M ðàâíÿëîñü k = 4, 6, 8).
Îáðàòíûé îïåðàòîð M â êàæäîì ýêñïåðèìåíòå âû-
÷èñëÿëñÿ âñåìè òðåìÿ ìåòîäàìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû ïðåäñòàâëåíû â òàá. 1. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà,
îñíîâàííîãî íà RR, â ðÿäå ýêñïåðèìåíòîâ íå äàëî
âîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò � âû÷èñëåíèÿ áû-
ëè ïðèíóäèòåëüíî îñòàíîâëåíû, êîãäà áûë èñ÷åðïàí
äîñòóïíûé îáúåì ôèçè÷åñêîé ïàìÿòè èñïîëüçóåìî-
ãî êîìïüþòåðà. Ýòî ïîìå÷åíî â òàáëèöå çíàêîì >
ñ óêàçàíèåì âðåìåíè äî ïðèíóäèòåëüíîé îñòàíîâêè
âû÷èñëåíèé.

6. ÀÍÀËÈÇ ÐÀÑÕÎÆÄÅÍÈÉ

Èç òàá. 1 âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû â öåëîì ñîîòâåò-
ñòâóþò òåîðåòè÷åñêèì îöåíêàì ñëîæíîñòè. Ïðè ýòîì
îòíîñèòåëüíûé ðîñò âðåìåíè âû÷èñëåíèé ñ ðîñòîì

Òàáëèöà 1.
d=3 d=7 d=11 d=15

k=6 EG 0.172 0.297 0.500 0.672
TEG 0.125 0.375 1.032 2.563
RR 0.937 3.844 5.844 11.500

k=9 EG 0.610 2.562 6.813 21.422
TEG 0.985 4.594 11.859 26.469
RR 4.625 82.953 >5100 >6000

k=12 EG 1.125 5.319 31.953 17.422
TEG 3.219 15.735 36.312 59.312
RR 18.250 170.078 >8300 >19100

k=15 EG 3.657 49.219 215.329 908.984
TEG 8.047 41.516 90.531 213.032
RR 1031.422 >20200 >6100 >21100

÷èñëà ñòðîê è ïîðÿäêà îïåðàòîðà ïðîèñõîäèò çàìåò-
íî áûñòðåå, ÷åì ýòî ìîæíî áûëî îæèäàòü, èñõîäÿ
èç ýòèõ òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê. ×òîáû ïîíÿòü ïðè÷è-
íó ýòèõ ðàñõîæäåíèé íàìè áûë ðåàëèçîâàí ðåæèì
ðàáîòû ïðîöåäóðû IsUnimodular, â êîòîðîì äîïîë-
íèòåëüíî âûâîäÿòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû
ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé. Ýòè ïàðà-
ìåòðû âûâîäÿòñÿ ïîñëå êàæäîãî ïîÿâëåíèÿ íóëåâîé
ñòðîêè â âûÿâëÿþùåé ìàòðèöå (ïîñëå âûïîëíåíèÿ
ðåäóêöèè â àëãîðèòìàõ EG è RR èëè ïîñëå âûïîëíå-
íèÿ îäíîé èëè íåñêîëüêèõ çàìåí ñòðîê â àëãîðèòìå
4EG). Â êà÷åñòâå òàêèõ ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóþòñÿ
ïàðàìåòðû ñòðîêè îïåðàòîðà, â êîòîðîé ïîÿâèëàñü
íóëåâàÿ ñòðîêà â âûÿâëÿþùåé ìàòðèöå, à èìåííî
îáúåì äàííûõ â ïðåäñòàâëåíèè ýòîé ñòðîêè: èñïîëü-
çóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ Maple-ôóíêöèÿ length, à òàêæå
ìàêñèìóì ñóìì ñòåïåíåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ
êîýôôèöèåíòîâ â ýòîé ñòðîêå îïåðàòîðà. Ýòè äîïîë-
íèòåëüíûå äàííûå ïîêàçàëè, ÷òî â õîäå ïðîìåæó-
òî÷íûõ âû÷èñëåíèé êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà çíà÷è-
òåëüíî �ðàñïóõàþò�. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ýêñïåðè-
ìåíòå ñóììû ñòåïåíåé ÷èñëèòåëåé è çíàìåíàòåëåé êî-
ýôôèöèåíòîâ â èñõîäíîì îïåðàòîðåM íå ïðåâûøàåò
2, à â îáðàòíîì ê íåìó íå ïðåâûøàåò 4, â ïðîìåæó-
òî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ ýòà âåëè÷èíà äîñòèãàëà ñîòåí è
äàæå òûñÿ÷. Ñòîëü æå çíà÷èòåëüíî ðîñ è îáúåì äàí-
íûõ.
Â òàá. 2 ïðåäñòàâëåíû ñâîäíûå äàííûå ïî òåì æå

ýêñïåðèìåíòàì, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â 1. Äëÿ êàæ-
äîãî ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëåíî ïÿòü ïàðàìåòðîâ:

• ìàêñèìàëüíûé ñðåäè âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ñòðîê
îáúåì èñïîëüçóåìûõ äàííûõ,

• ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäè âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ñòðîê
âåëè÷èíà ìàêñèìóìà ñóììû ñòåïåíåé ÷èñëèòåëÿ
è çíàìåíàòåëÿ,

• ÷èñëî ïðîìåæóòî÷íûõ ñòðîê,

• ñðåäíèé ïî âñåì ïðîìåæóòî÷íûì ñòðîêàì îáúåì

7



èñïîëüçóåìûõ äàííûõ,

• ñðåäíÿÿ ïî âñåì ïðîìåæóòî÷íûì ñòðîêàì âåëè-
÷èíà ìàêñèìóìà ñóììû ñòåïåíåé ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ.

Äëÿ òåõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå áûëè ïðèíóäèòåëü-
íî îñòàíîâëåíû, óêàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðû, âû÷èñëåí-
íûå äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äî
îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé.
Ïðåäñòàâëåííûé â òàá. 1 çíà÷èòåëüíûé ðîñò âðå-

ìåíè âû÷èñëåíèé â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ðîñòîì ÷èñëà
ñòðîê è ïîðÿäêà îïåðàòîðà ñîãëàñóåòñÿ ñ �ðàñïóõàíè-
åì� êîýôôèöèåíòîâ â ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ,
ïðåäñòàâëåííûõ â òàá. 2 õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïàðà-
ìåòðàìè. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî �ðàñïóõàíèÿ� ôàêòè÷å-
ñêèå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà âûïîëíåíèå îäíîé
àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè, êàê è îïåðàöèè ñäâèãà,
íà÷èíàþò ñóùåñòâåííî ðàñòè, è ýòîò ðîñò îêàçûâà-
åòñÿ áîëåå ñóùåñòâåííûì â ñðàâíåíèè ñ ðîñòîì ÷èñ-
ëà ñàìèõ òàêèõ îïåðàöèè, îòðàæåííûõ â ñëîæíîñòè
àëãîðèòìîâ. Äëÿ ðàçíûõ ìåòîäîâ, ýòî �ðàñïóõàíèå�
ïðîèñõîäèò ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ. Â íàøèõ ýêñïåðè-
ìåíòàõ ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ îñîáåííî ïëîõî ïðîÿâèë
ñåáÿ àëãîðèòì RR. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè
ñðàâíåíèÿ àíàëîãè÷íûõ àëãîðèòìîâ â äèôôåðåíöè-
àëüíîì ñëó÷àå, ïðåäñòàâëåííûìè â [1]. Îòìåòèì òàê-
æå, ÷òî â óñëîâèÿõ, êîãäà �ðàñïóõàíèå� â ðàçíûõ àë-
ãîðèòìàõ èìååò ñõîæèå õàðàêòåðèñòèêè, òî åñòü çà-
òðàòû íà âûïîëíåíèÿ îäíîé îïåðàöèè â êàæäîì àë-
ãîðèòìå ñîïîñòàâèìû, òî íà ïåðâûé ïëàí ñíîâà âûõî-
äèò ÷èñëî ýòèõ îïåðàöèé, è îòíîñèòåëüíîå âðåìÿ âû-
÷èñëåíèé áîëüøå ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêèì îöåí-
êàì ñëîæíîñòè.
È îòìåòèì åùå îäíó îñîáåííîñòü àëãîðèòìîâ EG

è RR. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðåäóêöèè â ýòèõ àëãîðèòìàõ
èñïîëüçóåòñÿ ïîèñê ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé â âûÿâ-
ëÿþùèõ ìàòðèöàõ. Â ðåàëèçàöèè äëÿ ýòîãî èñïîëü-
çóåòñÿ ïðîöåäóðà NullSpace ïàêåòà LinearAlgebra

ñèñòåìû Maple. Ýòà ïðîöåäóðà ìîæåò íàéòè áîëåå
÷åì îäíó ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü, ÷òî äàåò âîçìîæ-
íîñòü ðàçëè÷íîãî ïðîäîëæåíèÿ âû÷èñëåíèé, â çàâè-
ñèìîñòè îò âûáîðà äëÿ èñêëþ÷åíèé òîé èëè èíîé èç
íàéäåííûõ ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé. Â íàøåé ðåàëè-
çàöèè âûáèðàëàñü ïåðâàÿ èç íàéäåííûõ ëèíåéíûõ çà-
âèñèìîñòåé ïîñëå èõ ñîðòèðîâêè ñ ïîìîùüþ ïðîöå-
äóðû ComplexitySort ïàêåòà SolveTools. Â òàá. 3, 4
ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ÷àñòè òåõ
æå òåñòîâûõ ñèñòåì, ÷òî è â òàá. 1, 2, íî ñ èñïîëü-
çîâàíèåì âûáîðà íå ïåðâîé, à ïîñëåäíåé ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè ïîñëå ñîðòèðîâêè. Ïðåäñòàâëåííûå ðå-
çóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê èñêëþ÷åíèé òàê-
æå ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà �ðàñïóõàíèå� êîýôôèöè-
åíòîâ â ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ, à çíà÷èò è íà
îáùåå âðåìÿ âû÷èñëåíèé. Ýòîò ôàêòîð òàêæå íå ïðè-
íèìàåòñÿ âî âíèìàíèå â îöåíêàõ ñëîæíîñòè, îäíàêî

ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñóùå-
ñòâåííûì.
Èñõîäÿ èç ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, à òàêæå

èç ðàíåå ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî ñëó÷àÿ ([1]), ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü âåðñèþ àëãîðèòìîâ
Unimodularity Testing è Inverse Operator, îñíîâàííûõ
íà àëãîðèòìå EG. Èìåííî ïîýòîìó òàêîé âàðèàíò ðå-
àëèçàöèè áûë ïðåäñòàâëåí â [2] è èñïîëüçóåòñÿ ïî
óìîë÷àíèþ (åñëè íå óêàçàí ïàðàìåòåð method) â ðåà-
ëèçàöèè â ýòîé ðàáîòå. Ýòè ýêñïåðèìåíòû òàêæå ïî-
êàçûâàþò, ÷òî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëåçíî
èìåòü ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ. Äëÿ êîí-
êðåòíîãî ïðèìåðà áîëåå ýôôåêòèâíûì ìîæåò îêà-
çàòüñÿ àëãîðèòì, óñòóïàþùèé äðóãèì â ñëîæíîñòíîì
îòíîøåíèè èëè âðåìåíè ñ÷åòà â äðóãèõ ïðèìåðàõ.
Ïîýòîìó â íàøåé ðåàëèçàöèè îñòàâëåíà âîçìîæíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ è äðóãèõ àëãîðèòìîâ ïî âûáîðó ïîëü-
çîâàòåëÿ.

Àâòîðû áëàãîäàðíû À.À.Ðÿáåíêî çà çàìå÷àíèÿ ïî
ïåðâîìó âàðèàíòó ñòàòüè è ïîëåçíûå ñîâåòû.
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Òàáëèöà 2.

d=3 d=7 d=11 d=15

k=6 EG 88 151 227 294
2 2 2 2
11 17 25 30
63 105 154 201
1 1 1 2

TEG 138 1169 11188 52729
3 10 28 51
8 14 23 31
85 333 1870 11334
2 4 9 18

RR 843 10488 18719 42013
17 39 46 58
9 17 23 31
281 2162 2757 9759
6 15 12 22

k=9 EG 1779 36697 174632 556987
20 145 82 122
21 33 45 57
291 6134 32615 116131
4 26 28 46

TEG 3411 29855 161977 411703
31 54 94 129
15 27 39 51
1132 11140 51255 114004
13 30 46 68

RR 3702 363550 >80150107 >186956920
27 245 >2532 >2870
15 27 >19 >14
1379 119074 12653623 28598185
16 119 601 693

k=12 EG 1460 64793 458748 332049
8 56 113 88
27 43 59 74
261 11011 84783 50312
2 15 38 24

TEG 9414 63490 202193 340476
54 96 96 117
20 36 52 67
2872 27979 88520 121198
19 44 64 69

RR 26360 460957 >190475287 >168181419
58 190 >2902 >2303
20 36 >20 >33
6169 95011 23245248 24965627
29 74 611 539

k=15 EG 24060 346779 1383502 3938486
39 110 170 236
34 54 74 94
3023 58838 259553 831962
10 35 62 93

TEG 58343 131895 400249 2066923
110 114 112 222
24 44 64 84

11782 60119 115177 600333
37 66 74 119

RR 981268 >87692555 >307185043 >472458234
692 >2130 >2944 >2800
24 >16 >11 >15

137728 17253891 39424269 59156406
157 643 599 5959



Òàáëèöà 3.
d=3 d=7

k=6 EG 0.187 0.359
RR 0.500 2.406

k=9 EG 0.829 20.062
RR 4.047 29.688

k=12 EG 19.906 16645.953
RR 29.547 14979.109

Òàáëèöà 4.
d=3 d=7

k=6 EG 88 460
2 4
11 19
63 155
1 2

RR 87 438
2 4
6 14
65 172
1 2

k=9 EG 4178 186239
23 174
21 28
570 19817
5 39

RR 3717 165811
23 174
15 20
695 24107
7 54

k=12 EG 186239 18578353
174 1096
28 44

19817 2422729
39 233

RR 165811 15621336
174 1096
20 36

24107 2512118
54 284
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