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Îáñóæäàþòñÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ëîðàíîâûõ, ðåãóëÿðíûõ è ôîðìàëüíûõ (ýêñïîíåíöèàëüíî-
ëîãàðèôìè÷åñêèõ) ðåøåíèé ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ïîëíîãî ðàíãà.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòàìè ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû, çàäàííûå
àëãîðèòìè÷åñêè, è ÷òî ñèñòåìà ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê. Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî
ïåðâûå äâå èç ýòèõ çàäà÷ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìû, òðåòüÿ � íåò, è áûë ïðåäëîæåí îãðàíè÷åí-
íûé âàðèàíò òðåòüåé çàäà÷è, äëÿ êîòîðîãî òðåáóåìûé àëãîðèòì ñóùåñòâóåò. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå
äàåòñÿ áåãëûé îáçîð àëãîðèòìîâ äëÿ íàçâàííûõ ðàçðåøèìûõ çàäà÷ è ïðåäëàãàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ýòèõ
àëãîðèòìîâ â âèäå Maple-ïðîöåäóð, äëÿ êîòîðûõ èíòåðôåéñ è ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ âûáðàíû åäè-
íîîáðàçíî.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò âî ìíîãèõ îá-
ëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Áåñêîíå÷íûå ñòåïåííûå ðÿ-
äû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êàê ðåøå-
íèé, òàê è ñàìèõ ñèñòåì. Âîïðîñ ïðåäñòàâëåíèÿ
áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ ñóùåñòâåí äëÿ êîìïüþòåð-
íîé àëãåáðû. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå, êàê è ðàíåå
â [1, 2, 3, 4, 5], ìû èñïîëüçóåì àëãîðèòìè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå: äëÿ êàæäîãî ðÿäà çàäàåòñÿ àëãî-
ðèòì, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü ïî öåëîìó i êîýô-
ôèöèåíò ïðè xi. Äîïóñêàþòñÿ ëþáûå äåòåðìè-
íèðîâàííûå àëãîðèòìû. Ðàçóìååòñÿ, ïðè òàêîì
ïðåäñòàâëåíèè ðÿäîâ íåèçáåæíî âîçíèêíîâåíèå
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûõ çàäà÷, òàê êàê,
íàïðèìåð, îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì ïðîâåðÿòü
àëãîðèòìè÷åñêè ðàâåíñòâî ðÿäà íóëþ (ñëåäñòâèå
êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ À. Òüþðèíãà [6]).
Îäíàêî, åñëè çàðàíåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

çàäàííàÿ ñèñòåìà m óðàâíåíèé ñ òàêèì æå

∗×àñòè÷íàÿ ïîääåðæêà ÐÔÔÈ, ãðàíò 13-01-00182-a.

÷èñëîì íåèçâåñòíûõ èìååò ïîëíûé ðàíã, ÷òî,
íàäî çàìåòèòü, â îáùåì ñëó÷àå íå óñòàíàâëè-
âàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè, òî ìîæíî ïðåäëîæèòü
àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ðàçíûõ âèäîâ ðåøå-
íèé. Ñðàçó îãîâîðèìñÿ, ÷òî ìû èìååì â âèäó
ëîêàëüíûå ðåøåíèÿ, òî åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû
â íåêîòîðîé òî÷êå, ñêàæåì, â òî÷êå 0. Ýòè
ðåøåíèÿ èìåþò âèä ðÿäîâ ïî x èëè ñîäåðæàò
òàêèå ðÿäû êàê êîìïîíåíòû. Âñå ðÿäû ÿâëÿþòñÿ
ôîðìàëüíûìè, èõ ñõîäèìîñòü íå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ. Òàê, íàïðèìåð, ðàíåå áûëè ïðåäëîæåíû
àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ âñåõ ëîðàíîâûõ è ðå-
ãóëÿðíûõ ðåøåíèé [2, 7]. Ñ ôîðìàëüíûìè
ýêñïîíåíöèàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèìè ðåøå-
íèÿìè äåëî îáñòîèò ñëîæíåå (â äàëüíåéøåì
ôîðìàëüíûå ýêñïîíåíöèàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèå
ðåøåíèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ôîðìàëüíû-
ìè, ýòî íàçâàíèå ñîîòâåòñòâóåò óñòàíîâèâøåéñÿ
òðàäèöèè). Òàêèå ðåøåíèÿ çàìå÷àòåëüíû òåì,
÷òî íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà
y′ = Ay, ãäå A � ìàòðèöà ðàçìåðà m × m
ñ áåñêîíå÷íûìè ôîðìàëüíûìè ëîðàíîâûìè
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ðÿäàìè â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ è y � âåêòîð
èç m íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, èìååò m-ìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé [8]. Íî äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ëþáîãî ïîðÿäêà ìîæåò
ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ó íåå íåò ôîðìàëüíûõ (è âîîáùå
íèêàêèõ) ðåøåíèé, è íåâîçìîæíî ïðîâåðèòü
àëãîðèòìè÷åñêè, òàê ýòî èëè íåò.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé îñòàåòñÿ íåðàç-
ðåøèìîé è åñëè çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî ýòà
ðàçìåðíîñòü íå ðàâíà íóëþ, ò.å. ÷òî íåíóëåâûå
ôîðìàëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñóùåñòâó-
þò [3, 4]. Âìåñòå ñ ýòèì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà èìååò ïî êðàéíåé
ìåðå N ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôîðìàëüíûõ
ðåøåíèé, òî òàêîãî ðîäà N ðåøåíèé ìîãóò
áûòü ïîñòðîåíû àëãîðèòìè÷åñêè [5]. Íèæå,
ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ ñâåäåíèé
(ðàçäåë 2), äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð àëãîðèòìîâ
äëÿ íàçâàííûõ ðàçðåøèìûõ çàäà÷ (ðàçäåë 3)
è ïðåäëàãàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ â
âèäå Maple-ïàêåòà (ðàçäåë 4).

Ïðåäëàãàåìûé ïàêåò, íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòî-
ðàì, ýòî ïåðâàÿ ïîëíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñòðîåíèÿ
ðåøåíèé äëÿ ñèñòåì, èìåþùèõ êîýôôèöèåíòû â
âèäå íå óñå÷åííûõ, à áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ. Èìåþò-
ñÿ ïóáëèêàöèè, â êîòîðûõ ïðåäëàãàëèñü àëãîðèò-
ìû, ïîçâîëÿþùèå ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ
ðàáîòàòü ñ òàêèìè ñèñòåìàìè. Ïðè âûïîëíåíèè
íåêîòîðûõ íàëîæåííûõ íà ñèñòåìó óñëîâèé àë-
ãîðèòì èç [9] ïîçâîëÿåò íàõîäèòü åå ðåãóëÿðíûå
ðåøåíèÿ. Íî ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðÿäà, èçíà÷àëüíî çàäàí-
íîãî èëè æå âîçíèêøåãî â ðåçóëüòàòå âû÷èñëå-
íèé, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü, ðàâåí ëè îí íóëþ.
Ñàì âîïðîñ ïðåäñòàâëåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ íå
ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ðåàëèçàöèÿ æå ïðåäëàãàâøèõ-
ñÿ àëãîðèòìîâ îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû ñóòü ïîëèíîìû è ðà-
öèîíàëüíûå ôóíêöèè, à íå áåñêîíå÷íûå ðÿäû.

Íàøè àëãîðèòìû áûëè îïóáëèêîâàíû ðà-
íåå â [2, 7, 5], â ýòèõ æå ñòàòüÿõ ñîîáùàëîñü
î ïðåäâàðèòåëüíûõ âàðèàíòàõ ïðîöåäóð è
ïåðâûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ íèìè. Ê íàñòîÿùå-
ìó âðåìåíè ïðîöåäóðû óñîâåðøåíñòâîâàíû,
èíòåðôåéñ è ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ âûáðàíû
äëÿ íèõ åäèíîîáðàçíî. Ýòè ïðîöåäóðû íà-
õîäÿòñÿ â ñâîáîäíîì äîñòóïå íà âåá-ñòàíèöå
http://www.ccas.ru/ca/doku.php/eg.

2. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

2.1. Ñèñòåìû è îïåðàòîðû

Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ÷èñëî-
âîå ïîëå. Äëÿ êîëüöà ïîëèíîìîâ è ïîëÿ ðàöèî-
íàëüíûõ ôóíêöèé îò x íàä K ìû â äàëüíåéøåì
èñïîëüçóåì îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ K[x] è K(x).
Êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò x íàä
K îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç K[[x]], ïîëå ôîðìàëüíûõ
ëîðàíîâûõ ðÿäîâ � ÷åðåç K((x)). Äëÿ íåíóëåâî-
ãî ýëåìåíòà a(x) =

∑
aix

i èç K((x)) åãî âàëþà-
öèÿ valx a(x) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì valx a(x) =
= min {i | ai 6= 0}, ïðè ýòîì valx 0 = ∞. Âà-
ëþàöèÿ âåêòîðà èëè ìàòðèöû ñ êîìïîíåíòàìè-
ðÿäàìè ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé ìèíèìóìó âàëþàöèé
êîìïîíåíò.
Åñëè R � íåêîòîðîå êîëüöî (â ÷àñòíîñòè, ïî-

ëå), òî Matm(R) îáîçíà÷àåò êîëüöî êâàäðàò-
íûõ ìàòðèö ïîðÿäêà m ñ ýëåìåíòàìè èç R. ×å-
ðåç Im îáîçíà÷àåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿä-
êà m. Îáîçíà÷åíèå MT èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìàòðè-
öû, òðàíñïîíèðîâàííîé ê M , îáîçíà÷åíèå Mi,∗,
1 6 i 6 m, � äëÿ (1×m)-ìàòðèöû, êîòîðàÿ ñîâ-
ïàäàåò ñ i-é ñòðîêîé (m×m)-ìàòðèöû M .
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ

ëîêàëüíûìè çàäà÷àìè, òî åñòü ñ ïîèñêîì ðåøå-
íèé ñèñòåì â íåêîòîðîé òî÷êå. Íå íàíîñÿ óùåðáà
îáùíîñòè, ýòà òî÷êà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ òî÷êîé 0.
Äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû áóäåò óäîáíî çàïè-
ñûâàòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè θ = x d

dx âìåñòî
îáû÷íîé îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d

dx (ïå-
ðåõîä îò îäíîé ôîðìû çàïèñè ê äðóãîé âûïîë-
íÿåòñÿ ëåãêî). Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìû âèäà

Ar(x)θry +Ar−1(x)θr−1y + · · ·+A0(x)y = 0, (1)

ãäå y = (y1, y2, . . . , ym)T � âåêòîð íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé îò x. Îòíîñèòåëüíî

A0(x), A1(x), . . . , Ar(x) (2)

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ai(x) ∈ Matm(K[[x]]), i =
= 0, 1, . . . , r, ïðè ýòîì Ar(x) (âåäóùàÿ ìàòðèöà
ñèñòåìû) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé.
Ýëåìåíòû ìàòðèö Ai(x) áóäåì íàçûâàòü êî-

ýôôèöèåíòàìè ñèñòåìû. Â ýòîì êà÷åñòâå áó-
äóò âûñòóïàòü ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû, çà-
äàííûå àëãîðèòìè÷åñêè: äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
a(x) =

∑∞
i=0 aix

i êàêîé-ëèáî ìàòðèöû èç (2) èç-
âåñòåí íåêîòîðûé àëãîðèòì Ξa, âû÷èñëÿþùèé
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äëÿ i ∈ Z>0 çíà÷åíèå Ξa(i) = ai. Òàêèå ðÿäû ìû
áóäåì íàçûâàòü êîíñòðóêòèâíûìè ôîðìàëüíû-
ìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè.
Ñèñòåìà (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

L(y) = 0, ãäå îïåðàòîð L èìååò âèä

Ar(x)θr +Ar−1(x)θr−1 + · · ·+A0(x), (3)

÷èñëî r ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîì îïåðàòîðà L (ïèøåì
r = ordL). Îïåðàòîð (3) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåí åäèíîé îïåðàòîðíîé ìàòðèöåé, ïðèíàäëåæà-
ùåé Matm(K[[x]][θ]): L11 . . . L1m

. . . . . . . . .
Lm1 . . . Lmm

 , (4)

Lij ∈ K[[x]] [θ], i, j = 1, . . . ,m, ïðè ýòîì
maxi,j ordLij = r.
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàäàíà â

îïåðàòîðíîé ôîðìå ñ îäíèì èç äâóõ ïðåäñòàâëå-
íèé îïåðàòîðîâ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì âûáè-
ðàòü ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäÿ èç ñîîáðàæå-
íèé óäîáñòâà.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðîêè ñ íîìåðàìè

i1, . . . , is, s 6 m, îïåðàòîðà (4) ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû íàä K[[x]][θ], åñëè èç òîãî, ÷òî èõ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ ëåâûìè ìíîæèòåëÿìè
f1, . . . , fs ∈ K[[x]][θ] ðàâíà íóëþ, ò.å. èç òîãî,
÷òî f1Li1,∗ + · · · + fsLis,∗ = 0, ñëåäóåò, ÷òî
f1 = · · · = fs = 0.
Ìàòðèöà Ar ÿâëÿåòñÿ âåäóùåé ìàòðèöåé ñè-

ñòåìû L(y) = 0 è îïåðàòîðà L íåçàâèñèìî îò
ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìû è îïåðàòîðà.
Åñëè âñå ñòðîêè îïåðàòîðà (4) ëèíåéíî

íåçàâèñèìû íàä K[[x]] [θ], òî ìû íàçûâàåì
óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû íåçàâè-
ñèìûìè íàä K[[x]] [θ]. Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð
L ∈ Matm(K[[x]] [θ]) èìååò ïîëíûé ðàíã, êàê
è ñèñòåìà L(y) = 0. Ìû áóäåì òàêæå íàçû-
âàòü èõ îïåðàòîðîì è ñèñòåìîé ïîëíîãî ðàíãà.
Èìåííî òàêèå îïåðàòîðû è ñèñòåìû áóäóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ â ýòîé ñòàòüå.

2.2. Ëîêàëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåì

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, êîìïî-
íåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûìè ëîðàíî-
âûìè ðÿäàìè, íàçûâàåòñÿ ëîðàíîâûì.
Ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå èìååò âèä

y(x) = xλw(x), (5)

ãäå λ ∈ K, w(x) ∈ K((x))m[lnx]. Êàæäîå òàêîå
ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ êàê

xλ
k∑
s=0

gs(x)
lns x

s!
, (6)

ãäå k ∈ Z>0 è gs(x) ∈ K((x))m, s = 0, 1, . . . , k.
Ìû â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì, ÷òî y(x) äîïóñêàåò
ìíîæèòåëü xλ èëè ÷òî xλ � äîïóñòèìûé ìíî-
æèòåëü ðåøåíèÿ y(x). Íàáîð

xλ1 , xλ2 , . . . , xλρ (7)

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì íàáîðîì äîïóñòèìûõ ìíî-
æèòåëåé ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû S, åñëè
� ñðåäè ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ýëåìåíòîâ íàáîðà

(7) íåò ðàçëè÷àþùèõñÿ íà öåëîå ÷èñëî,
� êàæäûé ýëåìåíò xλi íàáîðà (7) ÿâëÿåòñÿ äî-

ïóñòèìûì ìíîæèòåëåì äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëå-
âîãî ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû S,
� äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ðåãóëÿðíîãî ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû S ñðåäè (7) íàéäåòñÿ äîïóñòèìûé
äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ìíîæèòåëü.
Âñå ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ çàäàííîé ñèñòåìû,

äîïóñêàþùèå îäèí è òîò æå ìíîæèòåëü, îáðà-
çóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K.
Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíî â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

x = τ q, y(x) = eQ(1/τ)τλw(τ). (8)

Âûðàæåíèå eQ(x−1/q), ãäå Q � ïîëèíîì íàä K,
íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ÷àñòüþ ôîðìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ, q ∈ Z>0 � ïîêàçàòåëåì âåòâëå-
íèÿ ðåøåíèÿ. ×àñòü τλw(τ) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿð-
íîé: λ ∈ K, w(τ) ∈ K[[τ ]]m[ln τ ]. Ýêñïîíåíöèàëü-
íóþ ÷àñòü ìîæíî çàïèñàòü è ÷åðåç ïàðàìåòðèçó-
þùóþ ïåðåìåííóþ τ , êàê â (8).
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà q = 1 è Q ∈ K, ðåøåíèå

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì (ñì. âûøå), â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ � íåðåãóëÿðíûì.

2.3. Ñèñòåìû ñ ïîëèíîìèàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, èíäóöèðîâàííûå

ðåêóððåíòíûå ñèñòåìû, EG-àëãîðèòìû

×àñòíûé ñëó÷àé ñòåïåííîãî ðÿäà � ïîëèíîì.
Îáðàòèìñÿ ê ñèñòåìàì âèäà (1), èìåþùèì ïî-
ëèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Ïóñòü ðàçëîæå-
íèå ëîðàíîâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïî ñòåïåíÿì x
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èìååò êîýôôèöèåíòû z(n), n ∈ Z, ãäå z(n) =
= (z1(n), . . . , zm(n))T . Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (z(n)) óäîâëåòâîðÿåò èíäó-
öèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìå

B0(n)z(n)+B−1(n)z(n−1)+· · ·+Bt(n)z(n+t) = 0,
(9)

ãäå t � íåïîëîæèòåëüíîå öåëîå, Bt(n), . . . ,
B0(n) ∈ Matm(K[n]). Ýòà ñèñòåìà ñòðîèòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì

x→ E−1, θ → n, (10)

ïðèìåíÿåìûì ê èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñè-
ñòåìå ([10]), çäåñü E îáîçíà÷àåò îïåðàòîð ñäâèãà:
Ez(n) = z(n+ 1), E−1z(n) = z(n− 1).
Ìîæíî ðàññìîòðåòü ðåêóððåíòíûé îïåðà-

òîð R ∈ Matm(K[n][E−1]), ñîîòâåòñòâóþùèé
ñèñòåìå (9). Îïåðàòîð R̄ áóäåì íàçûâàòü
l-îõâàòûâàþùèì îïåðàòîðîì äëÿ îïåðàòîðà
R, åñëè åãî âåäóùàÿ ìàòðèöà (ò.å. ìàòðèöà-
êîýôôèöèåíò îïåðàòîðà R ïðè åãî íàèáîëüøåé
ñòåïåíè ïî E, èëè, òî æå ñàìîå, � ïðè åãî
íàèìåíüøåé ñòåïåíè ïî E−1) íåâûðîæäåíà è
R̄ = FR äëÿ íåêîòîðîãî F ∈ Matm(K[n])[E].
Ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìà R̄(z) = 0 íàçûâàåòñÿ
l-îõâàòûâàþùåé ñèñòåìîé äëÿ ñèñòåìû R(z) = 0,
åñëè R̄ ÿâëÿåòñÿ l-îõâàòûâàþùèì îïåðàòîðîì
äëÿ R. Ïðåôèêñ �l� óêàçûâàåò íà íåâûðîæäåí-
íîñòü âåäóùåé (leading) ìàòðèöû. Âîçìîæíî,
÷òî l-îõâàòûâàþùàÿ ñèñòåìà èìååò â ñðàâíåíèè
ñ èñõîäíîé ñèñòåìîé âèäà (9) ëèøíèå ðåøåíèÿ.
Àëãîðèòì EGσ [11, 12, 13] ïðåîáðàçóåò ñè-

ñòåìó R(z) = 0 â l-îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó
R̄(z) = 0. Êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì ðåøåíèÿ,
èìåþùèå âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èíûìè ñëî-
âàìè � ñåêâåíöèàëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9),
àëãîðèòì EGσ ïîçâîëÿåò îòáðîñèòü âñå ëèøíèå
ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî äîïîëíèòåëüíî ñòðîèòñÿ êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Ñèñòå-
ìà R(z) = 0 ïðåîáðàçóåòñÿ â l-îõâàòûâàþùóþ
ñèñòåìó R̄(z) = 0 âûïîëíåíèåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè îäíîòèïíûõ øàãîâ, íà êàæäîì èç êîòî-
ðûõ îäíà èç îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ íåáåçîïàñíîé â
òîì ñìûñëå, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ
ëèøíèõ ðåøåíèé. Òàê, i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû
(1 6 i 6 m) ìîæåò áûòü çàìåíåíî ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû, è ýòà ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ èìååò ïîëèíîìèàëüíûå êîýôôè-
öèåíòû v1(n), v2(n), . . . , vm(n). Åñëè n0 ÿâëÿåò-
ñÿ öåëûì êîðíåì vi(n), òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ

y(x) =
∑∞

n=ν z(n)xn, ν 6 n0, èñõîäíîé ñèñòåìû
äîëæíî, âñëåäñòâèå (9), óäîâëåòâîðÿòüñÿ ëèíåé-
íîå îãðàíè÷åíèå

(B0(n0))i,∗ z(n0) + (B−1(n0))i,∗ z(n0 − 1) + . . .

· · ·+ (B−n0+ν(n0))i,∗ z(ν) = 0. (11)

Â ðàçäåëå 3 áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ñïåöèàëü-
íûé âàðèàíò àëãîðèòìà EGσ, ïîçâîëÿþùèé
ðàáîòàòü ñ áåñêîíå÷íûìè èíäóöèðîâàííûìè
ðåêóððåíòíûìè ñèñòåìàìè, êîòîðûå âîçíèêàþò
ïðè ðàññìîòðåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ
êîýôôèöèåíòàìè-ðÿäàìè.

Ïðèìå÷àíèå 1. Äèôôåðåíöèàëüíûì âàðèàí-
òîì àëãîðèòìà EG ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì EGδ, êî-
òîðûé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ïîëíî-
ãî ðàíãà ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
ñòðîèò l-îõâàòûâàþùóþ ñèñòåìó, ò.å. ñèñòåìó
ñ íåâûðîæäåííîé âåäóùåé ìàòðèöåé, ïðè ýòîì
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïîñòðîåííîé ñèñòåìû ñîäåð-
æèò âñå ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû [14, 13, 3].

3. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

Îáðèñóåì ýñêèçíî îñíîâíûå èäåè àëãîðèòìîâ
ïîèñêà ëîêàëüíûõ ðåøåíèé òðåõ íàçâàííûõ â
ï. 2.2 âèäîâ. Îñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëå-
íî ïðåîäîëåíèþ ïðåïÿòñòâèé, âîçíèêàþùèõ èç-
çà òîãî, ÷òî â ðîëè êîýôôèöèåíòîâ âûñòóïàþò
áåñêîíå÷íûå ðÿäû.

3.1. Ëîðàíîâû ðåøåíèÿ: íèæíèå ãðàíèöû
âàëþàöèé è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

êîýôôèöèåíòîâ

Äëÿ èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû
L(y) = 0 èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòå-
ìîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà R(z) = 0 ñ R = ML, ãäå
ïðåîáðàçîâàíèå M îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
(10). Èìååì

R = B0(n) +B−1(n)E−1 +B−2(n)E−2 + . . . ,

èíäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà çàïèøåòñÿ â âèäå

B0(n)z(n) +B−1(n)z(n− 1) + · · · = 0, (12)

ãäå
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• z(n) = (z1(n), . . . , zm(n))T � âåêòîð-ñòîëáåö
íåèçâåñòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêèõ,
÷òî zi(n) = 0 äëÿ âñåõ îòðèöàòåëüíûõ
n ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì çíà÷åíèåì |n|,
i = 1, . . . ,m;

• B0(n), B−1(n), · · · ∈ Matm(K[n]);

• B0(n) � íåíóëåâàÿ âåäóùàÿ ìàòðèöà îïåðà-
òîðà R è ñèñòåìû (12).

Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà
R(z) = 0 èìååò ïîëíûé ðàíã, ò.å. óðàâíåíèÿ ñè-
ñòåìû R(z) = 0 íåçàâèñèìû íàä K[n][[E−1]], åñ-
ëè è òîëüêî åñëè èñõîäíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ñèñòåìà L(y) = 0 èìååò ïîëíûé ðàíã. Ïðè ýòîì
ñèñòåìà L(y) = 0 îáëàäàåò ëîðàíîâûì ðåøåíèåì
y(x) = u(v)xv + u(v+ 1)xv+1 + . . . , åñëè è òîëüêî
åñëè äâóñòîðîííÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . . , 0, 0, u(v), u(v + 1), . . . (13)

âåêòîð-ñòîëáöîâ êîýôôèöèåíòîâ y(x) óäîâëåòâî-
ðÿåò èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìå:

B0(v)u(v) = 0,
B0(v + 1)u(v + 1) +B−1(v + 1)u(v) = 0,
B0(v + 2)u(v + 2) +B−1(v + 2)u(v + 1)+

+B−2(v + 2)u(v) = 0,
. . .

Åñëè ìàòðèöà B0(n) íåâûðîæäåíà, òî
detB0(n) = 0 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå èñõîäíîé äèôôåðåí-
öèàëüíîé ñèñòåìû: ìíîæåñòâî öåëûõ êîðíåé
ýòîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âêëþ÷àåò ìíî-
æåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ âàëþàöèé ëîðàíîâûõ
ðåøåíèé ñèñòåìû L(y) = 0. Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè
íèæíþþ ãðàíèöó âàëþàöèé âñåõ ëîðàíîâûõ
ðåøåíèé ñèñòåìû.
Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìàòðèöà B0(n) îêà-

çûâàåòñÿ âûðîæäåííîé äàæå êîãäà âåäóùàÿ ìàò-
ðèöà Ar(x) ñèñòåìû L(y) = 0 íåâûðîæäåíà. Ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ñèòóàöèÿ íå
ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâîé.

Òåîðåìà 1. [2] Ïóñòü R =ML, ãäå L îïåðàòîð
ïîëíîãî ðàíãà, ïðèíàäëåæàùèé Matm(K[[x]])[θ].
Ïóñòü âñå êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L ñóòü
êîíñòðóêòèâíûå ñòåïåííûå ðÿäû. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò è àëãîðèòìè÷åñêè ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåí òàêîé îïåðàòîð F ∈ Matm(K[n])[E],

÷òî âåäóùàÿ ìàòðèöà B̄0(n) îïåðàòîðà R̄ = FR
íåâûðîæäåíà. Äîïîëíèòåëüíî ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè-
÷åíèé (ñì. ï. 2.3), êîòîðîå ïîçâîëÿåò èçáàâèòü-
ñÿ îò ëèøíèõ ðåøåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïåðå-
õîäå îò ñèñòåìû R(z) = 0 ê R̄(z) = 0.

Îïåðàòîð F , ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåð-
æäàåòñÿ â òåîðåìå 1, èìååò, êàê è îïåðàòîð R, ïî-
ëèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Ïðè ýòîì F èìå-
åò êîíå÷íûé ïîðÿäîê.
Îñíîâàííûé íà ýòîé òåîðåìå ñïåöèàëüíûé

âàðèàíò àëãîðèòìà EGσ, êîòîðûé ìû íàçîâåì
EG∞σ , ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ëþáîå çàäàííîå
÷èñëî ïåðâûõ ñëàãàåìûõ ñóììû (îïåðàòîðà)

B̄0(n) + B̄−1(n)E−1 + B̄−2(n)E−2 + . . . (14)

Â ýòîì ñìûñëå, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ýòó ñóììó.
Èìåþùàÿ íåâûðîæäåííóþ âåäóùóþ ìàòðèöó

ñèñòåìà R̄(z) = 0 è óïîìÿíóòîå â òåîðåìå ìíîæå-
ñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé ïîçâîëÿþò íàéòè âñå
ëîðàíîâû ðåøåíèÿ èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé
ñèñòåìû L(y) = 0 ïîëíîãî ðàíãà. Çäåñü ñóùå-
ñòâåííî, ÷òî ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé
êîíå÷íî, è êàæäîå èç ýòèõ îãðàíè÷åíèé ñîäåð-
æèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ
(áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ðå-
øåíèÿ z(n), äëÿ êîòîðûõ zi(n) = 0 ïðè âñåõ îò-
ðèöàòåëüíûõ n, ìåíüøèõ íèæíåé ãðàíèöû âàëþ-
àöèé ëîðàíîâûõ ðåøåíèé èñõîäíîé äèôôåðåíöè-
àëüíîé ñèñòåìû).

Ââåäåì ïîíÿòèå, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ íàì â
äàëüíåéøåì. Ïóñòü a(x) = a0+a1x+a2x

2+ . . . �
ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä è p � íåîòðèöàòåëü-
íîå öåëîå. Òîãäà ïîëèíîì a〈p〉(x) = a0 + a1x+
+a2x

2 + · · · + apx
p íàçûâàåòñÿ p-óñå÷åíèåì ðÿ-

äà a(x) (èëè óñå÷åíèåì äî ñòåïåíè p). Ïðè ýòîì
÷èñëî p áóäåì íàçûâàòü ñòåïåíüþ óñå÷åíèÿ.
Ïóñòü S � ëèíåéíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñè-

ñòåìà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, èìåþùàÿ êîýô-
ôèöèåíòû â âèäå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ,
òîãäà p-óñå÷åíèå S〈p〉 ñèñòåìû S � ýòî ñèñòå-
ìà ñ êîýôôèöèåíòàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé
p-óñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ñè-
ñòåìû S. Â ýòîì æå ñìûñëå ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü p-óñå÷åíèÿ îïåðàòîðîâ.

Ïðèìå÷àíèå 2. Åñëè ñèñòåìà S âèäà (1) èìååò
ïîëíûé ðàíã, òî íàèìåíüøåå öåëîå µ òàêîå, ÷òî
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S〈p〉 èìååò ïîëíûé ðàíã ïðè ëþáîì p > µ, íàçû-
âàåòñÿ øèðèíîé S. Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð ñè-
ñòåìû S ïîëíîãî ðàíãà è íåîòðèöàòåëüíîãî öåëî-
ãî p òàêèõ, ÷òî S〈p〉 èìååò ïîëíûé ðàíã, íî S〈p+1〉

èìååò ìåíüøèé ðàíã. Îäíàêî â [2] äîêàçàíî, ÷òî
øèðèíà îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ïîëíîãî
ðàíãà. Ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëü-
íî ñèñòåìû åå øèðèíà ìîæåò áûòü íàéäåíà àë-
ãîðèòìè÷åñêè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç VS ïðîñòðàíñòâî ëîðàíîâûõ
ðåøåíèé ñèñòåìû S è ÷åðåç V 〈p〉S , p ∈ Z, ïðî-
ñòðàíñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñóòü p-óñå÷åíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà VS .
Ìû ðàññìàòðèâàåì àëãîðèòìè÷åñêèé ïîèñê ëî-
ðàíîâûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ
ðÿäàìè â ðîëè êîýôôèöèåíòîâ êàê ðåøåíèå çà-
äà÷è, êîòîðóþ ìû íàçûâàåì çàäà÷åé PL. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíû ñèñòåìà S âèäà (1) ïîë-
íîãî ðàíãà è d0 ∈ Z>0.

PL: Îïðåäåëèòü òàêîå p0 ∈ Z, ÷òî dimVS =

dimV
〈p〉
S ïðè âñåõ p > p0, è íàéòè áàçèñ ïðî-

ñòðàíñòâà V 〈d〉S , ãäå d = max{d0, p0}.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è PL îñíîâûâàåòñÿ íà
ðàññìîòðåíèè èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñè-
ñòåìû, è ïðèâåäåíèè åå ê �óäîáíîìó âèäó� ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà EG∞σ , îáñóæäàâøèìñÿ âû-
øå. Ñèñòåìà (12) áåñêîíå÷íà, è àëãîðèòì íå ìî-
æåò ðàáîòàòü ñðàçó ñî âñåìè ìàòðèöàìè B−i,
i = 0, 1, . . . Çäåñü âûðó÷àþò ëåíèâûå âû÷èñëå-
íèÿ ñ õðàíåíèåì èíôîðìàöèè îá óæå âûïîëíåí-
íûõ ðåäóêöèÿõ è ñäâèãàõ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè
ýòî ïîçâîëÿåò âîâëåêàòü â âû÷èñëèòåëüíûé ïðî-
öåññ ìàòðèöû B−i ñî âñå áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè i,
íå ïðîäåëûâàÿ çàíîâî âñþ âûïîëíåííóþ ê ýòîìó
ìîìåíòó ðàáîòó íàä ìàòðèöàìè ñ ìåíüøèìè i.
Ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ëî-

ðàíîâûõ ðåøåíèé äàíî â [2].

3.2. Ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ: îáîáùåííûé ïîäõîä
Õåôôòåðà

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû L(y) = 0 è
ëþáîãî öåëîãî i > 0 ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ L ê
g(x) lni(x)/i! âûãëÿäèò êàê

Gii(g)
lni x

i!
+ · · ·+Gi1(g)

lnx

1!
+Gi0(g),

ãäå Gi0, Gi1, . . . , Gii ∈ Matm(K[[x]])[θ] è G00 =
L, Gi+j,j = Gi0 äëÿ âñåõ i, j > 0 ([16], [17,
ðàçä. 3.2.1]). Ïðèìåì îáîçíà÷åíèå Li = Gi0. Ïðè
ýòîì Li = Gi+j,j äëÿ âñåõ j > 0.

Îáùàÿ ñõåìà ïîèñêà ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ñèñòåì àíàëîãè÷íà ïðåäëîæåííîé
â [15] ñõåìå äëÿ èìåþùåé ïðîèçâîëüíûé ïîðÿ-
äîê ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ïîë-
íîãî ðàíãà ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè (ñì. òàêæå [13, ðàçä. 7.4]). Ñàìà ýòà ñõåìà
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì àëãîðèòìà Õåôôòåðà [16]
è îñíîâàíà íà ðàññìîòðåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñèñòåì

S0, S1, . . . , (15)

ãäå Sk � ýòî ñèñòåìà

L0(gi) = −
i∑

j=1

Lj(gi−j), i = 0, 1, . . . , k (16)

(ïðè i = 0 â (16) èìååì L0(g0) = 0). Äîêàçàííîå
Õåôôòåðîì äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ óòâåðæäåíèå
îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ñèñòåì:

Òåîðåìà 2. ([7, 15, 18]) Ìíîæåñòâî öåëûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ k, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà Sk
èìååò ëîðàíîâî ðåøåíèå(

g0(x)T , g1(x)T , . . . , gk(x)T
)T
, g0(x) 6= 0,

êîíå÷íî, è åñëè îíî ïóñòî, òî L(y) = 0 íå
èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé â K((x))m[lnx]. Åñ-
ëè ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî è k̃ � åãî ìàê-
ñèìàëüíûé ýëåìåíò, òî ëþáîå ïðèíàäëåæàùåå
K((x))m[lnx] ðåøåíèå ñèñòåìû L(y) = 0 ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå:

k̃∑
s=0

gk̃−s(x)
lns x

s!
, (17)

ãäå(
g0(x)T , g1(x)T , . . . , gk̃(x)T

)T
, g0(x) 6= 0, (18)

ÿâëÿåòñÿ ëîðàíîâûì ðåøåíèåì ñèñòåìû Sk̃. Â
òî æå âðåìÿ ëþáîå ëîðàíîâî ðåøåíèå âèäà (18)
ñèñòåìû Sk̃ ïîðîæäàåò ðåøåíèå (17) ñèñòåìû
L(y) = 0.

Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé:
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1. Äëÿ äàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû S
ðàññìîòðåòü èíäóöèðîâàííóþ ðåêóððåíòíóþ ñè-
ñòåìó è ñ ïîìîùüþ îáñóæäàâøåãîñÿ â ï. 3.1 àë-
ãîðèòìà EG∞σ ïåðåéòè ê ðåêóððåíòíîé ñèñòåìå
ñ íåâûðîæäåííîé âåäóùåé ìàòðèöåé B̄0(n). Âû-
÷èñëèòü âñå êîðíè óðàâíåíèÿ det B̄0(n) = 0. Ñ÷è-
òàÿ äâà êîðíÿ λ, λ′ ýêâèâàëåíòíûìè ïðè λ−λ′ ∈
Z, ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî Λ, ñîäåðæàùåå ïî îäíî-
ìó ïðåäñòàâèòåëþ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíò-
íîñòè.
2. Äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ íàéòè ðåãóëÿðíûå ðåøå-

íèÿ, äîïóñêàþùèå ìíîæèòåëü xλ. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðåòü ñèñòåìó S(λ) � ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
(5) â S è ïîñëåäóþùåãî óìíîæåíèÿ íà x−λ. Èñ-
ïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìå S(λ) îïåðàòî-
ðû L0, L1, . . . , íàéòè ëîðàíîâû ðåøåíèÿ ñèñòåì,
âõîäÿùèõ â (15) (äî ïåðâîé ñèñòåìû, íå èìåþ-
ùåé ëîðàíîâûõ ðåøåíèé). Ýòî äàåò ðåãóëÿðíûå
ðåøåíèÿ y(x) â âèäå (17) äëÿ ñèñòåìû S(λ).

Ïîñòðîåíèå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ñâîäèòñÿ
ýòîé ñõåìîé ê ïîñòðîåíèþ ëîðàíîâûõ ðåøåíèé
íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ
ëîðàíîâûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Ýòî ïîñòðîåíèå
íå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîãî â ï. 3.1.
Ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà äëÿ òàêîé íåîäíîðîä-
íîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû òîæå áóäåò
íåîäíîðîäíîé, åå ïðàâîé ÷àñòüþ ñëóæèò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ïðàâîé ÷àñòè
äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû: êàæäàÿ êîìïîíåí-
òà ýòîé âåêòîðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ
àëãîðèòìè÷åñêè çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ýëåìåíòîâ ïîëÿ K. Àëãîðèòì EG∞σ ìîæåò áûòü
ìîäèôèöèðîâàí íà ñëó÷àé òàêèõ íåîäíîðîäíûõ
ðåêóððåíòíûõ ñèñòåì. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ýòîãî àëãîðèòìà ïîëó÷àåòñÿ íåîäíîðîäíàÿ ðå-
êóððåíòíàÿ ñèñòåìà ñ ëåâîé ÷àñòüþ, çàäàííîé
îïåðàòîðîì (14), è ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, èìåþ-
ùåé âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîð-ñòîëáöîâ.
Âîçíèêàþùèå ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ áóäóò
íåîäíîðîäíûìè, èõ ÷èñëî êîíå÷íî. Ìíîæåñòâî,
ñîäåðæàùåå âñå öåëûå êîðíè àëãåáðàè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ det B̄0(n) = 0 è âàëþàöèþ ïðàâîé
÷àñòè ïîëó÷åííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû (ïðè
óñëîâèè, ÷òî u(v) 6= 0, ìû íàçûâàåì âàëþàöèåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà (13) ÷èñëî v; åñëè âñå
ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíû íóëþ, òî
âàëþàöèÿ ðàâíà ∞), âêëþ÷àåò â ñåáÿ âàëþàöèè
âñåõ âîçìîæíûõ ëîðàíîâûõ ðåøåíèé èñõîäíîé
äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû. Ýòî ïîçâîëÿåò

ðåøèòü çàäà÷ó PL, ìîäèôèöèðîâàííóþ äëÿ
íåîäíîðîäíîãî ñëó÷àÿ.
Óòî÷íèì ïðåäñòàâëåíèå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé,

êîòîðûå âûäàåò àëãîðèòì êàê ðåçóëüòàò ñâîåé
ðàáîòû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç WS(λ) ïðîñòðàíñòâî
ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû S, äîïóñêàþùèõ
ìíîæèòåëü xλ, è ÷åðåç W 〈p〉S (λ) � ïðîñòðàíñòâî,
ïîëó÷àþùååñÿ èç WS(λ) çàìåíîé êàæäîãî ýëå-
ìåíòà âèäà (6) íà

xλ
k∑
s=0

g〈p〉s (x)
lns x

s!
.

Ââèäó êîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà WS(λ)

î÷åâèäíî, ÷òî âàëþàöèè ðÿäîâ gs(x) è g
〈p〉
s (x)

îãðàíè÷åíû ñíèçó. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ p âûïîëíåíî dimWS(λ) = dimW

〈p〉
S (λ).

Ìû ðàññìàòðèâàåì àëãîðèòìè÷åñêèé ïîèñê ðå-
ãóëÿðíûõ ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ðÿäàìè â ðîëè êîýôôèöèåíòîâ êàê
ðåøåíèå çàäà÷è, êîòîðóþ ìû íàçûâàåì çàäà-
÷åé PR. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíû ñèñòåìà S
âèäà (1) ïîëíîãî ðàíãà è d0 ∈ Z>0.

PR: Íàéòè ïîëíûé íàáîð äîïóñòèìûõ ìíîæèòå-
ëåé íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû S. Îïðåäå-
ëèòü òàêîå p0 ∈ Z, ÷òî äëÿ êàæäîãî xλ èç
ýòîãî íàáîðà WS(λ) = dimW

〈p〉
S (λ) ïðè âñåõ

p > p0, è íàéòè áàçèñ ïðîñòðàíñòâà W
〈d〉
S (λ),

ãäå d = max{d0, p0}.

Èíäóöèðîâàííûå ñèñòåìû è èõ ðåøåíèÿ, âîç-
íèêàþùèå ïðè ðàáîòå ïî îïèñàííîé âûøå ñõå-
ìå áåñêîíå÷íû. Àëãîðèòì, êàê è â ñëó÷àå ëî-
ðàíîâûõ ðåøåíèé, èñïîëüçóåò ëåíèâûå âû÷èñ-
ëåíèÿ. Ïðè ïîèñêå ðåøåíèé î÷åðåäíîé ñèñòåìû
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (15) ðàíåå íàéäåííûå ðå-
øåíèÿ ïðåäûäóùèõ ñèñòåì ïðè íåîáõîäèìîñòè
óäëèíÿþòñÿ, ÷òîáû îáåñïå÷èòü àäåêâàòíîå óñå-
÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè î÷åðåäíîé ñèñòåìû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû S(λ) ôàêòè÷å-
ñêè íå òðåáóåòñÿ, ïîñêîëüêó åå èíäóöèðîâàííàÿ
ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç
èíäóöèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû äëÿ S ñ
ïîìîùüþ çàìåíû n íà n+ λ.
Ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ðå-

ãóëÿðíûõ ðåøåíèé äàíî â [7].

Ïðèìå÷àíèå 3. Ñîãëàñíî òðàäèöèîííîìó îïðå-
äåëåíèþ, ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå � ýòî èìåþùàÿ

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ No 2 2016



82 ÀÁÐÀÌÎÂ è äð.

÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ðåøåíèé âèäà (5), ïðè ýòîì â òàêóþ êîìáèíà-
öèþ ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîãóò âõî-
äèòü ñëàãàåìûå ñî çíà÷åíèÿìè λ, ðàçëè÷àþùè-
ìèñÿ íà íåöåëîå ÷èñëî. Íàø àëãîðèòì ñòðîèò áà-
çèñ äëÿ êàæäîãî èç ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîñòîÿùèõ
èç ðåøåíèé âèäà (5), äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ λ
ðàçëè÷àþòñÿ íà öåëîå ÷èñëî. Îáúåäèíåíèå âñåõ
òàêèõ áàçèñîâ äàåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà WS ðåãó-
ëÿðíûõ ðåøåíèé, ïîíèìàåìûõ â òðàäèöèîííîì
ñìûñëå.

3.3. Ôîðìàëüíûå ðåøåíèÿ: ðàçðåøèìûé
âàðèàíò çàäà÷è ïîèñêà

Ìû óæå óïîìèíàëè â ðàçäåëå 1, ÷òî çàäà-
÷à âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âñåõ
ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû ïîëíîãî ðàíãà
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà. Àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå çàäà÷à ïðîâåð-
êè ñóùåñòâîâàíèÿ íåðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé è çà-
äà÷à ïîñòðîåíèÿ áàçèñà âñåõ ôîðìàëüíûõ ðåøå-
íèé [3, 4].
Ìîæíî ïðåäëîæèòü ðàçðåøèìûé âàðèàíò çà-

äà÷è ïîèñêà ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé: åñëè çàðàíåå
èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå N
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé, òî
òàêèå N ðåøåíèé ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû àëãî-
ðèòìè÷åñêè [5]. Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì èìåííî
ýòîò âàðèàíò çàäà÷è.
Äîêàçàíà òåîðåìà

Òåîðåìà 3. [5] Ïóñòü ñèñòåìà S èìååò íåêî-
òîðîå íåðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ȳ(x). Òîãäà äëÿ âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ p
ñèñòåìà S〈p〉 èìååò íåðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ñ òà-
êîé æå ýêñïîíåíöèàëüíîé ÷àñòüþ, ÷òî è ȳ(x).

Ïðèìåíÿÿ ê íåêîòîðîìó p-óñå÷åíèþ èñõîäíîé
ñèñòåìû S îäèí èç àëãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííûõ â
[19, 5, 20] (à òàêæå ïðè íåîáõîäèìîñòè àëãîðèòì
EGδ � ñì. ïðèìå÷àíèå 1; åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïåðå-
õîä îò ñèñòåìû ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè ê ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ, òî äëÿ ïîèñêà
ýêñïîíåíöèàëüíûõ ÷àñòåé ìîãóò áûòü ïîëåçíû-
ìè àëãîðèòìû èç [21, 22]), ìû ïîëó÷àåì íåêî-
òîðîå ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâ íà ðîëü ýêñïîíåí-
öèàëüíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ S. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî
êàíäèäàòà eQ(x−1/q) â ñèñòåìå S âûïîëíÿåì ïîä-
ñòàíîâêó

x = τ q, y(x) = eQ(1/τ)ζ(τ),

ãäå τ � íîâàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, ζ(τ) �
âåêòîð íîâûõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé. Óìíîæàÿ
ðåçóëüòàò íà e−Q(1/τ), ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ëîðàíîâûìè ðÿäà-
ìè, íèæíÿÿ ãðàíèöà âàëþàöèè êîòîðûõ èçâåñò-
íà. Äîìíîæèâ ýòó ñèñòåìó íà τ â íóæíîé öåëîé
ñòåïåíè, ïîëó÷èì ñèñòåìó Sq,Q ñ êîíñòðóêòèâíû-
ìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè â ðîëè êîýôôèöèåíòîâ.
Ê ñèñòåìå Sq,Q ïðèìåíÿåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà WSq,Q âñåõ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé.
Òîãäà äëÿ ñèñòåìû S ðàçìåðíîñòü åå ïðîñòðàí-
ñòâà ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé
÷àñòüþ eQ(x−1/q) áóäåò ðàâíà q dimWSq,Q .
Èòàê, çíàÿ çàðàíåå, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-

ñòâà âñåõ ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòå-
ìû íå ìåíüøå, ÷åì N , ìîæíî ïîñòðîèòü íåêîòî-
ðîå ïîäïðîñòðàíñòâî ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé ðàç-
ìåðíîñòè íå ìåíüøå N ïî p-óñå÷åíèÿì S〈p〉, óâå-
ëè÷èâàÿ p îò íåêîòîðîãî p0 > 0 äî òåõ ïîð, ïî-
êà íå áóäåò ïîñòðîåíî ïîäïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé
íóæíîé ðàçìåðíîñòè. Â êà÷åñòâå p0 ìîæíî âçÿòü,
íàïðèìåð, øèðèíó ñèñòåìû (ñì. ïðèìå÷àíèå 2).
Ìîæíî âçÿòü è 0, íî òîãäà ïðè êàæäîì èññëå-
äóåìîì çíà÷åíèè p > 0 íàäî ïðîâåðÿòü ïîëíîòó
ðàíãà óñå÷åííîé ñèñòåìû.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ïîèñê ôîðìàëüíûõ ðåøå-

íèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðÿ-
äàìè â ðîëè êîýôôèöèåíòîâ êàê ðåøåíèå çàäà-
÷è, êîòîðóþ íàçûâàåì çàäà÷åé PF . Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî çàäàíû ñèñòåìà S âèäà (1) ïîëíîãî ðàí-
ãà è d0, N ∈ Z>0.

PF : Íàéòè íàáîð eQi(x
−1/qi ), i = 1, . . . , k, ýêñïî-

íåíöèàëüíûõ ÷àñòåé ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé
ñèñòåìû S, ïðè êîòîðîì äëÿ Si = Sqi,Qi , i =
= 1, . . . , k, âûïîëíåíî dimWS + q1 dimWS1+
+ · · · + qk dimWSk > N . Äëÿ êàæäîé èç ñè-
ñòåì S, S1, . . . , Sk è ÷èñëà d0 óêàçàòü ðåøå-
íèå çàäà÷è PR.

Åñëè N áîëüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé S, òî àëãîðèòì ïî-
ñòðîåíèÿ ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé íå çàâåðøèò ðà-
áîòó. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà äàíî â [5].

3.4. Î ïðåäñòàâëåíèè ðÿäîâ â ðåøåíèÿõ

Âñå âõîäÿùèå â ðåøåíèÿ ëîðàíîâû ðÿäû ñòðî-
ÿòñÿ â óñå÷åííîì âèäå ñ êîëè÷åñòâîì ÷ëåíîâ íå
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ìåíüøèì, ÷åì çàïðîøåíî ïðè çàïóñêå àëãîðèò-
ìà (èíîãäà è ñ áîëüøèì, åñëè ýòî òðåáóåòñÿ äëÿ
îáåñïå÷åíèÿ íóæíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà
ðåøåíèé). Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñõîæå ñ ïðåäñòàâ-
ëåíèåì ðÿäîâ â ñàìèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòå-
ìàõ, êîãäà ðÿä çàäàåòñÿ àëãîðèòìîì îïðåäåëå-
íèÿ êîýôôèöèåíòà ïî åãî èíäåêñó. Èìåþùååñÿ
íåáîëüøîå ðàçëè÷èå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íàøè àë-
ãîðèòìû âû÷èñëÿþò âñå êîýôôèöèåíòû ïîñëåäî-
âàòåëüíî, è ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòà ñ èí-
äåêñîì i áóäóò âû÷èñëåíû è âñå íåíóëåâûå êîýô-
ôèöèåíòû ðÿäà ñ èíäåêñàìè ìåíüøèìè i (èíî-
ãäà, êàê óæå ãîâîðèëîñü, äàæå è ñ íåêîòîðûìè
áîëüøèìè èíäåêñàìè), ïîýòîìó âûáðàíî ïðåä-
ñòàâëåíèå, âêëþ÷àþùåå âñå âû÷èñëåííûå êîýô-
ôèöèåíòû ðÿäîâ, âõîäÿùèõ â ðåøåíèÿ.

4. ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ëî-
êàëüíûõ ðåøåíèé ðåàëèçîâàíû â ñèñòåìå êîì-
ïüþòåðíîé àëãåáðû Maple ([23]) â âèäå ïðîöåäóð
ïàêåòà EG1 [13, 7].

4.1. Ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåì

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû L(y) = 0 ñ áåñ-
êîíå÷íûìè ðÿäàìè â ðîëè êîýôôèöèåíòîâ èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå (1), â êîòîðîì:

• ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû A0(x), A1(x), . . . ,
Ar(x) çàäàíû ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ îáú-
åêòîâ Matrix ñèñòåìû Maple.

• ýëåìåíòû ìàòðè÷íîãî êîýôôèöèåíòà â îá-
ùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñóììû ïî-
ëèíîìà (íà÷àëüíîãî îòðåçêà ðÿäà) è çàäà-
âàåìîé ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî îáúåêòà
Sum ñèñòåìû Maple áåñêîíå÷íîé ñòåïåííîé
ñóììû ñ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì
k0 > 0 èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ. Êîýôôèöè-
åíòû ïðè xk â òàêîé ñóììå ìîãóò áûòü çàäà-
íû ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé èíäåêñà k. Êàê
ïîëèíîìèàëüíàÿ ÷àñòü, òàê è ÷àñòü â âèäå
Sum ìîãóò îòñóòñòâîâàòü.

• ìíîæèòåëü θly(x) çàäàí êàê
theta(y(x), x, l).

1Ïàêåò è ñåññèÿ Maple ñ ïðèìåðàìè èñïîëüçî-
âàíèÿ îïèñûâàåìûõ ïðîöåäóð äîñòóïíû ïî àäðåñó
http://www.ccas.ru/ca/doku.php/eg

• ïðîèçâåäåíèå ìàòðè÷íîãî êîýôôèöèåíòà è
âåêòîð-ôóíêöèè çàäàíî ñ ïîìîùüþ çíàêà �.�,
ò.å. çíàêà ñòàíäàðòíîé îïåðàöèè ìàòðè÷íîãî
óìíîæåíèÿ â ñèñòåìå Maple.

Ïðèìåð 1. Ïóñòüm = 3 è ñèñòåìà çàäàíà â âèäå
(1): 

x+
∞∑
k=3

xk 0 0

0
∞∑
k=1

xk 0

0 0
∞∑
k=1

xk

 θ2y(x)+

+

x2 0 0
0 1 0
0 0 1

 θy(x)+

+


−1−x+x2−

∞∑
k=3

xk −x2 −1− x

−x2 −
∞∑
k=1

xk −1− x3

−x3 x −1−
∞∑
k=1

xk

 y(x) = 0

Â Maple ýòà ñèñòåìà â âûáðàííîé ôîðìå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàê, êàê íà
ðèñ. 1. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå î÷åíü áëèçêî ê èñõîä-
íîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàïèñè.

Â íàøèõ ðàííèõ ðåàëèçàöèÿõ [2, 7] ìû èñïîëü-
çîâàëè ïðåäñòàâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòå-
ìû L(y) = 0 îïåðàòîðíîé ìàòðèöåé (4). Îïåðà-
òîðû Lij ðàññìàòðèâàëèñü êàê ñòåïåííûå ðÿäû
ïî x ñ êîýôôèöèåíòàìè â K[θ]; íàïîìíèì, ÷òî
ïîðÿäîê êàæäîãî òàêîãî êîýôôèöèåíòà íå ïðå-
âîñõîäèò ïîðÿäêà ñèñòåìû L(y) = 0. Ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ èíäåêñàõ i, j îïåðàòîð Lij çàäàåòñÿ
ôóíêöèåé öåëîãî àðãóìåíòà, íàïðèìåð, k, êîòî-
ðàÿ âû÷èñëÿåò êîýôôèöèåíò (êàê ïîëèíîì îò θ)
ïðè xk â ýòîì îïåðàòîðå. Ýòè ôóíêöèè äëÿ âñåõ
ïàð èíäåêñîâ i, j ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïðîöå-
äóðàìè. Â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþòñÿ ôóíê-
öèè if èëè piecewise. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå êîì-
ïàêòíî � òðåáóåòñÿ çàäàòü m ×m ôóíêöèé âíå
çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà ñèñòåìû. Íî ó òàêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ åñòü è íåäîñòàòêè � îíî íå äîñòà-
òî÷íî íàãëÿäíî è íå âèäåí ïîðÿäîê ñèñòåìû. Äëÿ
ïîèñêà ëîðàíîâûõ è ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé òàêîé
ïîðÿäîê íå òðåáóåòñÿ, îäíàêî îí ÿâíî èñïîëüçó-
åòñÿ àëãîðèòìîì ïîèñêà ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé.
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Ðèñ. 1.

Ïîýòîìó äëÿ óíèôèêàöèè ñïîñîáà çàäàíèÿ ñèñòå-
ìû ïî âñåì òðåì ðàññìàòðèâàåìûì àëãîðèòìàì
è äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñè-
ñòåìû ìû ïåðåøëè ê ïðåäñòàâëåíèþ, îïèñàííî-
ìó âûøå.

4.2. Ëîðàíîâû ðåøåíèÿ

Àëãîðèòì ïîèñêà ëîðàíîâûõ ðåøåíèé ðåàëè-
çîâàí â âèäå ïðîöåäóðû EG[LaurentSolution].
Ïîìèìî ñèñòåìû, çàäàííîé êàê îïèñàíî â ï. 4.1,
ïðîöåäóðà èìååò òðè äîïîëíèòåëüíûõ àðãóìåí-
òà:

θ � èìÿ îïåðàòîðà x d
dx ,

var � èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ y(x),

d0 � ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìàÿ ñòåïåíü óñå-
÷åíèÿ ðÿäîâ â ðåøåíèè.

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ïîëó÷àåì
ðåøåíèå çàäà÷è PL â ñîîòâåòñòâèè ñ åå ôîðìó-
ëèðîâêîé èç ï. 3.1.

Ïðèìåð 2. Ïðèìåíèì ïðîöåäóðó ê ñèñòåìå èç
ïðèìåðà 1, ñì. ðèñ. 2. Âèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó-
÷àå óñå÷åíèå èìååò ñòåïåíü áîëåå âûñîêóþ, ÷åì
çàïðàøèâàëîñü (1, à íå 0), òàê êàê èíà÷å íå áûë
áû îïðåäåëåí áàçèñ ðåøåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ çà-
äà÷åé PL.

4.3. Ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ

Àëãîðèòì ïîèñêà ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ðåàëè-
çîâàí â âèäå ïðîöåäóðû EG[RegularSolution].
Ïîìèìî ñèñòåìû, çàäàííîé êàê îïèñàíî â ï. 4.1,
ïðîöåäóðà èìååò òðè äîïîëíèòåëüíûõ àðãóìåí-
òà, òàêèõ æå, êàê EG[LaurentSolution].
Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ïîëó÷àåì

ðåøåíèå çàäà÷è PR â ñîîòâåòñòâèè ñ åå ôîðìó-
ëèðîâêîé èç ï. 3.2.

Ïðèìåð 3. Ïðèìåíèì ïðîöåäóðó ê ñèñòåìå èç
ïðèìåðà 1, ñì. ðèñ. 3.
Êàê è â ïðèìåðå 2, óñå÷åíèå èìååò ñòåïåíü áî-

ëåå âûñîêóþ, ÷åì çàïðàøèâàëîñü (1, à íå 0), òàê
êàê èíà÷å íå áûë áû îïðåäåëåí áàçèñ ðåøåíèé â
ñîîòâåòñòâèè ñ çàäà÷åé PR. Íàéäåííûå â ïðèìå-
ðå 2 ëîðàíîâû ðåøåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â íàéäåííûõ
ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèÿõ ïðè _c1 = 0.

4.4. Ôîðìàëüíûå ðåøåíèÿ

Àëãîðèòì ïîèñêà ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé ðåà-
ëèçîâàí â âèäå ïðîöåäóðû EG[FormalSolution].
Ïåðâûå òðè àðãóìåíòà ïðîöåäóðû � òàêèå
æå, êàê ó ïðîöåäóð EG[LaurentSolution],
EG[RegularSolution], ÷åòâåðòûé àðãóìåíò:

τ � èìÿ ïåðåìåííîé, ïàðàìåòðèçóþùåé
ôîðìàëüíûå ðåøåíèÿ (8).
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Ðèñ. 2.

Ðèñ. 3.

Ðèñ. 4.

Ïðåäóñìîòðåíû åùå äâà íåîáÿçàòåëüíûõ àð-
ãóìåíòà. Ïîðÿäîê íåîáÿçàòåëüíûõ àðãóìåíòîâ
ïðîèçâîëüíûé, ñïîñîá çàäàíèÿ � ðàâåíñòâî ñ
êëþ÷åâûì ñëîâîì: 'truncate_solution' = d0
� ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìàÿ ñòåïåíü óñå÷åíèÿ
ðÿäîâ â ðåøåíèè (ïî óìîë÷àíèþ d0 = 0);
'solution_dimention' = N � íèæíÿÿ ãðà-
íèöà ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ôîðìàëüíûõ
ðåøåíèé (ïî óìîë÷àíèþ N = 1).
Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ïîëó÷àåì

ðåøåíèå çàäà÷è PF â ñîîòâåòñòâèè ñ åå ôîðìó-
ëèðîâêîé èç ï. 3.3.

Ïðèìåð 4. Ïðèìåíèì ïðîöåäóðó ê ñèñòåìå èç
ïðèìåðà 1, ñì. ðèñ. 4.
Ýòî äàñò ñïèñîê èç òðåõ ýëåìåíòîâ. Ïåðâûé

ýëåìåíò ñïèñêà Res[1] ïðåäñòàâëÿåò ïðîñòðàí-
ñòâî ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû, ñîâïàäàþ-
ùåå ñ íàéäåííûì â ïðèìåðå 3. Ðàçìåðíîñòü ýòî-
ãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà äâóì � êîëè÷åñòâó ïðîèç-
âîëüíûõ ïîñòîÿííûõ _c1,_c2. Âòîðîé ýëåìåíò �
ïðîñòðàíñòâî ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé ñ ýêñïîíåí-
öèàëüíîé ÷àñòüþ e1/x, åãî ðàçìåðíîñòü òàêæå

ðàâíà äâóì. Òðåòèé ýëåìåíò � äâà ïðîñòðàíñòâà
ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé ñ ýêñïîíåíöèàëüíûìè ÷à-
ñòÿìè e−2/

√
x è e2/

√
x, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò

ðàçìåðíîñòü îäèí. Îáùàÿ ðàçìåðíîñòü íàéäåí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé ðàâíà
øåñòè, êàê è áûëî çàïðîøåíî ñ ïîìîùüþ àðãó-
ìåíòà 'solution_dimention'.

Â ðàçäåëå 3 áûëî ïîêàçàíî, êàê ïðè ïîñòðî-
åíèè ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé èñïîëüçóåòñÿ ïîèñê
ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé, à ïðè ïîñòðîåíèè ðåãóëÿð-
íûõ ðåøåíèé � ïîèñê ëîðàíîâûõ ðåøåíèé. Ïðè
ýòîì ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ âñåõ ôîðìàëüíûõ
ðåøåíèé ñòðîèò è âñå ðåãóëÿðíûå, â ÷àñòíîñòè �
ëîðàíîâû ðåøåíèÿ. Â ïðèíöèïå, îäíîé ïðîöåäó-
ðû EG[FormalSolution] äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëó-
÷àòü ðåøåíèÿ âñåõ òðåõ òèïîâ. Íî åñëè íàäî ïî-
ñòðîèòü, ñêàæåì, òîëüêî ëîðàíîâû ðåøåíèÿ, òî
ïðîöåäóðà EG[LaurentSolution] ñäåëàåò ýòî çíà-
÷èòåëüíî áûñòðåå, åñëè äàæå èñõîäíàÿ ñèñòåìà
íå èìååò íèêàêèõ ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé, êðîìå
ëîðàíîâûõ. Ïîýòîìó ïðåäëàãàþòñÿ òðè ïðîöåäó-
ðû ïîèñêà ðåøåíèé ðàçíûõ òèïîâ.
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