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1. ВВЕДЕНИЕ
Корни определяющих полиномов линей-

ных обыкновенных дифференциальных, раз-
ностных, q-разностных операторов (уравнений)
дают важные сведения о решениях самих этих
операторов. Это и валюация лоранова реше-
ния, т. е. младшая степень x, входящая в ряд с
ненулевым коэффициентом, и степень полино-
миального решения, и т. д. Совокупность корней
должным образом выбранного определяющего
полинома дает конечное число кандидатов на
соответствующую роль.

Мы берем наиболее распространенные слу-
чаи такого рода операторов — дифференциаль-
ный, разностный и q-разностный, показываем,
что они могут рассматриваться с единой точки
зрения и предлагаем единый подход к получе-
нию определяющего полинома. Это достигает-
ся включением в класс рассматриваемых объек-
тов так называемых индуцированных рекуррент-
ных операторов, прямое назначение которых —
построение последовательности коэффициентов
рядов, являющихся решениями или компонента-
ми решений исходных дифференциальных, раз-
ностных или q-разностных уравнений. Обна-
руживается, что помимо этого единого подхо-
да к получению определяющего полинома, при-
влечение индуцированных операторов открывает

возможность доказательства различных свойств
определяющих полиномов.

Статья построена следующим образом.
В разделе 2 даются некоторые сведения об об-

суждении в литературе возможностей использо-
вания определяющих полиномов. Раздел 3 по-
священ индуцированным операторам, здесь же
обсуждается возможность использования инду-
цированных операторов для получения опреде-
ляющих полиномов. Сами определяющие поли-
номы, получаемые этим подходом, описываются
теоремой 1 в разделе 4.

В разделе 5 обсуждается одно из возможных
применений рассматриваемого подхода к по-
строению определяющих полиномов в доказа-
тельстве свойств таких полиномов. Как пример,
приводится доказательство некоторого мульти-
пликативного свойства определяющих полино-
мов. Для дифференциального случая это свой-
ство ранее было установлено в [1]. В настоя-
щей статье доказывается теорема 2, охватываю-
щая три случая — дифференциальный, разност-
ный и q-разностный.

В статье используются некоторые стандарт-
ные обозначения: K[x] — кольцо полиномов,
K[[x]] — кольцо формальных степенных рядов и
K((x)) — поле или кольцо формальных лорано-
вых рядов от x над заданным полем (или коль-
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цом) K. Еще о терминологии: в литературе усто-
явшимся термином служит “определяющее урав-
нение”, и само такое уравнение имеет вид f (n) =
0, где f — полином над некоторым кольцом или
полем. Применительно к f мы используем тер-
мин “определяющий полином”.

2. ОБ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ УРАВНЕНИЯХ
В ТОЧКАХ 0 И∞

2.1. Точка 0

Для линейного обыкновенного дифференци-
ального оператора L, для которого по приня-
той классификации точка 0 — регулярная осо-
бая ([2, гл. IV, §2]), метод Фробениуса ([2, гл. IV,
§8], [3, разд. 5.3.3]) позволяет построить поли-
ном f и описать алгоритмически все такие имею-
щие ненулевые свободные члены степенные ря-
ды g(x), что при любой постоянной λ выполняет-
ся

L
(︁

xλg(x)
)︁
= f (λ)xλ.

Это, в частности, позволяет находить все реше-
ния вида

xλg(x), (1)

в них значения λ удовлетворяют определяющему
уравнению f (λ) = 0.

Для L(y) = 0 лорановыми (в том числе формаль-
ными лорановыми) называются решения в виде
ряда

∑︀∞
n=λ cnxn ∈ K((x)), λ ∈ Z, cλ ̸= 0. Здесь λ

называется валюацией лоранова решения. Лора-
новы решения являются частным случаем реше-
ний вида (1), для их построения используется то
же определяющее уравнение f (λ) = 0, что и в слу-
чае (1): если дифференциальное уравнение име-
ет лораново решение с валюацией λ, то λ являет-
ся корнем определяющего уравнения. Таким об-
разом, множество всех целых корней определяю-
щего уравнения включает в себя множество ва-
люаций всех лорановых решений дифференци-
ального уравнения.

2.2. Точка∞

В [4] рассмотрена задача поиска полиноми-
альных решений уравнения L(y) = 0, где L —
линейный дифференциальный или разностный
оператор с полиномиальными коэффициентами.
То есть L имеет вид

ad(x)Dd + · · · + a1(x)D + a0(x) (2)

или
ad(x)∆d + · · · + a1(x)∆ + a0(x), (3)

где для некоторого поля K характеристики 0 име-
ем a0(x), . . . , ad(x) ∈ K[x], ad(x) ̸= 0, D = d

dx ,

∆y(x) = y(x + 1) − y(x). Для решения этой задачи
вводится целая величина m и ненулевой полином
I(n) такие, что применение оператора L к поли-
ному s(x) степени deg s(x) дает полином L(s), для
которого

deg L(s) ⩽ deg s(x) + m. (4)

Здесь коэффициент при xdeg s(x)+m равен
lc s(x) I(deg s(x)), где lc s(x) обозначает коэффи-
циент полинома s(x) при старшей степени x,
т. е. при xdeg s(x). Таким образом, для полиноми-
ального решения y(x) степени k = deg y(x) для
уравнения L(y) = 0 выполняется I(k) = 0. Если
I(n) не имеет неотрицательных целых корней,
то L(y) = 0 не имеет полиномиальных реше-
ний. В противном случае максимальный целый
корень полинома I(n) можно использовать как
верхнюю границу степени решения y(x). В [4]
приведены формулы вычисления числа m и
полинома I(n) по коэффициентам оператора L.

В [5] для поиска полиномиальных решений
разностного уравнения был применен этот же
подход с той лишь разницей, что разностный
оператор L задан как полином от оператора сдви-
га σ: σy(x) = y(x + 1). То есть L имеет вид

ãd(x)σd + · · · + ã1(x)σ + ã0(x), (5)

где ã0(x), . . . , ãd(x) ∈ K[x]. Можно выполнить пе-
реход от записи (5) к (3) и затем построить I(n).
В [5] дается алгоритм построения I(n) по коэффи-
циентам ã0(x), . . . , ãd(x), что позволяет сократить
вычисления, возникающие при переходе от запи-
си (5) к (3).

В [6, гл.2, §6] в задаче построения полино-
миальных решений снова рассматриваются диф-
ференциальный и разностный случай уравне-
ния, а также и q-разностной случай: уравнение
L(y) = 0, где L имеет вид

ad(x)Qd + · · · + a1(x)Q + a0(x). (6)

Оператор Q определен следующим образом:
Q(y(x)) = y(qx), где q либо является таким нену-
левым элементом K, что |qn| ≠ 1 для любого цело-
го n, либо K = K1(q) и при этом элемент q поля K
трансцендентен над полем K1.

В [6] для этих трех случаев число m, появив-
шееся в (4), обозначено через ω и названо при-
ращением оператора L, а I(n) названо определя-
ющим полиномом оператора L. Там же, в п. 7.11,
для случая дифференциального уравнения заме-
чено, что тот же полином I(n) может быть исполь-
зован при рассмотрении решений в K((x−1)), т. е.
решений вида y(x) = cµxµ + cµ−1xµ−1 + . . . , где
cµ ̸= 0 (valx−1y(x) = µ называется валюацией ряда
по x−1). Если уравнение L(y) = 0 имеет решение с
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valx−1y(x) = µ, то µ является корнем I(n), который
в связи с этой задачей обозначается через I∞(n).
Для приращения используется обозначение ω∞.

3. ИНДУЦИРОВАННЫЕ ОПЕРАТОРЫ

3.1. Совместимые базисы

В [7] для поиска полиномиальных решений
L(y) = 0 предлагается использовать совмести-
мый с оператором L полиномиальный базис.
Последовательность ℬ = ⟨Pn⟩

∞
n=0 полиномов из

K[x] такая, что deg Pn = n и Pn|Pm для 0 ⩽ n < m,
называется совместимым с оператором L: K[x] →
→ K[x] базисом пространства K[x], если су-
ществуют A, B ∈ Z⩾0 такие, что для любого
n = 0, 1, . . . выполняется LPn =

∑︀B
i=−A αi(n)Pn+i,

где αi(n) ∈ K для n = 0, 1, . . ., i = −A,−A + 1, . . . , B,
α−A(n) ̸≡ 0 и Pn = 0 для n < 0.

Множество всех формальных сумм
s(x) =

∑︀∞
n=0 cnPn, где cn ∈ K для n ∈ Z⩾0, явля-

ется кольцом. Обозначим его через K[[ℬ]]. Пусть
ℬ — совместимый с L базис. Для s(x) ∈ K[[ℬ]]
выполняется L(s) = 0, если и только если вы-
полняется

∑︀A
i=−B α−i(n + i) cn+i = 0 для всех n ⩾ 0

при условии cn = 0 для n < 0. В [7] показано,
что для дифференциального и q-разностного
оператора L совместимым базисом является
⟨xn⟩∞n=0, для разностного оператора — ⟨

(︀x
n

)︀
⟩∞n=0.

Приведены формулы построения αi(n) по коэф-
фициентам оператора L для этих трех случаев.
Таким образом, задача построения полиноми-
альных решений

∑︀deg y
n=0 cnPn (а также решений

в виде формального ряда
∑︀∞

n=0 cnPn) уравнения
L(y) = 0 сводится к вычислению последователь-
ности ⟨cn⟩

∞
n=0, удовлетворяющей рекуррентному

соотношению

bl(n)cn+l + bl−1(n)cn+l−1 + · · · + bt(n)cn+t = 0, (7)

где l ⩾ t, bl(n) ̸= 0, bt(n) ̸= 0. При вычислении cn
полагается cn = 0 для n < 0, а в задаче построения
полиномиальных решений также — cn = 0 при
всех достаточно больших значениях n. Уравнение
bt(n − t) = 0 является определяющим в задаче по-
строения полиномиальных решений (множество
его целых корней содержит все степени полино-
миальных решений L(y) = 0). В роли определяю-
щего полинома здесь выступает bt(n − t).

3.2. Индуцированность по базису

В [8] соотношение (7) названо индуцированным
по базису ℬ для L(y) = 0. Индуцированным опера-
тором для L — соответствующий (7) оператор

L
○i
= bl(n)El + bl−1(n)El−1 + · · · + bt(n)Et, (8)

где E — оператор сдвига: Ecn = cn+1, E−1cn = cn−1.
Ненулевые коэффициенты bl(n) и bt(n) называ-
ются ведущим и трейлинговым коэффициентами

оператора L
○i

и соотношения L
○i
(c) = 0, величины

l и t — ведущим и трейлинговым порядками.
В [8] показано, что множество всех совмести-

мых с ℬ операторов, обозначенное через ℒℬ, яв-
ляется K-алгеброй и преобразование индуциро-
ванности, ставящее в соответствие L ∈ ℒℬ его

индуцированный оператор L
○i

, является изомор-
физмом. То есть для любых двух операторов
L1, L2 ∈ ℒℬ и любых a, b ∈ K выполняется:

(aL1 + bL2)
○i
= aL

○i

1 + bL
○i

2 и (L1L2)
○i
= L
○i

1L
○i

2.

Из этого следует, что если ℬ — совместимый
базис с оператором ξ: K[x]→ K[x] и совместимый
с оператором x (т. е. с оператором — умножени-
ем на независимую переменную x), то ℬ являет-
ся совместимым с любым L ∈ K[x, ξ] и преобра-
зование перехода к индуцированному оператору
задается двумя правилами: для ξ и x.

Индуцированные рекуррентные соотношения
можно использовать при построении решений
вида y(x) =

∑︀∞
n=ν cnPn, ν ∈ Z, cν ̸= 0, если оказыва-

ется возможным продлить полиномиальный ба-
зис для отрицательных значений n. В дифферен-
циальном и q-разностном случае для этого под-
ходит двусторонняя последовательность рацио-
нальных функций ⟨xn⟩n∈Z. В [9], [10] показано,
что в разностном случае может быть использо-
вана последовательность ⟨xn⟩n∈Z по “падающим”
степеням:

xn =

⎧⎨⎩
x(x − 1) . . . (x − n + 1), если n > 0,
1, если n = 0,

1
(x+1)(x+2)...(x+|n|) , если n < 0.

Пространство всех рядов по ℬ = ⟨Pn⟩n∈Z над K,
т. е. рядов вида

∑︀
n∈Z cnPn, cn ∈ K и cn = 0 для всех

достаточно больших по модулю отрицательных
n, обозначим через K((ℬ)). Для элементов этого
пространства вводятся понятия валюации val+ и
ведущего коэффициента lc+, аналогично случаю
степенных лорановых рядов, т. е. случаю Pn = xn,
n ∈ Z. Решение уравнения в виде ряда из K((ℬ))
будем называть лорановым.

Пусть для уравнения L(y) = 0 с полиноми-
альными коэффициентами и совместимого с ним
двустороннего базиса ℬ индуцированным опера-
тором является (8). Уравнение bl(n − l) = 0, где
bl(n) — ведущий коэффициент индуцированного
оператора, l — его ведущий порядок, называется
определяющим уравнением (bl(n− l) — определяю-
щим полиномом) в задаче построения решений
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в K((ℬ)). Множество всех целых корней опреде-
ляющего уравнения содержит все валюации та-
ких решений.

Аналогично, пространство всех рядов вида∑︀
n∈Z cnPn, cn ∈ K таких, что cn = 0 для всех до-

статочно больших n, обозначим через K((ℬ))−.
Для элементов этого пространства вводятся по-
нятия валюации val− и ведущего коэффициен-
та lc−. Уравнение bt(n − t) = 0 называется опре-
деляющим уравнением (bl(n − l) — определяю-
щим полиномом) в задаче построения решений
в K((ℬ))−.

Пример 1. Для кольца дифференциальных опе-
раторов из K[x,D] и базиса ⟨xn⟩n∈Z преобразова-
ние перехода к индуцированному оператору за-
дается правилами

x→ E−1, D→ (n + 1)E.

Для L = (−x2+1)D2−2 x D+12 по этим правилам
получаем

L
○i
= (−E−2+ 1)(n + 1)E(n + 1)E − 2E−1(n + 1)E + 12 =
= −(n − 1)n cn + (n + 1)(n + 2)cn+2 − 2 n cn + 12 cn =

= (n + 1)(n + 2)cn+2 − (n + 4)(n − 3)cn.

Пример 2. Для кольца q-разностных операто-
ров из K(q)[x,Q] и базиса ⟨xn⟩n∈Z переход к инду-
цированному оператору выполняется по прави-
лам

x→ E−1, Q→ qn.

Для L = (q6x3 + 1)Q2 − q14 получаем L
○i
= (q2n −

− q14) + q2nE−3.

Пример 3. Для разностных операторов
из K[x, σ] и базиса ⟨xn⟩n∈Z переход к индуци-
рованному оператору выполняется по правилам

x→ n + E−1, σ→ 1 + (n + 1)E.

Например, для L = (x + 6) σ − (x + 1) получаем

L
○i
= (n + 6)(n + 1)E + (n + 5).

4. ИНДУЦИРОВАННЫЕ РЕКУРРЕНТНЫЕ
СООТНОШЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ

ПОЛИНОМЫ

Далее рассматривается уравнение L(y) = 0, где
L ∈ K[x, ξ], ξ ∈ {D,Q, σ} и совместимый с ξ двусто-
ронний базис ℬ = ⟨Pn⟩n∈Z рациональных функ-
ций. То есть выполняются условия, сформулиро-
ванные в [7], [8] и [9]:

• Pn ∈ K[x] и deg Pn = n для n ⩾ 0;

• Pn|Pm для 0 ⩽ n < m;

• P−1
n ∈ K[x] и deg P−1

n = −n для n < 0;

• P−1
n |P

−1
m для m < n < 0;

• существуют A, B ∈ Z⩾0 такие, что для любого
n ∈ Z выполняется

ξPn =

B1∑︁
i=−A1

α1,i(n)Pn+i,

где α1,i(n) ∈ K для n ∈ Z, i = −A1, −A1 + 1, . . .,
B1, α−A1(n) ̸≡ 0;

xPn =

B2∑︁
i=−A2

α2,i(n)Pn+i,

где α2,i(n) ∈ K для n ∈ Z, i = −A2, −A2 + 1, . . .,
B2, α−A2(n) ̸≡ 0.

В примерах 1–3 приведены двусторонние бази-
сы, совместимые c ξ ∈ {D,Q, σ}.

Теорема 1. Пусть ℬ = ⟨Pn⟩n∈Z совместимый с ξ
двусторонний базис и L ∈ K[x, ξ] Тогда существуют

(i) такиеωL,+ ∈ Z, IL,+ ∈ K[λ], что для произволь-
ного s(x) ∈ K((ℬ)), val+s(x) = ν, tc+ s(x) = cν,
выполнено

L(s) = cνIL,+(ν)Pν+ωL,+ + . . . , (9)

где многоточие означает ряд из K((ℬ)) с валю-
ацией val+ большей, чем ν + ωL,+;

(ii) такиеωL,− ∈ Z, IL,− ∈ K[λ], что для произволь-
ного u(x) ∈ K((ℬ))−, val−u(x) = µ, tc− u(x) = dµ,
выполнено

L(u) = dµIL,−(µ)Pµ+ωL,− + . . . , (10)

где многоточие означает ряд из K((ℬ))− с ва-
люацией val− меньшей, чем µ + ωL,−.

Доказательство. Пусть для L индуцированный

оператор L
○i

по совместимому базису ℬ име-
ет вид (8). Применение L к двустороннему ря-
ду s(x) =

∑︀∞
n=−∞ cnPn даст ряд s̄(x) =

∑︀∞
n=−∞ c̄nPn.

Двусторонняя последовательность c̄n получается

применением оператора L
○i

к последовательно-
сти cn:

c̄n = bl(n)cn+l + · · · + bt(n)cn+t, n ∈ Z.

Таким образом, мы имеем

L(s) =
∞∑︁

n=−∞

(︁
L
○i
(c)

)︁
n

Pn.
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Пусть val+ s(x) = ν и tc+ s(x) = cν. Посколь-

ку cn = 0 для n < ν, то
(︁

L
○i
(c)

)︁
n
= 0 для всех

n < ν − l и
(︁

L
○i
(c)

)︁
ν−l
= bl(ν − l)cν. То есть выпол-

няется утверждение (i) теоремы при ωL,+ = −l,
IL,+(λ) = bl(λ + ωL,+).

В случае u(x) = uµPµ + uµ−1Pµ−1 + . . ., uµ ̸= 0, по-

скольку dn = 0 для n > µ, то
(︁

L
○i
(d)

)︁
n
= 0 для

всех n > µ − t и
(︁

L
○i
(c)

)︁
µ−t
= bt(µ − t)cµ. Выпол-

няется утверждение (ii) теоремы при ωL,− = −t,
IL,−(λ) = bt(λ + ωL,−).

Поиск лорановых решений по совместимому
с ξ базису корректен и в случае оператора с ко-
эффициентами рядами: L ∈ K[[x]][ξ]. Индуциро-

ванный оператор L
○i

в общем случае будет иметь
бесконечный порядок и иметь вид

bl(n)El + bl−1(n)El−1 + . . .

Для такого оператора существуют ωL,+ ∈ Z и
IL,+ ∈ K[λ], как в теореме 1(i).

Умножение на x−1 является оператором, сов-
местимым с ⟨xn⟩n∈Z: x−1 → E. Поэтому для ξ, сов-
местимого с ⟨xn⟩n∈Z (например, ξ ∈ {D,Q}), воз-
можен поиск лорановых решений в K((x−1)) для
уравнения L(y) = 0, где L ∈ K((x−1))[ξ]. В этом слу-

чае индуцированный оператор L
○i

в общем случае
будет иметь вид

· · · + bt+1(n)Et+1 + bt(n)Et,

будут существовать ωL,− ∈ Z и IL,− ∈ K[λ], как в
теореме 1(ii).

Доказательство, проведенное для случая L с
полиномиальными коэффициентами, корректно
и для этих двух случаев.

Обратим особое внимание на то, что полином
IL,+(λ) (и IL,−(λ)) в (9) (соответственно, (10)) будет
одним и тем же для любого s(x) (u(x)) указанного
вида, этот полином целиком задан оператором L
и совместимым с ξ базисом ℬ.

Следующее определение, по сути, обобщает
определения из [2], [4], [6–8].

Определение 1. Полином IL,+(λ) в (9) назовем
определяющим полиномом оператора L для задачи
поиска решений в K((ℬ)). Полином IL,−(λ) в (10) —
определяющим полиномом оператора L для задачи
поиска решений в K((ℬ))−.

Пример 4. Для дифференциального операто-
ра L из примера 1 в задаче построения для
L(y) = 0 решений в K((x)) определяющее уравне-
ние: λ(λ − 1) = 0. Множество {0, 1} его целых кор-
ней содержит все валюации val+ решений. Ко-

эффициенты этих решений последовательно вы-

числяются с помощью L
○i
(c) = 0, начиная с ниж-

ней границы валюаций до любого заданного n,
т. е. в данном примере последовательно вычисля-
ются c0, c1, . . . , cn. Выпишем решение до x4:

C1 +C2 x − 6 C1x2 −
5
3

C2x3 + 3 C1x4 + . . . ,

где C1,C2 — произвольные постоянные.
В задаче построения решений в K((x−1)) опре-

деляющее уравнение есть −(λ − 3)(λ + 4) = 0.
Множество {−4, 3} его целых корней содержит
все валюации val− решений. Коэффициенты этих
решений последовательно вычисляются с помо-

щью L
○i
(c) = 0, начиная с верхней границы валю-

аций до любого заданного n, т. е. последовательно
вычисляются c3, c2, . . . , cn. Выпишем для данного
примера решения до x−4:

C1x3 −
3
5

C1x +C2x−4 + . . . ,

где C1, C2 — произвольные постоянные. Уравне-
ние L(y) = 0 имеет и полиномиальные решения:
C1x3 − 3

5 C1x.

Пример 5. Для q-разностного оператора L из
примера 2 в задаче построения решений в K((x))
определяющее уравнение (qλ−q7)(qλ+q7) = 0 име-
ет один целый корень: λ = 7. Выпишем началь-
ные члены лоранова решения для L(y) = 0 до x13:

C
(︂

x7 −
q20x10

q20 − q14 +
q46x13

(q26 − q14)(q20 − q14)
+ . . .

)︂
,

где C — произвольная постоянная.
В задаче построения решений в K((x−1)) опре-

деляющее уравнение q6q2λ = 0 не имеет целых
корней. Следовательно, уравнение L(y) = 0 не
имеет ненулевых решений в K((x−1)) и не имеет
полиномиальных решений.

Пример 6. Для разностного оператора L из при-
мера 3 и базиса ℬ = ⟨xn⟩n∈Z определяющий по-
лином IL,+(λ) = (λ + 5)λ имеет два целых корня:
{−5, 0}. Начальные члены решений в K((ℬ)) для
L(y) = 0:

C1x
−5
+C2 x

0
−

5
6

C2 x
1
+ . . . ,

где C1, C2 — произвольные постоянные.
В задаче построения решений в K((⟨xn⟩n∈Z))−

определяющий полином IL,−(λ) = (λ + 5) имеет
один корень, ему соответствуют решения

C1x
−5
+ . . .
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Здесь многоточие обозначает члены ряда с x
n

для n < −5. Не трудно убедиться, что коэффици-
енты в этих членах все равны 0: cn = 0, n < −5.
То есть уравнение L(y) = 0 имеет решения в виде
лоранова полинома:

C1x
−5
=

C1

(x + 5)(x + 4)(x + 3)(x + 2)(x + 1)
.

Примечание 1. Определяющее уравнение, ко-
торое мы получаем посредством индуцированно-
го оператора в дифференциальном случае, совпа-
дает с тем, которое дает метод Фробениуса (раз-
дел 2.1), что подтверждается прямой проверкой.
В этом смысле посредством индуцированных
операторов устанавливается родство определяю-
щих уравнений для разностного и q-разностного
случаев с классическим дифференциальным слу-
чаем.

5. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ ПОЛИНОМЫ
ПРОИЗВЕДЕНИЯ ОПЕРАТОРОВ

Теорема 2. (О мультипликативности опреде-
ляющего полинома.) Пусть ℬ совместимый с
оператором ξ двусторонний базис. Пусть также
L1, L2 ∈ K[x, ξ]. Тогда для ω*, I*(λ), где * ∈ {+,−},
выполняется

(i) ωL1L2,* = ωL1,* + ωL2,*;
(ii) IL1L2,*(λ) = IL1,*(λ + ωL2,*)IL2,*(n).

Доказательство. Пусть индуцированные опера-
торы для L1 и L2 имеют вид

L
○i

1 = b1,l1(n)El1 + · · · + b1,t1(n)Et1 ;

L
○i

2 = b2,l2(n)El2 + · · · + b2,t2(n)Et2 .

Из доказательства теоремы 1 следует:

li = −ωLi,+ и bi,li(n) = E−ωLi ,+ ILi,+(n);

ti = −ωLi,− и bi,ti(n) = E−ωLi ,− ILi,−(n),

i = 1, 2. Из [8] известно,

(L1L2)
○i
= L1

○i
L2
○i
.

Раскрываем произведение из правой части по-
следнего равенства:

(E−ωL1 ,+ IL1,+(n) + · · · + E−ωL1 ,− IL1,−(n))×
× (E−ωL2 ,+ IL2,+(n) + · · · + E−ωL2 ,− IL2,−(n)) =
= σ−ωL1 ,+−ωL2 ,+ IL1,+(n + ωL2,+)IL2,+(n) + · · ·+

+ σ−ωL1 ,−−ωL2 ,− IL1,−(n + ωL2,−)IL2,−(n).

Отсюда получаются (i), (ii).
Из приведенного доказательства теоремы 2

следует, что определяющий полином облада-
ет мультипликативным свойством, указанным в
пункте (ii) этой теоремы.

Следствие 1. Пусть L1, . . . , Lm ∈ K[x, ξ] и ℬ сов-
местимый с ξ базис. Тогда для * ∈ {+,−}

(i) ωL1...Lm,* = ωL1,* + · · · + ωLm,*;
(ii)

IL1···Lm,*(λ) = Π
m
i=1ILi,*(λ + Σ

m
j=i+1ωL j,*).

Пример 7. Для дифференциального оператора
L из примеров 1 и 4 построим определяющие по-
линомы для L5. Для этого нет необходимости вы-
полнять возведение в степень оператора и стро-
ить для L5 индуцированный оператор. Используя
следствие 1, получаем

ωL5,+ = 5ωL,+ = −10;

IL5,+(λ) = Π5
i=1IL,+(λ + (5 − j)ωL,+) =

= Π5
i=1(λ − 2(5 − j))(λ − 1 − 2(5 − j)) =

= Π9
i=0(λ − i) = λ10;

ωL5,− = 5ωL,− = 0;

IL5,−(λ) = Π5
i=1IL,−(λ + (5 − j)ωL,−) =

= Π5
i=1(3 − λ)(λ + 4) =

= (3 − λ)5(λ + 4)5.

Пример 8. Пусть

L1 = (q6x3 + 1) Q2 − q14;
L2 = (x2 + q) Q − (q2x2 + q).

Определяющие уравнения для L1 приведены в
примере 5. Индуцированный оператор для L2 по
правилам из примера 2

L2
○i
= (−q + qqn) + (−q2 +

qn

q2 )E−2.

Получаем

ωL1,+ = 0, IL1,+(λ) = (qλ − q7)(qλ + q7);

ωL1,− = 3, IL1,−(λ) = q6q2λ;

ωL2,+ = 0, IL2,+(λ) = q(qλ − 1);

ωL2,− = 2, IL2,−(λ) = qλ − q2.

Используя теорему 2, получаем для произведе-
ния операторов L1L2:

ωL1L2,+ = 0,

IL1L2,+(λ) = q(qλ − 1)(qλ − q7)(qλ + q7);

ωL1L2,− = 5,

IL1L2,−(λ) = q10q2λ(qλ − q2).
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Пример 9. Пусть

L1 = (x + 6) σ − (x + 1);
L2 = x(x − 1) σ2 + 1.

Определяющие уравнения для L1 приведены в
примере 6. Индуцированный оператор для L2 по
правилам из примера 3

L2
○i
= n(−1 + n)(n + 2)(n + 1)E2+

+ 4n(n − 1)(n + 1)E + (6n2 − 6n + 1)+

+ 4(n − 1)E−1 + E−2.

Получаем

ωL1,+ = −1, IL1,+(λ) = (λ + 5)λ;
ωL1,− = 0, IL1,−(λ) = (λ + 5);
ωL2,+ = −2, IL2,+(λ) = (λ − 3)(λ − 2)(λ − 1)λ;
ωL2,− = 2, IL2,−(λ) = 1.

Используя теорему 2, получаем для произведе-
ния операторов L1L2:

ωL1L2,+ = −3,

IL1L2,+(λ) = (λ − 3)(λ − 2)2(λ − 1)λ(λ + 3);

ωL1L2,− = 2,

IL1L2,−(λ) = (λ + 7).
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