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Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ

Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè, óáûâàþùèå â õîäå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà. Ñïå-

öèôèêà ìíîæåñòâà çíà÷åíèé è õàðàêòåð óáûâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíê-

öèè ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ äåëàòü âûâîäû î çàâåðøèìîñòè àëãîðèòìà

è î ãðàíèöàõ ÷èñëà åãî øàãîâ. Òàêèå ôóíêöèè âûñòóïàþò êàê àíàëîãè

ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, èñïîëüçóåìûõ â èññëåäîâàíèè ðåøåíèé ÎÄÓ. Çàìåòêà

íîñèò õàðàêòåð ýññå.

1. Óáûâàþùèå ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé

Òèïè÷íûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ñîäåðæèò öèêë, â êîòîðîì
íàáîð íà÷àëüíûõ âåëè÷èí v ïðåîáðàçóåòñÿ â íàáîð v′, çàòåì
v′ ïðåîáðàçóåòñÿ â v′′ è ò.ä. Ïóñòü ôóíêöèÿ L, îïðåäåëåííàÿ
íà íàáîðàõ âåëè÷èí èëè íà çíà÷åíèÿõ ðàçìåðîâ òàêèõ íàáîðîâ,
ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ è ïðè ýòîì óáûâàåò
ïî õîäó âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà: L(v) > L(v′) > L(v′′) > ...
èëè L(||v||) > L(||v′||) > L(||v′′||) > ... (â ïîñëåäíåé öåïî÷êå
íåðàâåíñòâ îáîçíà÷åíèå ||v|| èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàçìåðà ðàññìàò-
ðèâàåìîãî íàáîðà âåëè÷èí; ÷òî èìåííî ñ÷èòàòü ðàçìåðîì çàâèñèò
îò ñîãëàøåíèÿ, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ ñ ó÷åòîì õàðàêòåðà ðåøàå-
ìîé àëãîðèòìîì çàäà÷è).
Èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ L ïðèíèìàåò öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ, çàêëþ÷àåì, ÷òî âûïîëíåíèå àëãîðèòìà çàêîí÷èòñÿ íå
ïîçäíåå, ÷åì ïîñëå L(v), èëè ñîîòâåòñòâåííî ïîñëå L(||v||), øàãîâ
(èòåðàöèé), ãäå v îáîçíà÷àåò íàáîð èñõîäíûõ äàííûõ, èëè, êàê
ãîâîðÿò, âõîä àëãîðèòìà. Ôóíêöèþ L ìîæíî íàçâàòü ôóíêöèåé
Ëÿïóíîâà öèêëà, èìåÿ â âèäó àíàëîãèþ ñ êëàññè÷åñêîé ôóíê-
öèåé Ëÿïóíîâà, óáûâàþùåé âäîëü ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ; àíàëîãèÿ îòìå÷åíà â [7, ðàçä. 3.1.3].
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, L ìîæåò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå õàðàêòå-

ðèñòèêè êëàññà àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è èëè ñàìîé çàäà÷è.
Åñëè ôóíêöèÿ L ïîäîáðàíà òàê, ÷òî, íàïðèìåð, îäèí øàã ëþáîãî
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àëãîðèòìà èç íåêîòîðîãî êëàññà óìåíüøàåò çíà÷åíèå L(||v||) íå
áîëååå, ÷åì íà èçâåñòíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî h, ïðè òîì, ÷òî
íåîòðèöàòåëüíîñòü çíà÷åíèÿ L ñëóæèò óñëîâèåì ïðîäîëæåíèÿ
ðàáîòû ëþáîãî èç òàêèõ àëãîðèòìîâ, òî ÷èñëî øàãîâ äëÿ êàæ-
äîãî àëãîðèòìà èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà áóäåò íå ìåíüøå,
÷åì dL(||v||)/he, ò.å. ìû ïîëó÷àåì çàâèñÿùóþ îò ||v|| íèæíþþ

ãðàíèöó ÷èñëà øàãîâ äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà è ïðîèçâîëüíîãî âõîäà v ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà (çäåñü
è äàëåå dxe � íàèìåíüøåå öåëîå, áîëüøåå èëè ðàâíîå âåùå-
ñòâåííîìó ÷èñëó x, ñîîòâåòñòâåííî bxc � íàèáîëüøåå öåëîå, íå
ïðåâîñõîäÿùåå x).
Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå ïðîñòûìè ïðèìåðàìè.

Ïðèìåð 1. Áèíàðíûé ïîèñê ìåñòà ýëåìåíòà y â óïîðÿäî÷åí-
íîì ìàññèâå x1 < · · · < xn. Àïðèîðè ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ
ëþáàÿ èç n + 1 âîçìîæíîñòåé:

y ≤ x1, x1 < y ≤ x2, . . . , xn−1 < y ≤ xn, xn < y,

êîòîðûì ïðèñâàèâàþòñÿ íîìåðà 1, 2, . . . , n + 1. Òðåáóåòñÿ íàéòè
íîìåð îñóùåñòâèâøåéñÿ äëÿ äàííîãî y âîçìîæíîñòè (ñì. [1, ïðè-
ìåð 9.2]). Ïðè áèíàðíîì ïîèñêå îò ïîèñêà ìåñòà ýëåìåíòà â
óïîðÿäî÷åííîì ñåãìåíòå äëèíû k èñõîäíîãî ìàññèâà (ïåðâîíà-
÷àëüíî k = n) ìû, âûïîëíèâ îäíî ñðàâíåíèå, ïåðåõîäèì ê ïîèñêó
ìåñòà ýëåìåíòà â ñåãìåíòå äëèíû bk2c èëè bk2c − 1. Âîçüìåì
L(k) = λ2(k), ãäå çíà÷åíèå λ2(k) ðàâíî ÷èñëó öèôð â äâîè÷íîé
çàïèñè k. Ìû âèäèì, ÷òî ñ êàæäûì øàãîì àëãîðèòìà ôóíêöèÿ
L(k) óáûâàåò ïî êðàéíåé ìåðå íà åäèíèöó.
Ïðè k = 1 ïîòðåáóåòñÿ îäíî-åäèíñòâåííîå ñðàâíåíèå. Òàêèì

îáðàçîì, ýòà ôóíêöèÿ L(k) = λ2(k) ìîæåò âûñòóïèòü â ðîëè
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ïîëó÷àåì, ÷òî îáùåå ÷èñëî øàãîâ (ñðàâíå-
íèé) ïðè áèíàðíîì ïîèñêå íå ïðåâîñõîäèò λ2(n) = blog2 nc + 1.

Ïðèìåð 2. Êàæäûé øàã àëãîðèòìà Åâêëèäà âû÷èñëåíèÿ
ÍÎÄ(a0, a1) äëÿ äàííûõ öåëûõ a0 ≥ a1 ≥ 0 èìååò äåëî ñ
ïàðîé (ai−1, ai) íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë è ïðè óñëîâèè
ai 6= 0 ïåðåðàáàòûâàåò åå â (ai, ai+1), ãäå ai+1 ðàâíî îñòàòêó
îò äåëåíèÿ ai−1 íà ai: ai−1 = qiai + ai+1. Â äàííîì ñëó÷àå
ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà êàê L(ai−1, ai) = ai.
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Òàê êàê îñòàòîê ìåíüøå äåëèòåëÿ, ýòà ôóíêöèÿ óáûâàåò, ïðè
òîì, ÷òî åå çíà÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.
Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå a1 øàãîâ (äåëåíèé
ñ îñòàòêîì) äëÿ ïîëó÷åíèÿ íóëåâîãî îñòàòêà.
Â ðàçä. 2 áóäóò ðàññìîòðåíû ãðàíèöû ÷èñëà øàãîâ àëãîðèòìà

Åâêëèäà êàê òàêèå ôóíêöèè îò a1, êîòîðûå èìåþò ëîãàðèôìè-
÷åñêèé ðîñò.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà L íå îáÿçàíû áûòü öåëî÷èñëåí-
íûìè, îíè ìîãóò áûòü âåùåñòâåííûìè. Âàæíî, ÷òîáû ñ êàæäûì
øàãîì àëãîðèòìà ïðîèñõîäèëî óáûâàíèå ôóíêöèè íà âåëè÷èíó,
íå ìåíüøóþ (äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû ÷èñëà øàãîâ) èëè
íå áîëüøóþ (äëÿ íèæíåé ãðàíèöû) íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî
h > 0.

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëåíèå an ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèé. Çäåñü n
� çàäàííîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå, a ìîæíî ñ÷èòàòü âåùåñòâåí-
íûì ÷èñëîì, íî ìîæíî è, íàïðèìåð, êâàäðàòíîé ìàòðèöåé. Äëÿ
ïðîñòîòû, ñ÷èòàåì a âåùåñòâåííûì èëè öåëûì ÷èñëîì.
Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ an ñ ïîìîùüþ óìíî-

æåíèé èìååòñÿ óæå âû÷èñëåííûé íàáîð ñòåïåíåé am1, . . . , amk,
ïðè ýòîì èçíà÷àëüíî íàáîð ñîäåðæèò îäèí ýëåìåíò a1. Âûïîë-
íèâ îäíî óìíîæåíèå, ìû íå ìîæåì óâåëè÷èòü ìàêñèìàëüíûé
ïîêàçàòåëü m = max{m1, . . . ,mk} áîëåå, ÷åì âäâîå. Ïîýòîìó
ôóíêöèÿ L(m) = log2 n− log2m â ðåçóëüòàòå îäíîãî øàãà (îäíîãî
óìíîæåíèÿ) íå ìîæåò óìåíüøèòüñÿ áîëåå, ÷åì íà 1. Çíà÷åíèå
ýòîé ôóíêöèè íà èñõîäíîì íàáîðå ðàâíî log2 n, à íà èòîãîâîì
íàáîðå îíà ðàâíà 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé àëãîðèòì ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî êëàññà çàòðà÷èâàåò íå ìåíåå dlog2 ne óìíîæåíèé.
Íåâîçìîæåí, íàïðèìåð, àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé an çà ÷èñëî
óìíîæåíèé O(log log n), n→∞. Èçâåñòíûé áèíàðíûé àëãîðèòì
([1, ïðèìåð 4.2]) çàòðà÷èâàåò ÷èñëî óìíîæåíèé, èìþùåå ïîðÿäîê
log2 n, è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûì.

2. Óêðóïíåíèå øàãîâ

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ÷èñëà øàãîâ èíîãäà îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì
óêðóïíèòü øàãè, ñ÷èòàÿ k ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçíà÷àëüíûõ øàãîâ
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(k ≥ 2), îäíèì øàãîì, è, óæå èñõîäÿ èç ýòîãî ðàçáèåíèÿ íà øàãè,
ïîäáèðàòü ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà; â ïîëó÷åííóþ îöåíêó âíîñèòñÿ
ìíîæèòåëü k. Ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê áîëåå òî÷íîé îöåíêå â
ñðàâíåíèè ñ ïîëó÷åííîé ïðè èçíà÷àëüíîì ðàçáèåíèè íà øàãè.

Ïðèìåð 4. Âîçâðàùàÿñü ê àëãîðèòìó Åâêëèäà (ïðèìåð 2),
çàìå÷àåì, ÷òî äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãà óìåíüøàþò ìåíüøåå
÷èñëî ïàðû ïî êðàéíåé ìåðå âäâîå: ai = qi+1ai+1 + ai+2 >
ai+2 + ai+2 = 2ai+2. Èòàê, öåëîå ÷èñëî ai+2 ïî êðàéíåé ìåðå
âäâîå ìåíüøå öåëîãî ÷èñëà ai. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî öèôð â äâîè÷íîé
çàïèñè ai+2 ìåíüøå, ÷åì â çàïèñè ai: λ2(ai+2) < λ2(ai). Â êà÷å-
ñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ìîæåò âûñòóïèòü ôóíêöèÿ L íà ïàðàõ
(a0, a1), (a2, a3), . . . , îïðåäåëåííàÿ êàê L(a2m, a2m+1) = λ2(a2m+1),
åå óáûâàíèå óñòàíîâëåíî. ×èñëî ñäâîåííûõ øàãîâ íå ïðåâîñõîäèò
L(a1) = λ2(a1). Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî øàãîâ (äåëåíèé ñ îñòàòêîì)
àëãîðèòìà Åâêëèäà íå ïðåâîñõîäèò 2λ2(a1) = 2blog2 a1c + 2, ýòî
çíà÷èòåëüíî áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà, ÷åì ïîëó÷åííàÿ â ïðèìåðå 2.
Èç íåå ïîëó÷àåì òàêæå àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó O(log a1).

Íåëèøíå îòìåòèòü, ÷òî äëÿ àëãîðèòìà Åâêëèäà îöåíêè, ïî-
äîáíûå 2λ2(a1), ìîæíî íàõîäèòü íå òîëüêî äëÿ äâîè÷íîé, íî äëÿ
ëþáîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì öåëûì îñíîâàíèåì
q ≥ 2. Êàæäàÿ òàêàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà (ãðàíèöà ñâåðõó) äëÿ
÷èñëà øàãîâ àëãîðèòìà Åâêëèäà èìååò âèä cqλq(a1), ãäå λq(a1)
� ÷èñëî q-è÷íûõ öèôð â çàïèñè a1 è cq � ñîîòâåòñòâóþùèé
öåëûé êîýôôèöèåíò. Êàê ìû ïîêàæåì, âåðõíåé îöåíêîé áóäåò
è 5λ10(a1), ò.å. ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìà Åâêëèäà, ïðèìåíÿåìîãî
ê öåëûì a0, a1, ãäå a0 ≥ a1, íå ïðåâîñõîäèò óïÿòåðåííîãî ÷èñëà
äåñÿòè÷íûõ öèôð â çàïèñè a1.

Óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ òàêîãî ðîäà îöåíîê ÷èñëà
øàãîâ àëãîðèòìà Åâêëèäà îïèðàåòñÿ íà èçâåñòíóþ òåîðåìó Ëàìå
([5, ãë. V, �4], [6, ðàçä. 4.5.3]): åñëè àëãîðèòì Åâêëèäà òðåáóåò m
äåëåíèé, âêëþ÷àÿ ïîñëåäíåå äåëåíèå, äàþùåå íóëåâîé îñòàòîê
am+1 = 0, òî a1 ≥ Fm+1 (çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíèå Fn ïðèâëå-
êàåòñÿ äëÿ ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ñ íîìåðîì n: F0 = 0, F1 = 1, . . . ).
Èç ýòîãî âûâîäèòñÿ, ÷òî m ≤ (blog(1+

√
5)/2 qc + 1)λq(a1). Ïî ýòîé

ïîñëåäíåé ôîðìóëå ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, c2 = blog(1+
√
5)/2 2c +

1 = 2, c10 = blog(1+
√
5)/2 10c + 1 = 5.
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Äâîè÷íàÿ îöåíêà äîïóñêàåò ëîêàëèçàöèþ â ñëåäóþùåì ñìûñ-
ëå: äëÿ i = 1, ...,m − 2 âûïîëíåíî ai ≥ 2ai+2. Óòâåðæäåíèå æå
ai ≥ 10ai+5, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî � ïðèìåð: a0 = 128, a1 =
79, i = 1. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî äåñÿòè÷íàÿ îöåíêà íå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà óêðóïíåíèåì øàãîâ, ïðè êîòîðîì ïåðâîíà÷àëüíûå
øàãè ñîáèðàþòñÿ â ïÿòåðêè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äâîè÷íàÿ îöåíêà äîïóñêàåò óëó÷øåíèå:

íà ñàìîì äåëå äëÿ îáùåãî ÷èñëà m øàãîâ âûïîëíåíî ñòðîãîå
íåðàâåíñòâî m < 2λ2(a1), íî ïðèìåð a0 = 13, a1 = 8 ïîêàçûâàåò,
÷òî äåñÿòè÷íàÿ îöåíêà òàêîãî óëó÷øåíèÿ íå äîïóñêàåò. Îáíàðó-
æèâàåòñÿ (ñì. [2, òåîðåìû 2, 3]), ÷òî
1) îöåíêà îáñóæäàåìîãî âèäà äîïóñêàåò ëîêàçèçàöèþ, åñëè è

òîëüêî åñëè îíà äîïóñêàåò óëó÷øåíèå â óêàçàííîì ñìûñëå;
2) âåðõíÿÿ îöåíêà (ãðàíèöà ñâåðõó) äëÿ ÷èñëà øàãîâ àëãîðèò-

ìà âèäà m ≤ cqλq(a1) äîïóñêàåò ëîêàëèçàöèþ åñëè è òîëüêî åñëè

((1 +
√

5)/2)t−1 < q ≤ Ft+1 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî t.

Ñïèñîê 2, 3, 5, 7, 8 ñîñòîèò èç âñåõ q ≤ 10, äëÿ êîòîðûõ îöåíêà
m ≤ cqλq(a1) äîïóñêàåò ëîêàëèçàöèþ è óëó÷øåíèå.

3. Ó÷åò ïðåäûñòîðèè

Â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ çíà÷åíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà L îïðå-
äåëÿëîñü òåêóùèì ñîñòîÿíèåì âåëè÷èí, ñ êîòîðûìè îïåðèðóåò
àëãîðèòì. Íî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áûâàåò ïîëåçåí ó÷åò ïðåäûñ-
òîðèè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ïðèìåð 5. Â [9] èññëåäóåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñ ïîìîùüþ
ñðàâíåíèé â äàííîì ìàññèâå x1, . . . , xn äâóõ ýëåìåíòîâ � íàè-
áîëüøåãî è íàèìåíüøåãî. Ýëåìåíòû ìàññèâà ñ÷èòàþòñÿ ïîïàðíî
ðàçëè÷íûìè. Îñíîâíîé âîïðîñ ñâÿçàí ñ íàõîæäåíèåì òî÷íîé
íèæíåé ãðàíèöû íåîáõîäèìîãî ÷èñëà ñðàâíåíèé è âèäîì îïòè-
ìàëüíîãî àëãîðèòìà.
Êàæäûé ýòàï êàêîãî-ëèáî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ óêàçàííîé çà-

äà÷è ïîèñêà ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàí ÷åòâåðêîé (A,B,C,D)
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà èñõîäíûõ ýëåìåíòîâ {x1, . . . , xn}: A ñî-
ñòîèò èç âñåõ òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå âîîáùå íå ñðàâíèâàëèñü; B
ñîñòîèò èç âñåõ òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ó÷àñòâîâàëè â íåêîòîðûõ
ñðàâíåíèÿõ è âñåãäà îêàçûâàëèñü á�îëüøèìè; C ñîñòîèò èç âñåõ
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òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ó÷àñòâîâàëè â íåêîòîðûõ ñðàâíåíèÿõ è
âñåãäà îêàçûâàëèñü ìåíüøèìè; D ñîñòîèò èç âñåõ òåõ ýëåìåíòîâ,
êîòîðûå ó÷àñòâîâàëè â íåêîòîðûõ ñðàâíåíèÿõ, èíîãäà îêàçûâà-
ÿñü á�îëüøèìè, à èíîãäà � ìåíüøèìè.
Ïóñòü a, b, c, d � êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ A,B,C,D

ñîîòâåòñòâåííî. Èñõîäíàÿ ñèòóàöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàâåíñòâà-
ìè a = n, b = c = d = 0. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ àëãîðèòìà äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà a = 0, b = c = 1, d = n − 2. Ïîñëå
ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà
ïîñòîÿííî áóäóò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâà b ≥ 1, c ≥ 1.
Âñå ñðàâíåíèÿ, ñîâåðøàåìûå ïðè âûïîëíåíèè àëãîðèòìà, ìîæ-

íî ðàçáèòü íà òèïû, îáîçíà÷àåìûå AA,AB,AC,AD, BB, BC,
BD, CC,CD, DD, íàïðèìåð: ñðàâíåíèå ïðèíàäëåæèò òèïó AB,
åñëè îäèí èç ñðàâíèâàåìûõ ýëåìåíòîâ áåðåòñÿ èç A, äðóãîé �
èç B, è ò.ä. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìîæíî îïèñàòü âñå âîçìîæíûå
èçìåíåíèÿ ÷åòâåðêè (a, b, c, d) ïîä äåéñòâèåì ñðàâíåíèé ðàç-
íûõ òèïîâ. Çäåñü â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ðàññìîòðèì
L(a, b, c, d) = 3

2a + b + c − 2. Äëÿ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ñòàäèé
èìååì L(n, 0, 0, 0) = 3

2n− 2 è L(0, 1, 1, n− 2) = 0 ñîîòâåòñòâåííî.
Êàæäîå ñðàâíåíèå òèïîâ AA, BB, CC ïîíèæàåò çíà÷åíèå

L íà 1, ò.å. äàåò ∆L = −1. Ñðàâíåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê òè-
ïàì AB, AC, BC, ìîãóò ïðèâîäèòü ê ∆L < −1, íî ýòî
íå ìîæåò áûòü ãàðàíòèðîâàíî íèêàêèì ñïåöèàëüíûì âûáîðîì
ýëåìåíòîâ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ ÷åòâåðêè (A,B,C,D),
äàæå åñëè ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ðåçóëüòàòû âñåõ ñðàâíåíèé, â
êîòîðûå áûëè âîâëå÷åíû êîíêðåòíûå ýëåìåíòû ýòèõ ìíîæåñòâ.
Íàïðèìåð, ñðàâíåíèå òèïà AB â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûáðàííûé
ýëåìåíò èç A îêàçûâàåòñÿ áîëüøå âûáðàííîãî ýëåìåíòà èç B,
ïðåîáðàçóåò (a, b, c, d) â (a − 1, b, c, d + 1), ÷òî äàåò ∆L < −1.
Íî ðåçóëüòàòû ïðåäøåñòâóþùèõ ñðàâíåíèé íå äàþò îñíîâàíèé
äëÿ îòìåòàíèÿ âîçìîæíîñòè òîãî, ÷òî âûáðàííûé ýëåìåíò èç B
ðàâåí max{x1, . . . , xn} (èáî ýòîò ýëåìåíò îêàçàëñÿ á�îëüøèì âî
âñåõ ñðàâíåíèÿõ, â êîòîðûå îí áûë âîâëå÷åí). Íî òîãäà áóäåò
âûïîëíåíî ∆L = −1

2. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äåëî îáñòîèò äëÿ
ñðàâíåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ òèïàì AC,BC. Ïîýòîìó, ðàññìàòðè-
âàÿ ïîâåäåíèå àëãîðèòìà â õóäøåì ñëó÷àå, íàäî ñ÷èòàòü, ÷òî íà
âñåõ ýòàïàõ ∆L ≥ −1. Ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ðàâåíñòâà

6



L(a, b, c, d) = 0 ïîòðåáóåòñÿ íå ìåíåå dL(n, 0, 0, 0)e ñðàâíåíèé.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî îáùåå ÷èñëî ñðàâíåíèé â õóäøåì ñëó÷àå íå
ìåíüøå, ÷åì d3n/2e − 2.
Èìåþùèé ñëîæíîñòü d3n/2e−2 aëãîðèòì èçâåñòåí � ñì. [9] (à

òàêæå [3, ïðèë. À2, ï.3]). Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ýòîò
àëãîðèòì îïòèìàëåí.
Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå òî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, â ýòîì ïðèìåðå

îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà L îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäûñòîðèè
âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà, ò.å. íà èíôîðìàöèè î õîäå åãî âûïîëíå-
íèÿ (ìíîæåñòâà A,B,C,D), âî-âòîðûõ, èìååòñÿ òàêæå îòñûëêà
ê ïðåäûñòîðèè â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî ∆L = −1 â õóäøåì
ñëó÷àå âûïîëíåíî íà êàæäîì øàãå. Ïðè ýòîì ñàì îïòèìàëü-
íûé àëãîðèòì ýêîíîìèò ïàìÿòü è íå çàïîìèíàåò ïîäðîáíîñòè
ïðåäûñòîðèè òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ. Îí îñíîâûâàåòñÿ íà ïîñëå-
äîâàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè ïàð (x1, x2), (x3, x4), . . . Ïîñëåäíèé
ýëåìåíò ìàññèâà ìîæåò îñòàòüñÿ áåç ïàðû, ñ íèì â êîíöå íàäî
ðàçáèðàòüñÿ îòäåëüíî. Â êàæäîé ïàðå îïðåäåëÿåòñÿ íàèáîëüøèé
è íàèìåíüøèé, îíè ñðàâíèâàþòñÿ ñ íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì
èç ýëåìåíòîâ, ïîïàâøèõ â ïðåäûäóùèå ïàðû è ò.ä.
Óïîìÿíóòûé àëãîðèòì è èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÷åòâåðîê (A,B,

C,D) â äîêàçàòåëüñòâå åãî îïòèìàëüíîñòè áûëè ïðåäëîæåíû
È. Ïîëîì â [9], íî ïðè ýòîì óáûâàþùèå ôóíêöèè â äîêà-
çàòåëüñòâå Ïîëà íå ïðèâëåêàëèñü, èç-çà ÷åãî ïîòðåáîâàëèñü
äîïîëíèòåëüíûå ñëîâåñíûå ðàññóæäåíèÿ.

4. Ñëîæíîñòü â ñðåäíåì

Â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ ðå÷ü øëà î ñëîæíîñòè â õóäøåì ñëó÷àå.
Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè è ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ñëîæíîñòè â ñðåäíåì. Âàæíóþ ðîëü èãðàåò îöåíèâàíèå
E∆L� ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
L â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ îäíîãî øàãà àëãîðèòìà.

Ïðèìåð 6. Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 5. Áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíî-
âåðîÿòíûìè âñå âîçìîæíûå âçàèìíûå ïîðÿäêè ðàñïîëîæåíèÿ
ýëåìåíòîâ â èñõîäíîì ìàññèâå è áóäåì ïûòàòüñÿ âûÿñíèòü âèä
íèæíåé ãðàíèöû ñëîæíîñòè â ñðåäíåì äëÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.
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Âíîâü îáðàòèìñÿ ê ìíîæåñòâàì A,B,C,D, òèïàì ñðàâíå-
íèé AA,AB, . . . , DD, êîëè÷åñòâàì a, b, c, d ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ
A,B,C,D è ôóíêöèè L(a, b, c, d) = 3

2a + b + c − 2 (ðàâåíñòâî
L = 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî
èñêîìûå ýëåìåíòû íàéäåíû).
Åñëè ïðè ÷åòíîì n îãðàíè÷èòüñÿ ñðàâíåíèÿìè òèïîâ AA,BB,

CC, òî ñðàâíåíèé ïîòðåáóåòñÿ â òî÷íîñòè 3
2n − 2. Åñëè æå

n íå÷åòíî, òî ïîòðåáóåòñÿ âûïîëíèòü õîòÿ áû îäíî ñðàâíå-
íèÿ òèïà AB,AC èëè AD. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [9], [1, �17]),
÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû, íà êîòîðóþ èçìåíèòñÿ
çíà÷åíèå L ïîñëå òàêîãî ñðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
E∆L ≥ −1 + 1

2n. Ïðè íå÷åòíîì n, òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå ÷èñëî
ñðàâíåíèé, îáåñïå÷èâàþùåå çàêëþ÷èòåëüíîå íóëåâîå çíà÷åíèå
ôóíêöèè L, áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì ñóììà 3

2n − 2 + (−1 + 1
2n) è 1

(ïåðâîå âûïèñàííîå ñëàãàåìîå - ýòî íèæíÿÿ ãðàíèöà ñðåäíåãî
÷èñëà ñðàâíåíèé òèïîâ AA,BB, CC, âòîðîå - ðàâíàÿ 1 íèæíÿÿ
ãðàíèöà ÷èñëà ñðàâíåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ òèïàì òèïîâ AB,AC,
AD). Êàê ñëåäñòâèå, ôóíêöèÿ

f (n) =


3
2n− 2, åñëè n ÷åòíî,

3
2n− 2 + 1

2n, åñëè n íå÷åòíî,
(1)

ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé ñëîæíîñòè â ñðåäíåì àëãîðèòìîâ
îäíîâðåìåííîãî âûáîðà íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ
ìàññèâà äëèíû n, n ≥ 2, c ïîìîùüþ ñðàâíåíèé (ïîëíîå îáîñíî-
âàíèå ñì. â [1, òåîðåìà 17.1, ïðåäëîæåíèå 17.2]).
Â [3] è [1, �17] óêàçàí àëãîðèòì îäíîâðåìåííîãî íàõîæäåíèÿ

íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ ìàññèâà äëèíû n ≥ 2 ñ
ïîìîùüþ ñðàâíåíèé, ñëîæíîñòü â ñðåäíåì êîòîðîãî ñîâïàäàåò
ñ (1). Î÷åâèäíî, ýòîò àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

5. Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ñî çíà÷åíèÿìè â ôóíäèðîâàííûõ ìíîæå-
ñòâàõ

Ïî ñóùåñòâó, ñîäåðæàíèå ýòîãî ðàçäåëà îñíîâàíî íà [4, ðàçä. 2.3].
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàâåðøèìîñòè íåêî-

òîðîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (öèêëà) èìååò ñìûñë âûáèðàòü
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ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâàõ, îòëè÷íûõ îò
ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åí-
íîå ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ôóíäèðîâàííûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c0 > c1 > . . .
ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà. Â ðîëè òàêîãî ìíîæåñòâà ìîæåò
âûñòóïàòü ñàìî ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë è,
íàïðèìåð, ìíîæåñòâî Sk êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (êîð-
òåæåé) ôèêñèðîâàííîé äëèíû k íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë,
îñíàùåííîå ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà: ìåíüøèì
ñ÷èòàåì òîò èç äâóõ êîðòåæåé, êîòîðûé ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
ïðåäøåñòâóåò äðóãîìó, � ñêàæåì, (1, 1) > (0, 2). Ýòî ìíîæåñòâî
� ôóíäèðîâàííîå (ñì. [4, ðàçä. 2.3]). Ñîäåðæàíèå ñëåäóþùåãî
ïðèìåðà ñîñòàâëÿåò çàäà÷à äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ �108
èç [4].

Ïðèìåð 7. Èìååòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è
åäèíèö. Çà îäèí øàã ðàçðåøàåòñÿ íàéòè â íåé ãðóïïó 01 è
çàìåíèòü íà 10 . . . 0 (ïðè ýòîì ìîæíî íàïèñàòü ñêîëüêî óãîäíî
íóëåé). Äîêàçàòü, ÷òî òàêèå øàãè íåëüçÿ âûïîëíÿòü áñêîíå÷íî
ìíîãî ðàç.
Ïóñòü èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò k åäèíèö. Äî-

ïóñòèìûå øàãè íå èçìåíÿåò ýòîãî ÷èñëà. Ðàññìîòðèì êîðòåæè
âèäà (n1, . . . , nk) äëèíû k, ñîñòîÿùèå èç ïîðÿäêîâûõ íîìåðîâ
åäèíèö êàæäîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, âîçíèêàþùèõ íà âû-
ïîëíÿåìûõ øàãàõ. Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà L
íà êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç íóëåé è åäèíèö êàê ñîîò-
âåòñòâóþùèé êîðòåæ. Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè,
ðàññìàòðèâàåìûåå øàã çà øàãîì, îáðàçóþò óáûâàþùóþ (â ñìûñ-
ëå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðòåæåé
äëèíû k. Ôóíäèðîâàííîñòü Sk âëå÷åò òðåáóåìîå.

6. Çàâåðøèìîñòü öèêëè÷åñêîãî ïðîöåññà

Êàê âèäíî èç ïðåäûäóùåãî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàâåðøèìîñòè
àëãîðèòìà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ñî çíà÷å-
íèÿìè â ðàçëè÷íûõ ôóíäèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ. Ïðè ýòîì â
ðÿäå ñëó÷àåâ äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøèìîñòè îñòàåòñÿ ñëîæíîé
çàäà÷åé.

9



Ïðèìåð 8. Àëãîðèòì, çàäàííûé îïåðàòîðîì öèêëà

while n > 3 do

if 2|n then n := n
2 + 1 else n := n + 1 �,

od

(çàïèñü 2|n îçíà÷àåò, ÷òî 2 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì n) çàâåðøàåò
ñâîþ ðàáîòó äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà L(n) = n− (−1)n è
óáåäèòüñÿ â åå óáûâàíèè ïðè n > 3 â õîäå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà.
Çàâåðøèìîñòü æå äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n àëãîðèòìà (âà-

ðèàíò ãèïîòåçû, âûäâèíóòîé Ë. Êîëëàòöîì â 1932 ã)

while n > 1 do

if 2|n then n := n
2 else n := 3n + 1 �

od

íå äîêàçàíà è íå îïðîâåðãíóòà ïî ñåé äåíü, õîòÿ íà ýòî íàïðàâ-
ëÿëèñü ñåðüåçíûå óñèëèÿ (ñì. [8]) è ìíîãîêðàòíî ïðåäëàãàëèñü
ðåøåíèÿ, îêàçûâàâøèåñÿ â äàëüíåéøåì îøèáî÷íûìè èëè íåïîë-
íûìè.

Îòìå÷åííàÿ àíàëîãèÿ óáûâàþùèõ ôóíêöèé íà èçìåíÿåìûõ
àëãîðèòìîì äàííûõ (ñîñòîÿíèÿõ) è ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, èñïîëü-
çóåìûõ â èññëåäîâàíèÿõ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé â ýòîì ïëàíå.
Ñêàæåì, ëåãêî ïðîñìàòðèâàåòñÿ ïàðàëëåëü ìåæäó èíâàðèàíòàìè
öèêëîâ è ïåðâûìè èíòåãðàëàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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