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Óñå÷åííûå ðÿäû

Àííîòàöèÿ

Ìåòîä ëèòåðàëîâ âìåñòå ñ èçâåñòíûì ìåòîäîì ìíîãîóãîëüíèêîâ Íüþòîíà

ïîçâîëÿåò íàõîäèòü âûðàæåíèÿ äëÿ ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé òàêèõ ëèíåéíûõ

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû

çàäàíû êàê óñå÷åííûå ñòåïåííûå ðÿäû, � äëÿ ýòèõ ðÿäîâ èçâåñòíî ëèøü

êîíå÷íîå ÷èñëî íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ, à íåèçâåñòíûå �õâîñòû� çàìåíåíû ñèìâî-

ëàìè O(xd) ñ ïîäõîäÿùèìè d. Äëÿ ðÿäîâ, âõîäÿùèõ â ðåøåíèÿ, îêàçûâàåòñÿ

âîçìîæíûì ïîëó÷èòü âñå ÷ëåíû, îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå èçâåñòíûìè

íà÷àëüíûìè ôðàãìåíòàìè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ. Ðåàëèçóþùèå ýòîò

ïîäõîä ïðîãðàììû îôîðìëåíû êàê Maple-ïàêåò TruncatedSeries. Äàþòñÿ

ïðèìåðû ðàáîòû ñ ïàêåòîì.

0. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

0.1. Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü K � íåêîòîðîå ïîëå. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå
ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ:

• K[x] � êîëüöî ïîëèíîìîâ îò x íàä K,

• K[[x]] � êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò x íàä K,

• K((x)) � ïîëå ôîðìàëüíûõ ëîðàíîâûõ ðÿäîâ îò x íàä K,
ÿâëÿþùååñÿ ïîëåì ÷àñòíûõ êîëüöà K[[x]].

Äëÿ ýëåìåíòîâ êîëüöà K[[x]] è ïîëÿ K((x)) ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
âàëþàöèè: äëÿ a(x) =

∑
aix

i ïîëàãàåì val a(x) = min{i | ai 6= 0},
ïðè ýòîì val 0 =∞.

0.2. Ôîðìàëüíûå ýêñïîíåíöèàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèå ðåøåíèÿ

Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîäïîëå ïîëÿ C êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [9, ðàçä. 110], [10]),
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óðàâíåíèå

an(x)y
(n) + · · · + a1(x)y

′ + a0(x)y = 0 (1)

ñ êîýôôèöèåíòàìè a0(x), a1(x), . . . , an(x) ∈ K[[x]], an(x) 6= 0,
èìååò n òàêèõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé b1(x), . . . , bn(x), ÷òî

bi(x) = eQi(x)xλiwi(x), (2)

wi(x) = ψi0(x) + ψi1(x) lnx + · · · + ψisi(x) ln
si x.

Â êàæäîì èç òàêèõ ðåøåíèé bi

• Qi(x) ∈ K[x−1/qi] (ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíöèàëüíîé ÷àñòè

ðåøåíèÿ), qi � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå (èíäåêñ âåòâëåíèÿ ðå-

øåíèÿ),

• ïðîèçâåäåíèå xλiwi(x) � ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ,

• λi ∈ K (ïîêàçàòåëü ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ),

• si � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå, ψij(x) ∈ K((x1/qi)), j = 0, . . . , si.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåøåíèÿ âèäà (2) íàçûâàþòñÿ ôîðìàëüíûìè
ýêñïîíåíöèàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèìè (èëè, äëÿ êðàòêîñòè, ïðî-
ñòî ôîðìàëüíûìè) ðåøåíèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè Q(x) ∈ K è
q = 1, ðåøåíèå íàçûâàåì ðåãóëÿðíûì.

1. Óðàâíåíèÿ ñ óñå÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè è óñå÷åí-

íûå ðåøåíèÿ

1.1. Óðàâíåíèÿ ñ óñå÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, ÷òî êîýôôèöè-
åíòû ai(x), i = 0, . . . , n, óðàâíåíèÿ (1) çàäàíû â óñå÷åííîì âèäå:

ai(x) =

ti∑
j=0

aijx
j +O(xti+1),

ãäå ti ≥ −1, aij ∈ K. Ïðè ti = −1 ïîëàãàåì ai(x) = O(1).
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Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîäîëæåíèåì óðàâíåíèÿ (1) áóäåì íàçû-
âàòü ëþáîå óðàâíåíèå

ãn(x)y
(n) + · · · + ã1(x)y

′ + ã0(x)y = 0,

ñ ã0(x), ã1(x), . . . , ãn(x) ∈ K[[x]], äëÿ êîòîðîãî

ãi(x) =

ti∑
j=0

aijx
j +

∞∑
j=ti+1

ãijx
j,

ò.å. ãi(x)− ai(x) = O(xti+1), i = 0, . . . , n.

1.2. Óñå÷åííûå ðåøåíèÿ

Ìû íàçûâàåì ðåøåíèåì ñ óñå÷åííîé ðåãóëÿðíîé ÷àñòüþ óðàâíå-
íèÿ (1) âûðàæåíèå

eQ(x) xλ (ψ0(x) + ψ1(x) lnx + · · · + ψs(x) ln
s x) ,

â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî êîýôôèöèåíòà ψi(x) âûïîëíÿåòñÿ

ψi(x) =

ki∑
j=ji

ψijx
j/q +O(x(ki+1)/q), (3)

ãäå ki ≥ ji, ψij ∈ K, ψiji 6= 0, è ïðè ýòîì ëþáîå óðàâíåíèå,
ÿâëÿþùååñÿ ïðîäîëæåíèåì (1), èìååò ðåøåíèå

eQ(x) xλ
(
ψ̃0(x) + ψ̃1(x) lnx + · · · + ψ̃s(x) ln

s x
)
, (4)

â êîòîðîì

ψ̃i(x)− ψi(x) = O(x(ki+1)/q), i = 0, . . . , s.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Q(x) ∈ K è q = 1, òî ðåøåíèå íàçûâàåì
óñå÷åííûì ðåãóëÿðíûì. Åñëè ïðè ýòîì λ � öåëîå ÷èñëî è s = 0,
òî � óñå÷åííûì ëîðàíîâûì. ×èñëî ki â (3) íàçûâàåì ñòåïåíüþ

óñå÷åíèÿ ðÿäà ψi(x).

Ïóñòü

Q(x) =
ε1
xκ1

+ · · · + εσ
xκσ

, (5)
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ãäå κ1 > · · · > κσ > 0, κi ∈ Q è εi ∈ K \ {0}, i = 1, . . . , σ.
Íàçûâàåì ε1/x

κ1 âåäóùèì ñëàãàåìûì Q(x). Âûðàæåíèå

eQ(x) Y (x)

ìû íàçûâàåì ðåøåíèåì ñ óñå÷åííûì ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåí-

öèàëüíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1), êîëü ñêîðî ëþáîå óðàâíåíèå,
ÿâëÿþùååñÿ ïðîäîëæåíèåì (1), èìååò ôîðìàëüíîå ðåøåíèå

eQ(x)+Q̃(x) xλ
(
ψ̃0(x) + ψ̃1(x) lnx + · · · + ψ̃s(x) ln

s x
)
, (6)

òàêîå, ÷òî

Q̃(x) =
εσ+1

xκσ+1
+ · · · + εσ+ς

xκσ+ς

ãäå κσ > κσ+1 > · · · > κσ+ς > 0, κi ∈ Q è εi ∈ K \ {0}, i =
σ + 1, . . . , σ + ς .

2. Ïîñòðîåíèå óñå÷åííûõ ðåøåíèé

2.1. Àëãîðèòìû

Â [1] îáñóæäàëàñü çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óñå÷åííûõ ëîðàíîâûõ ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ (1). Ñôîðìóëèðîâàíî óñëîâèå, ïðè êîòîðîì
ëþáîå ïðîäîëæåíèå óðàâíåíèÿ (1) èìååò íåíóëåâîå ëîðàíîâî
ðåøåíèå w(x) ∈ K((x)). Âû÷èñëÿåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî V
âñåõ òàêèõ öåëûõ ÷èñåë α, ÷òî ëþáîå ïðîäîëæåíèå óðàâíåíèÿ
èìååò ëîðàíîâû ðåøåíèÿ ñ âàëþàöèåé α. Ò.å. V � ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ âàëþàöèé ëîðàíîâûõ ðåøåíèé, êîòîðûå èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî ïðîäîëæåíèé óðàâíåíèÿ (1). Ïðè ýòîì äëÿ êàæäî-
ãî α ∈ V âû÷èñëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ
óñå÷åííûõ ëîðàíîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ñ âàëþàöèåé α:

w(x) =

k∑
i=α

wix
i +O(xk+1),

k ≥ α. Â óêàçàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì (�ìåòîä ëè-
òåðàëîâ�), êîòîðûé ñòðîèò êîýôôèöèåíòû wα, . . . , wk â âèäå ëè-
íåéíûõ êîìáèíàöèé íàäK ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ C1, . . . , Cn;
àëãîðèòì îñíîâàí íà ïðèâëå÷åíèè èíäóöèðîâàííîãî ðåêóððåíò-
íîãî ñîîòíîøåíèÿ, ââåäåííîãî â [7].
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Â [2] àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óñå÷åííûõ ðåãó-
ëÿðíûõ ðåøåíèé. Òàê æå ñôîðìóëèðîâàíî óñëîâèå, ïðè êîòîðîì
ëþáîå ïðîäîëæåíèå óðàâíåíèÿ (1) èìååò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå

xλ (ψ0(x) + ψ1(x) lnx + · · · + ψs(x) ln
s x) , valψs(x) = 0, (7)

ãäå λ ∈ K, ψi ∈ K((x)), i = 0, . . . , s. Âû÷èñëÿåòñÿ êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî V âñåõ òàêèõ íàáîðîâ (λ, j1, . . . , js−1), ÷òî ëþáîå ïðî-
äîëæåíèå óðàâíåíèÿ èìååò ðåøåíèå (7), â êîòîðîì

valψi(x) = ji, i = 0, . . . , s− 1.

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà (λ, j1, . . . , js−1) ∈ V âû÷èñëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ âõîäÿùèõ â (7) ðÿäîâ, èíâàðè-
àíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïðîäîëæåíèé óðàâíåíèÿ (1):

ψi(x) =

ki∑
j=ji

ψi,jx
j +O(xki+1),

ki ≥ ji, js = 0, i = 0, . . . , s. Â [2] ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì,
îñíîâàííûé íà êëàññè÷åñêîì ìåòîäå Õåôôòåðà [8] è ìåòîäå ëè-
òåðàëîâ èç [1], êîòîðûé ñòðîèò êîýôôèöèåíòû ψi,j, j = ji, . . . , ki,
i = 0, . . . , s, â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé íàä K ïðîèçâîëüíûõ
ïîñòîÿííûõ C1, . . . , Cn.
Â [4] ïðåäëîæåí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ìíîãîóãîëü-

íèêîâ Íüþòîíà [5] è àëãîðèòìå èç [2] è ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ñ óñå÷åííîé ðåãóëÿðíîé ÷àñòüþ è ðåøåíèé
ñ óñå÷åííûì ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíöèàëüíîé ÷àñòè.
Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óñå÷åííûõ ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ ëè-

íåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîëèíî-
ìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàññìîòðåíà ñ ïîçèöèé ýôôåêòèâ-
íîé ðåàëèçàöèè â ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, íàïðèìåð,
â [11], [5]. Â îòëè÷èå îò ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, íàìè ðàññìîòðå-
íà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óñå÷åííûõ ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé ñ
êîýôôèöèåíòàìè-óñå÷åííûìè ðÿäàìè. À.Ä.Áðþíî â [6] ïðåäëî-
æèë îñíîâàííûé íà ìíîãîóãîëüíèêå Íüþòîíà àëãîðèòì, êîòîðûé
äëÿ ðÿäîâ, âõîäÿùèõ â ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿåò íàéòè ëþáîå ÷èñëî
÷ëåíîâ. Óðàâíåíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå, � íåëèíåéíûå, ïðåäñòàâ-
ëåííûå ñ ïîìîùüþ ïîëíîñòüþ (ÿâíî) çàäàííûõ àíàëèòè÷åñêèõ
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ôóíêöèé îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Î÷åâèäíî, ýòî äðó-
ãàÿ çàäà÷à.

2.2. Maple-ïàêåò TruncatedSeries

Äëÿ óðàâíåíèé âèäà (1) ñ óñå÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðåä-
ñòàâëÿåì íàøó ðåàëèçàöèþ â Maple [12], [13] àëãîðèòìîâ ïî-
ñòðîåíèÿ âñåõ óñå÷åííûõ ðåøåíèé. Ïðîöåäóðà LaurentSolution

ðåàëèçóåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âñåõ óñå÷åííûõ ëîðàíîâûõ ðå-
øåíèé. Ïðèìåðû åå èñïîëüçîâàíèÿ èìåþòñÿ â [1], [3], [14]. Ïðî-
öåäóðà RegularSolution ðåàëèçóåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âñåõ
óñå÷åííûõ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé. Ïðèìåðû åå èñïîëüçîâàíèÿ �
â [2], [3], [14]. Â [4] ïðåäñòàâëåíà ïðåäâàðèòåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ
(ïðîöåäóðà FormalSolution) àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ñ
óñå÷åííîé ðåãóëÿðíîé ÷àñòüþ è ðåøåíèé ñ óñå÷åííûì ïîêàçà-
òåëåì ýêñïîíåíöèàëüíîé ÷àñòè. Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ïðîöå-
äóðà FormalSolution ìîäèôèöèðîâàíà òàê, ÷òî äëÿ ðåøåíèé ñ
óñå÷åííûì ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíöèàëüíîé ÷àñòè â îòâåòå ñîäåð-
æèòñÿ áîëüøå èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïðîäîëæåíèé äàííîãî
óðàâíåíèÿ (1) èíôîðìàöèè, ÷åì â ïåðâîíà÷àëüíîé âåðñèè ïðîöå-
äóðû, ïðåäëîæåííîé â [4].
Ïðîöåäóðà FormalSolution ñòðîèò äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ðåøåíèå

eQ(x)Y ñ óñå÷åííûì ïîêàçàòåëåì (5) òàê, ÷òî Q(x) ñîäåðæèò ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïðî-
äîëæåíèé óðàâíåíèÿ (1). Äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ ïîçâîëÿ-
åò ðàçëè÷àòü ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

(a) äëÿ âñåõ ïðîäîëæåíèé óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
âèäà (6) ñ ς = 0, ò.å ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíöèàëüíîé ÷àñòè Q(x)
ïîñòðîåí ïîëíîñòüþ, èíäåêñ âåòâëåíèÿ q òàêæå èíâàðèàí-
òåí îòíîñèòåëüíî ïðîäîëæåíèé óðàâíåíèÿ, íî íå ñóùåñòâóåò
èíâàðèàíòíîãî ïîêàçàòåëÿ λ â ðåãóëÿðíîé ÷àñòè; óñå÷åííîå
ðåøåíèå âûâîäèòñÿ â âèäå

eQ(x) yreg(x
1/q); (8)

(b) äëÿ âñåõ ïðîäîëæåíèé óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
âèäà (6) ñ ς ≥ 1, è èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïðîäîëæåíèé
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óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå κσ+1, òîãäà êàê εσ+1 íå èí-
âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðîäîëæåíèé óðàâíåíèÿ; óñå÷åííîå
ðåøåíèå âûâîäèòñÿ â âèäå

eQ(x) yirr(κσ+1)(x); (9)

(c) äëÿ âñåõ ïðîäîëæåíèé óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
âèäà (6) ñ ς ≥ 1, è çíà÷åíèå κσ+1 íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-
íî ïðîäîëæåíèé óðàâíåíèÿ; óñå÷åííîå ðåøåíèå âûâîäèòñÿ â
âèäå

eQ(x) yirr(x); (10)

(d) ñóùåñòâóåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîäîëæåíèå óðàâíåíèÿ (1),
èìåþùåå ðåøåíèå âèäà (6) ñ ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíöèàëüíîé
÷àñòè Q(x) (ς = 0), è, ñ äðóãîé ñîðîíû, � ïðîäîëæåíèå
óðàâíåíèÿ, òàêîãî ðåøåíèÿ íå èìåþùåå (ς ≥ 1); óñå÷åííîå
ðåøåíèå âûâîäèòñÿ â âèäå

eQ(x) y1(x). (11)

Ðåçóëüòàò ðàáîòû FormalSolution � ñïèñîê, êàæäûé ýëåìåíò
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âûðàæåíèé âèäà (4), (8)�(11). Åñëè â
îòâåòå îêàçûâàþòñÿ ðàçíûå ñëàãàåìûå ñ îäèíàêîâûìè îáîçíà÷å-
íèåì yreg(x

1/q), ëèáî yirr(κσ+1)(x), ëèáî yirr(x), òî òàêèå ñëàãàåìûå

èíäåêñèðóþòñÿ êàê yreg,1(x
1/q), yreg,2(x

1/q) è ò.ä.

2.3. Ïðèìåðû ðàáîòû ñ FormalSolution

Ãðàôè÷åñêèé èíòåðôåéñ ðàáî÷åãî ëèñòà Maple ïîçâîëÿåò ââî-
äèòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìå.
Íàïðèìåð, ïðèñâîèì èìÿ eq1 ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

> eq1 := O(x5)
d4

dx4
y(x) +

(
x4 + O(x5)

) d3

dx3
y(x) +

O(x3)
d2

dx2
y(x) +

(
x + O(x2)

) d

dx
y(x) +

(
1 + O(x2)

)
y(x) = 0 :

Ïðîäîëæåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò èìåòü êàê ïîðÿäîê 3, òàê è
ïîðÿäîê 4. Ïðèìåíèì ïðîöåäóðó ê eq1:
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> FormalSolution(eq1, y(x));[
_c1 + O(x)

x
+ yirr, 1(x) + yirr, 2(x)

]
Ïîëó÷åííûé îòâåò îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ ïðîäîëæåíèé óðàâíå-
íèÿ ñóùåñòâóåò îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ëîðàíîâûõ ðåøåíèé
âèäà x−1(_c1 + O(x)), ãäå _c1 îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíóþ ïî-
ñòîÿííóþ. Òàêæå äëÿ âñåõ ïðîäîëæåíèé ñóùåñòâóåò äâóìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî íåðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé, ïðè÷åì ïîêàçàòåëü ýêñïî-
íåíöèàëüíîé ÷àñòè íå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðîäîëæåíèé
óðàâíåíèÿ eq1 (ñëó÷àé (c), ñì. (10)).

Îòáðîñèì ñëàãàåìîå O(x5) d4

dx4
y(x) â ïðåäûäóùåì óðàâíåíèè,

ìíîæåñòâî âñåõ ïðîäîëæåíèé ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ñîâïàäàåò
ñ ìíîæåñòâîì òåõ ïðîäîëæåíèé eq1, êîòîðûå èìåþò ïîðÿäîê 3:

> eq2 :=
(
x4 + O(x5)

) d3

dx3
y(x) + O(x3)

d2

dx2
y(x) +

(
x + O(x2)

) d

dx
y(x) +

(
1 + O(x2)

)
y(x) = 0 :

> FormalSolution(eq2, y(x));

[
_c1 + O(x)

x
+ e

−2RootOf (_Z
2 + 1, index = 1)√
x

yreg, 1(
√
x) +

e

−2RootOf (_Z
2 + 1, index = 2)√
x

yreg, 2(
√
x)


Èç ýòîãî îòâåòà ñëåäóåò, ÷òî íåðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ âñåõ ïðîäîë-
æåíèé óðàâíåíèÿ eq2 èìåþò ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíöèàëüíîé ÷àñòè
−2ε/(x1/2), ãäå ε � êîðåíü ïîëèíîìà _Z2 + 1 = 0. Ðåãóëÿðíûå
÷àñòè â îòâåòå îáîçíà÷åíû yreg 1(

√
x) è yreg 2(

√
x) (ñëó÷àé (a),
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ñì. (8)), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíûõ íà÷àë
ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé äëÿ óðàâíåíèÿ eq2.

Â ñëåäóþùåì óðàâíåíèè íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ îáîçíà÷åíà
z(x), ïîýòîìó â îòâåòå ïîÿâëÿåòñÿ z:

> eq3 :=
(
x8 + O(x9)

) d3

dx3
z(x) + O(x5)

d2

dx2
z(x) +(

3x2 + O(x3)
) d

dx
z(x) +

(
2 + O(x2)

)
z(x) = 0 :

> FormalSolution(eq3, z(x));[
e

2
3xzreg(x) + zirr(2),1(x) + zirr(2),2(x)

]
Ïîëó÷åííûé îòâåò îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ ïðîäîëæåíèé óðàâíå-
íèÿ ñóùåñòâóåò îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñ ïîêàçàòå-
ëåì ýêñïîíåíöèàëüíîé ÷àñòè Q(x) = 2/(3x). Äðóãèå ðåøåíèÿ
âñåõ ïðîäîëæåíèé òàêæå íåðåãóëÿðíû. Èíäåêñ irr(2) îçíà÷àåò
(ñëó÷àé (b), ñì. (9)), ÷òî âåäóùåå ñëàãàåìîå ïîêàçàòåëÿ ýêñïî-
íåíöèàëüíîé ÷àñòè èìååò âèä ε/x2, ãäå ÷èñëî ε íå èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ïðîäîëæåíèé óðàâíåíèÿ eq3.

Äëÿ óðàâíåíèÿ

> eq4 :=
(
−64x6 + 240x7 + O(x8)

) d4

dx4
y(x) +

(
−512x5+

1680x6 + O(x7)
) d3

dx3
y(x) +

(
32x3 − 888x4 + 1980x5+

O(x6)
) d2

dx2
y(x) +

(
32x2 + 60x3 − 180x4 + O(x5)

) d

dx
y(x)

+
(
−4 + 43x− 150x2 + 180x3 + O(x4)

)
y(x) = 0 :

ïîëó÷àåì
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> FormalSolution(eq4, y(x));e
1√
x (

x (_c1 + O(x)) + yreg, 1(
√
x)
)
+

e

− 1√
x (

x (_c2 + O(x)) + yreg, 2(
√
x)
)

Çäåñü èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðîäîëæåíèé óðàâíåíèÿ eq4
ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíöèàëüíûõ ÷àñòåé âñåõ ðåøåíèé, à íà÷àëà
ðåãóëÿðíîé ÷àñòè èíâàðèàíòíû íå âñå.

Åùå îäíî óðàâíåíèå:

> eq5 :=
(
x6 + O(x7)

) d3

dx3
y(x) +

(
x4 + O(x5)

) d2

dx2
y(x)+

O(x2)
d

dx
y(x) +

(
x + O(x2)

)
y(x) = 0 :

> FormalSolution(eq5, y(x));[
y1(x) + yirr(x) + yirr(1)(x)

]
Èç ýòîãî îòâåòà âèäíî, ÷òî âñå ïðîäîëæåíèÿ óðàâíåíèÿ eq5 èìå-
þò òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ýêñïîíåíöèàëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ
ðåøåíèé. Ïåðâîå ñëàãàåìîå y1(x) îòâåòà îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò ïðîäîëæåíèÿ óðàâíåíèÿ eq5, êîòîðûå èìåþò îäíîìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé, è ñóùåñòâóþò ïðîäîëæå-
íèÿ, êîòîðûå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé íå èìåþò. Âòîðîå ñëàãàåìîå
îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïðîäîëæåíèÿ óðàâíåíèÿ eq5 èìåþò òàêèå
íåðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ, ÷òî ñòåïåíü èõ âåäóùåãî êîýôôèöèåíòà
ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ÷àñòè íå èíâàðèàíòíà îòíîñè-
òåëüíî ïðîäîëæåíèé (ñëó÷àé (c), ñì. (10)). È, íàêîíåö, òðåòüå
ñëàãàåìîå îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïðîäîëæåíèÿ óðàâíåíèÿ eq5 èìåþò
ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íåðåãóëÿðíûõ ðåøå-
íèé ñ ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíöèàëüíîé ÷àñòè ε/x, ãäå ÷èñëî ε íå

10



èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðîäîëæåíèé óðàâíåíèÿ (ñëó÷àé (b),
ñì. (9)).

Ïàêåò è ñåññèè Maple ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïðèìåðàìè èñïîëü-
çîâàíèÿ ïàêåòà TruncatedSeries äîñòóïíû ïî àäðåñó [14].
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