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ðàíãà ìàòðèöû íàä êîëüöîì ñêàëÿðíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ (à èìåííî, àë-
ãîðèòì RowReduction), ïîçâîëÿþùèõ âû÷èñëèòü ðàíã ìàòðèöû
ñ ýëåìåíòàìè â êîëüöå ñêàëÿðíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ. Ïðè îáñóæäåíèè ðàíãà ïîä ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ
ñòðîê èëè ñòîëáöîâ ïîíèìàåòñÿ çàâèñèìîñòü íàä òåì æå êîëü-
öîì îïåðàòîðîâ. Äëÿ íàçâàííîãî àëãîðèòìà èçâåñòíû îöåíêè åãî
äèôôåðåíöèàëüíîé ñëîæíîñòè, ò.å. ÷èñëà äèôôåðåíöèðîâàíèé
ýëåìåíòîâ, òðåáóþùèõñÿ àëãîðèòìó â õóäøåì ñëó÷àå. Äàåòñÿ
ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî àëãîðèòìà, ïðåäïîëàãàþùàÿ çàïîìèíàíèå
âñåõ ðåçóëüòàòîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î
òîì, â êàêîé ìåðå ýòî çàïîìèíàíèå è âîçìîæíîñòü ìíîãîêðàòíîãî
èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (íå ïðåäóñìàò-
ðèâàåìîãî èñõîäíîé âåðñèåé àëãîðèòìà Row Reduction) ïîíèæà-
åò äèôôåðåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü.

1. Òåðìèíîëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Íèæå êîëüöî n × n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè â íåêîòîðîì êîëüöå
èëè ïîëå R îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Matn(R). Îáîçíà÷åíèå Mi,∗ ïðè-
âëåêàåòñÿ äëÿ ìàòðèöû ðàçìåðà 1×n, ðàâíîé i-é ñòðîêå ìàòðèöû
M , èìåþùåé n ñòîëáöîâ. Åäèíè÷íàÿ n×n-ìàòðèöà îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç In.
Êîëüöî ñêàëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ êîýôôè-

öèåíòàìè â äèôôåðåíöèàëüíîì ïîëå K ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì
∂ =′ îáîçíà÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì K[∂]; ïîðÿäîê ordl îïåðàòî-
ðà l ∈ K[∂] ðàâåí ñòåïåíè l êàê ïîëèíîìà èç K[∂]. Òàêèå
îïåðàòîðû-ïîëèíîìû ñêëàäûâàþòñÿ êàê îáû÷íûå ïîëèíîìû, äëÿ
óìíîæåíèÿ äåéñòâóþò çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè è äèñòðèáóòèâ-
íîñòè, à òàêæå ïåðåñòàíîâî÷íîå ïðàâèëî ∂a = a∂+a′ = a∂+∂(a).
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Ìàòðèöû, íå îáÿçàòåëüíî êâàäðàòíûå, ñ ïðèíàäëåæàùèìè
K[∂] ýëåìåíòàìè, ìû íàçûâàåì îïåðàòîðíûìè ìàòðèöàìè. Â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé, ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü òåðìèí îïåðàòîð äëÿ ïðèíàäëåæàùèõ Matn(K[∂])
(ò.å. äëÿ êâàäðàòíûõ) îïåðàòîðíûõ ìàòðèö è òåðìèí �ìàòðèöà�
äëÿ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ïî-
ëÿ K.
Îïåðàòîð L êàê ýëåìåíò êîëüöà Matn(K[∂]) èìååò âèä L11 . . . L1n

. . . . . . . . .
Ln1 . . . Lnn

 , (1)

Lij ∈ K [∂], i, j = 1, . . . , n, ïðè ýòîì d = maxi,j ordLij � ýòî
ïîðÿäîê L, ìû ïèøåì ordL = d. Ýòîò îïåðàòîð ìîæåò òàêæå
áûòü ïðåäñòàâëåí â ðàçâåðíóòîì âèäå

Ad∂
d + Ad−1∂

d−1 + · · · + A0, (2)

ãäå ìàòðèöû
A0, A1, . . . , Ad (3)

ïðèíàäëåæàò Matn(K), ïðè ýòîì âåäóùàÿ ìàòðèöà Ad ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ íåíóëåâîé; òðåéëèíãîâàÿ ìàòðèöà A0 íåíóëåâîé áûòü íå
îáÿçàíà. Ïðè n = 1 îïåðàòîð ñòàíîâèòñÿ ñêàëÿðíûì îïåðàòîðîì
(èìåþùèì âèä ïîëèíîìà îò ∂).

2. Ðàíã îïåðàòîðà; àëãîðèòì RR

Îïðåäåëåíèå 1. Ñòðîêè u1, . . . , us îäèíàêîâîé äëèíû, ýëåìåíòû
êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò K[∂], íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè
(áîëåå ïîäðîáíî: ëèíåéíî çàâèñèìûìè íàä K[∂]), åñëè ñóùå-
ñòâóþò òàêèå îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ f1, . . . , fs ∈ K[∂],
÷òî f1u1 + · · · + fsus = 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòè ñòðîêè íà-
çûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè (íàä K[∂]). Ñõîäíûì îáðàçîì
îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ, íî â ýòîì ñëó÷àå
f1, . . . , fs èñïîëüçóþòñÿ êàê ïðàâûå ìíîæèòåëè. Äëÿ îïåðàòîðà
âèäà (1) îïðåäåëÿåòñÿ ðàíã ïî ñòðîêàì êàê ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê ýòîãî îïåðàòîðà è ðàíã ïî ñòîëáöàì
êàê ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îïåðàòîðíîé ìàòðèöû (â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû, ò.å. äëÿ îïåðàòîðà) ðàíãè ïî
ñòðîêàì è ñòîëáöàì ðàâíû ([11]), ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü ïðîñòî
î ðàíãå îïåðàòîðíîé ìàòðèöû èëè îïåðàòîðà.
Îïåðàòîð L ∈ Matm(K [∂]) èìååò ïîëíûé ðàíã, åñëè åãî ñòðîêè

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä K [∂].
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü îïåðàòîð L âèäà (1) èìååò ðàçâåðíó-

òîå ïðåäñòàâëåíèå (2). Åñëè 1 ≤ i ≤ n è ñòðîêà Li,∗ íåíóëåâàÿ, òî
îïðåäåëèì αi êàê íàèáîëüøåå öåëîå k, 0 ≤ k ≤ d, ïðè êîòîðîì
ñòðîêà (Ak)i,∗, íåíóëåâàÿ. Äëÿ íóëåâîé ñòðîêè Li,∗ ïîëàãàåì αi =
0. ×èñëî αi áóäåì íàçûâàòü ïîðÿäêîì i-é ñòðîêè îïåðàòîðà L.
Ìàòðèöà M ∈ Matm(K), òàêàÿ, ÷òî Mi,∗ = (Aαi)i,∗, i = 1, . . . , n,
íàçûâàåòñÿ ôðîíòàëüíîé ìàòðèöåé îïåðàòîðà L.

Àëãîðèòì RowReduction ([7, 8]), êîòîðûé äëÿ êðàòêîñòè ìû
áóäåì íàçûâàòü àëãîðèòìîì RR, ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ðàíã
çàäàííîãî îïåðàòîðà L. Äåòàëüíîå îïèñàíèå ýòîãî àëãîðèòìà
ìîæíî íàéòè â [8, ðàçä. 2.1].
Àëãîðèòì ïðåäïðèíèìàåò ïåðåâîä èñõîäíîãî íåíóëåâîãî îïå-

ðàòîðà L â îïåðàòîð L̆ ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �ýëå-
ìåíòàðíûõ� ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ðàíã. Ýòèìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè äîñòèãàåòñÿ òî, ÷òî íåíóëåâûå ñòðîêè ôðîíòàëüíîé
ìàòðèöû îïåðàòîðà L̆ îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íàä
K. Ýòî ãàðàíòèðóåò ðàâåíñòâî ðàíãà èñõîäíîãî îïåðàòîðà ÷èñëó
ýòèõ ñòðîê.
Îïèøåì çäåñü ýòîò àëãîðèòì âêðàòöå. Îïåðàòîð L̆ ñòðîèòñÿ íà

ìåñòå îïåðàòîðà L, ò.å. L èçìåíÿåòñÿ øàã çà øàãîì, ïîñòåïåííî
ïðåîáðàçóÿñü â L̆:

Ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè íåíóëåâûå ñòðîêè ôðîíòàëüíîé
ìàòðèöû îïåðàòîðà L ëèíåéíî çàâèñèìûìè íàä K. Åñëè
íåò, òî L̆ = L, ðàíã L ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ ñòðîê òåêó-
ùåé ôðîíòàëüíîé ìàòðèöû, è àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóñòü p1, . . . , pn ∈ K � êîýôôèöèåíòû
çàâèñèìîñòè (ïðè ýòîì, äëÿ íóëåâûõ ñòðîê ôðîíòàëüíîé
ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèå pj ñ÷èòàåì ðàâíûìè íóëþ). Èç
òåõ ñòðîê (1), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò íåíóëåâûå êîýôôèöè-
åíòû, âûáðàòü ñòðîêó, èìåþùóþ íàèáîëüøèé ïîðÿäîê (åñëè
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èìååòñÿ íåñêîëüêî ñòðîê ñ òàêèì ïîðÿäêîì, òî âçÿòü ëþáóþ
èç íèõ). Ïóñòü ýòî áóäåò ñòðîêà Li,∗ îïåðàòîðà L. Îíà çàìå-
íÿåòñÿ íà

n∑
j=1

pj∂
αi−αjLj,∗ (3).

Ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ øàãîâ ïîëó÷àåì îïåðàòîð,
íåíóëåâûå ñòðîêè ôðîíòàëüíîé ìàòðèöû êîòîðîãî ëèíåéíî
íåçàâèñèìû íàäK. Ñëåäîâàòåëüíî, íåíóëåâûå ñòðîêè ñàìîãî
ïîëó÷åííîãî îïåðàòîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä K[∂].

3. Àëãîðèòì RR. Îöåíêè ñëîæíîñòè

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñóìì (3) àëãîðèòì RR
òðåáóåò áîëüøîãî ÷èñëà äèôôåðåíöèðîâàíèé ñòðîê îïåðàòîðà è,
òåì ñàìûì, áîëüøîãî ÷èñëà äèôôåðåíöèðîâàíèé ýëåìåíòîâ ïî-
ëÿ K. ×òîáû åãî óìåíüøèòü, ìîæíî ñîõðàíÿòü ðåçóëüòàòû âñåõ
äèôôåðåíöèðîâàíèé ñòðîê. Ðàçóìååòñÿ, ýòî óâåëè÷èò ïðîñòðàí-
ñòâåííóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, íî, ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî åãî
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñëîæíîñòü ñíèçèòñÿ. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
ñíèæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ñëîæíîñòè çäåñü íå ñëèøêîì áîëü-
øîå. Àëãîðèòì ñ õðàíåíèåì ðåçóëüòàòîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñðåäñòâîì RR. Ñèòóàöèÿ ñ àëãîðèòìàìè RR
è RR òàêîâà (n è d çàäàþò ðàçìåð, ò.å. ÷èñëî ñòðîê, è ïîðÿäîê
îïåðàòîðà, � ýòî òàêèå æå âåëè÷èíû, êàê â (1), (2)):

� Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè íå ïðèáåãàòü ê õðàíåíèþ ðå-
çóëüòàòîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñëîæ-
íîñòü äîïóñêàåò îöåíêó Θ(n3d3).

� Åñëè ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ, òî, êàê
áûëî ïîêàçàíî â [2], äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñëîæíîñòü äîïóñêà-
åò îöåíêó O(n2d3). Â [2] ïðè ýòîì íå óòâåðæäàëîñü, ÷òî ýòà
îöåíêà òî÷íà è ñòàâèëñÿ âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè â îöåíêå
ýòîé ñëîæíîñòè ïîíèçèòü ïîêàçàòåëü 3 äëÿ d äî 2?

� Ïîêàçàòåëü 2 äëÿ n è ïîêàçàòåëü 3 äëÿ d íå ìîãóò áûòü ïîíè-
æåíû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñëîæíîñòè RR: íàìè äîêàçàíà
îöåíêà Ω(n2d 3).
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� Èç îöåíêè Ω(n2d 3) è äîêàçàííîé ðàíåå îöåíêè O(n2d 3) âû-
òåêàåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñëîæíîñòè èìååò ìåñòî
îöåíêà Θ(n2d 3).1

Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà RR åñòü
Θ(n2d 3).

4. Î ðàçíîñòíîì ñëó÷àå

4.1. Äåñèíãóëÿðèçàöèÿ âåäóùåé ìàòðèöû

ÏóñòüK � ðàçíîñòíîå ïîëå ñ àâòîìîðôèçìîì (ñäâèãîì) σ. Êîëü-
öî ñêàëÿðíûõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ � ýòî êîëüöî K[σ, σ−1].
Íåñõîäñòâî ðàçíîñòíîãî è äèôôåðåíöèàëüíîãî ñëó÷àåâ çàìåò-
íî â òîì, ÷òî àâòîìîðôèçì σ èìååò îáðàòíûé â K[σ, σ−1],
òîãäà êàê äèôôåðåíöèðîâàíèå ∂ íå îáðàòèìî â K[∂]. Àëãî-

ðèòì RR âû÷èñëÿåò L̆ âèäà UL, ãäå L̆ èìååò íåâûðîæäåííóþ
ôðîíòàëüíóþ ìàòðèöó, ïðè ýòîì îïåðàòîð U îáðàòèì â K[∂]
è îáà îïåðàòîðà U,U−1 íå ñîäåðæàò ∂−1. Â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå
U−1 ìîæåò ñîäåðæàòü σ−1. Âû÷èñëåíèå òàêîãî U ìîæåò èìåòü
ìåíüøóþ ñëîæíîñòü. Òà âåðñèÿ àëãîðèòìà EG-èñêëþ÷åíèé [1,
4, 5], êîòîðàÿ èçëîæåíà â [1], âû÷èñëÿåò â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå
ýêâèâàëåíòíûé èñõîäíîìó îïåðàòîð (ò.å. íåêîòîðûé îïåðàòîð

L̆, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ŨL, ãäå îïåðàòîð
Ũ îáðàòèì â Matn(K[σ, σ−1])), èìåþùèé òðåóãîëüíóþ âåäóùóþ
ìàòðèöó, � àíàëîãè÷íàÿ èäåÿ áûëà íåçàâèñèìî èñïîëüçîâàíà â
[10] äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàê íàçûâàåìîé ñëàáîé ôîðìû Ïîïîâà ïî-
ëèíîìèàëüíîé ìàòðèöû. Ñäâèãîâàÿ ñëîæíîñòü EG-èñêëþ÷åíèé
åñòü O(n2d 2) (ñì., íàïðèìåð, [3, 6]).
Çàìåòèì, ÷òî ýòî ñîîáðàæåíèå íå ðàáîòàåò â äèôôåðåíöèàëü-

íîì ñëó÷àå: åñëè ìû èñïîëüçóåì çäåñü EG-èñêëþ÷åíèÿ, òî Ũ íå
ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îáðàòèìûì â Matn(K[∂]).
Íåëèøíå îòìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíîñòíîé âåðñèè

àëãîðèòìà RR ìû ïîëó÷àåì ñäâèãîâóþ ñëîæíîñòü Θ(n2d 3).

1Â àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíêàõ ìû, íàðÿäó ñ O -íîòàöèåé, èñïîëüçóåì òàêæå Ω - è Θ - íîòàöèè (ñì. [9]).
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4.2. Îá àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè

Àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü (ò.å. ñëîæíîñòü ïî ÷èñëó àðèôìåòè-
÷åñêèõ îïåðàöèé â ïîëå K) àëãîðèòìà RR åñòü Θ(nω+1d 2), ãäå ω
� ïîêàçàòåëü ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, 2 < ω ≤ 3. ×òî êàñàåòñÿ
âàðèàíòà EG-èñêëþ÷åíèé, êîòîðûé óïîìèíàëñÿ âûøå, åãî àðèô-
ìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü åñòü O(n3d 2). Íî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
RR òîò æå ïîäõîä ê óìåíüøåíèþ àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè,
÷òî è äëÿ EG-èñêëþ÷åíèé (ñì., íàïðèìåð, [3]), ïîëó÷àÿ îïåðàòîð
ñ òðåóãîëüíîé ôðîíòàëüíîé ìàòðèöåé. Òîãäà ïîëó÷èì àðèôìå-
òè÷åñêóþ ñëîæíîñòü O(n3d 2), êàê äëÿ EG-èñêëþ÷åíèé.
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