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Александр Александрович Абрамов
(14.02.1926–10.01.2019)

Выдающийся ученый Александр Александрович Абрамов, док-
тор физико-математических наук, профессор, заслуженный деятель
науки РФ, прошел длинный жизненный и творческий путь. Он ро-
дился в г. Москве в семье учителей. В 1946 г. А.А.Абрамов окончил
с отличием механико-математический факультет МГУ по кафедре
теории функций и функционального анализа и поступил в аспиран-
туру МГУ. Его научным руководителем в эти годы был И.М.Гель-
фанд. В 1949 г. А.А.Абрамов защитил кандидатскую диссертацию
"Топологические инварианты римановых пространств и пространств
аффинной связности" , которую официальные оппоненты Л.С.Понт-
рягин и П.К.Рашевский оценили как выдающийся вклад в науку. В
том же году A.A.Абрамов поступил на работу в Институт точной ме-
ханики и вычислительной техники АН СССР в Отдел приближен-
ных вычислений, руководимый Л.А.Люстерником, и с тех пор на-
учная деятельность Александра Александровича была неразрывно
связана с вычислительной математикой и ее приложениями. С 1955
г. A.A.Абрамов становится одним из ведущих ученых Вычислитель-
ного центра АН СССР, заведующим Лабораторией теоретических
исследований, которая вскоре была переименована в Отдел вычис-
лительных методов. В 1974 г. он защитил докторскую диссертацию
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"Методы решения некоторых линейных задач" . А.А.Абрамов воз-
главлял Отдел вычислительных методов до 1991 г., занимая затем
до конца своих дней должность главного научного сотрудника этого
отдела. На протяжении многих лет А.А.Абрамов также вел актив-
ную педагогическую деятельность: с 1952 г. он преподавал в МФТИ,
являясь с 1976 г. профессором кафедр высшей математики и мате-
матической физики. В 2005 году Ученый совет МФТИ присвоил ему
звание почетного профессора.

А.А.Абрамову принадлежат значительные достижения в обла-
сти вычислительных методов алгебры и дифференциальных урав-
нений и их применения к решению конкретных прикладных задач
математической физики. Он является автором оригинальных высо-
коэффективных алгоритмов, нашедших широкое применение в вы-
числительной практике. Большой цикл работ А.А.Абрамова посвя-
щен методам решения задач линейной алгебры высокой размерно-
сти, возникающих при приближенном решении уравнений в беско-
нечномерных пространствах. Методы основаны на аппроксимации
таких задач задачами меньшей размерности. А.А.Абрамов дал оцен-
ки эффективности получающихся при этом итерационных процес-
сов. Он предложил алгоритмически простой метод ускорения ите-
рационного процесса для решения систем линейных алгебраических
уравнений (ЛАУ). Одним из первых он провел исследование влия-
ния накопления случайных погрешностей при решении систем ЛАУ
методом исключения. А.А.Абрамов предложил устойчивый числен-
ный метод переноса граничных условий при решении краевых за-
дач (КрЗ) для систем линейных обыкновенных дифференциальных
уравнений (ОДУ), известный как "ортогональная дифференциаль-
ная прогонка Абрамова" . Важным вкладом в теорию и методы чис-
ленного решения ОДУ явились работы А.А.Абрамова по сингуляр-
ным системам линейных ОДУ. Им было обнаружено, что для широ-
кого класса практически важных граничных условий в регулярной
особой точке все семейство решений, удовлетворяющих заданному
граничному условию, рассмотренное как единое целое, может быть
задано разложениями гораздо более удобными, чем разложения для
отдельных решений. Этот факт позволил предложить устойчивый
способ переноса граничного условия из особой точки в точку, близ-
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кую к особой. А.А.Абрамов ввел и исследовал понятие допустимого
граничного условия в особой точке. Эти идеи оказались плодотвор-
ными и были перенесены его учениками на ОДУ с иррегулярными
особыми точками и на широкий класс нелинейных ОДУ. В результа-
те были созданы целостная математическая теория и эффективные
методы решения сингулярных КрЗ. В процессе численного решения
КрЗ для нелинейных уравнений с частными производными, описы-
вающих явления с фазовыми переходами, А.А.Абрамовым вместе с
учениками были разработаны теория и методы решения некоторых
типов нелинейных уравнений с монотонными операторами. При этом
на операторы не накладывается каких-либо условий, заменяющих в
ослабленной форме непрерывность. Было введено общее понятие ре-
шения, изучены вопросы его существования и единственности, пред-
ложен итерационный метод нахождения решения. А.А.Абрамовым
были разработаны и исследованы эффективные алгоритмы, важные
для практической реализации методов теории устойчивости и близ-
ких к ней разделов: численного построения проектора на устойчивое
корневое подпространство матрицы, извлечения квадратного корня
из матрицы и другие. Ему также принадлежат яркие работы по
специальным функциям, самосопряженным и несамосопряженным
спектральным задачам, в том числе многопараметрическим, систе-
мам дифференциально-алгебраических уравнений и многие другие.
С помощью перечисленных методов А.А.Абрамовым и его учени-
ками были успешно решены многочисленные важные прикладные
задачи, возникающие в океанологии, акустике, радиофизике, кван-
товой механике, ядерной физике, теории упругих оболочек, физике
твердого тела, нелинейной теории поля, инфляционной космологии
и других областях.

А.А.Абрамов является автором около 180 научных работ, опуб-
ликованных в центральной печати. Его творчество оказало значи-
тельное влияние на развитие ряда областей вычислительной мате-
матики. Некоторые из его результатов и методов вошли в моногра-
фии, учебники и учебные пособия, они известны среди специалистов
как "методы Абрамова" . А.А.Абрамов участвовал в создании пер-
вой отечественной ЭВМ БЭСМ-1, за что в 1956 г. был награжден
орденом Трудового Красного Знамени. Он является одним из авто-
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ров первой советской книги по программированию. Среди учеников
А.А.Абрамова – 18 кандидатов и 3 доктора наук, в том числе из ряда
иностранных государств. A.A.Абрамов был бессменным членом ред-
коллегии "Журнала вычислительной математики и математической
физики" с момента его основания.

Будучи высоко одаренной личностью, А.А.Абрамов обладал фе-
номенальной памятью и широтой интересов, поражал окружающих
большими познаниями не только в математике, но и в литературе,
музыке, истории, глубиной и оригинальностью суждений. Он оста-
вил глубокий след в сердцах его друзей, коллег и учеников.

Доклады, представленные на настоящей конференции, относят-
ся к различным областям математики, в которые А.А.Абрамов внёс
вклад.
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Усеченные ряды в роли коэффициентов линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений

С.А. Абрамов (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва)
А.А.Рябенко (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва)

Д.Е. Хмельнов (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва)
E-mail address: sergeyabramov@mail.ru,

anna.ryabenko@gmail.com, dennis_khmelnov@mail.ru

В [1], [2] были предложены алгоритмы поиска лорановых и регу-
лярных (представимых степенно-логарифмическими разложениями)
решений линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с
бесконечными формальными степенными рядами в роли коэффи-
циентов. Вопрос представления бесконечных рядов очень существен
для компьютерной алгебры. В данном случае ряды задаются в усе-
ченном виде, что означает, что мы не располагаем полной информа-
цией об уравнении. Исходя из этой неполной информации, алгорит-
мы дают максимально возможное число членов рядов, входящих в
решения. В [1], [2] сообщалось о предварительных (пробных) вариан-
тах реализующих эти алгоритмы в среде Maple [3] процедур и экспе-
риментах с ними. Процедуры усовершенствованы, интерфейс и пред-
ставление данных выбраны для них единообразно. Эти процедуры
доступны на веб-странице http://www.ccas.ru/ca/TruncatedSeries.

Литература

1. Абрамов С.А., Рябенко А.А., Хмельнов Д.Е. Линейные обык-
новенные дифференциальные уравнения и усеченные ряды.Ж.
выч. мат. и мат. физ., 2019, № 10 (59). C. 66—77.

2. Абрамов С.А., Рябенко А.А., Хмельнов Д.Е. Регулярные ре-
шения линейных обыкновенных дифференциальных уравнений
и усеченные ряды. Ж. выч. мат. и мат. физ., 2020, № 1 (60).
(Прин. к печати).

3. Maple online help // http://www.maplesoft.com/support/help
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Полугруппы операторов и оптимальное восстановление
решений уравнений математической физики

Е.В. Абрамова (НИУ МЭИ, Москва)
Г.Г. Магарил-Ильяев (МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва)

Е.О. Сивкова (МПГУ, Москва)
E-mail address: abramova_elena@inbox.ru,

magaril@mech.math.msu.su, sivkova_elena@inbox.ru

В докладе рассматривается полугруппа операторов 𝑇𝑡, 𝑡 ≥ 0,
в 𝐿2(R𝑑), действующая в образах Фурье по правилу: 𝐹 [𝑇𝑡𝑓 ](𝜉) =
exp(−𝑡𝑎(𝜉))𝐹 [𝑓 ](𝜉) для п. в. 𝜉 ∈ R𝑑 и всех 𝑓(·) ∈ 𝐿2(R𝑑). Здесь 𝑎(·) —
непрерывная неотрицательная функция на R𝑑, 𝑎(0) = 0 и 𝑎(𝜉) → ∞
при |𝜉| → ∞. Ставится задача об оптимальном восстановлении зна-
чений оператора 𝑇𝜏 по приближенным значениям операторов 𝑇𝑡𝑖 ,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Точнее говоря, нас интересует величина

𝐸(𝜏) = inf
𝜙

sup
𝑓(·)∈𝐿2(R𝑑), 𝑔𝑖(·)∈𝐿2(R𝑑),

𝑖=1,...,𝑛
‖𝑇𝑡𝑖𝑓(·)−𝑔𝑖(·)‖𝐿2(R𝑑)

≤𝛿𝑖,

𝑖=1,...,𝑛

‖𝑇𝜏𝑓(·) − 𝜙(𝑔1(·), . . . , 𝑔𝑛(·))(·)‖𝐿2(R𝑑),

где 𝛿𝑖 > 0, 𝑖−1, . . . , 𝑛, и нижняя грань берется по всем отображениям
𝜙 : 𝐿2(R𝑑) × . . . × 𝐿2(R𝑑) → 𝐿2(R𝑑), а также интересуют те отобра-
жения ̂︀𝜙, на которых нижняя грань достигается. Такие отображения
мы называем оптимальными методами восстановления.

В данной задаче найдено точное значение величины 𝐸(𝜏) и по-
строено семейство линейных оптимальных методов. В качестве след-
ствий найдены оптимальные методы восстановления решения урав-
нения теплопроводности на R𝑑 в данный момент времени 𝜏 по неточ-
ным измерениям этого решения в моменты времени 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, а
также оптимальные методы восстановления сужения на гиперплос-
кость решения задачи Дирихле для полупространства по неточным
измерениям этого решения на других гиперплоскостях.
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О существовании и непрерывности глобальной неявной
функции

А.В. Арутюнов (ИПУ РАН, Москва)
E-mail address: arutyunov@cs.msu.ru

Пусть Σ — топологическое пространство, задано отображение 𝑓 :
R𝑛 × Σ → R𝑘, дифференцируемое по первой переменной 𝑥 ∈ R𝑛.
Рассматривается следующая задача. Для уравнения

𝑓(𝑥, 𝜎) = 0 (1)

с неизвестным 𝑥 ∈ R𝑛 и параметром 𝜎 ∈ Σ требуется получить усло-
вия существования решения 𝑥(𝜎), определенного при каждом 𝜎 ∈ Σ
и зависящего от параметра 𝜎 непрерывно.

Получен следующий результат. Положим

𝑂𝑛(𝑥0, 𝑟) := {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥− 𝑥0| < 𝑟},

𝑥0 ∈ R𝑛, 𝑟 > 0,

𝛼(𝑟, 𝜎) := inf
|𝑥|≤𝑟

sup

{︂
𝛾 ≥ 0 : 𝑂𝑘(0, 𝛾) ⊂ 𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝜎)𝑂𝑛(0, 1)

}︂
,

𝑟 ≥ 0, 𝜎 ∈ Σ,

𝒟(𝑟, 𝜎) :=

𝑟∫︁
0

𝛼(𝑡, 𝜎) 𝑑𝑡, 𝑟 ≥ 0, 𝜎 ∈ Σ.

Теорема 1. Предположим, что отображение 𝑓 непрерывно, отоб-
ражение 𝑓(·, 𝜎) дважды дифференцируемо при всех 𝜎 ∈ Σ, и отоб-

ражения
𝜕𝑓

𝜕𝑥
и
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
непрерывны. Если

|𝑓(0, 𝜎)| < 𝒟(+∞, 𝜎) ∀𝜎 ∈ Σ,

то существует непрерывное отображение 𝑔 : Σ → R𝑛 такое, что

𝑓(𝑔(𝜎), 𝜎) = 0, 𝒟(|𝑔(𝜎)|, 𝜎) ≤ |𝑓(0, 𝜎)| ∀𝜎 ∈ Σ.
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Приведенное утверждение дает достаточное условие существова-
ния непрерывной глобальной неявной функции для уравнения (1). В
случае, когда 𝛼(𝑟, 𝜎) = const теорема 1 совпадает с [1, теорема 6]. В
случае, когда R𝑛 = R𝑘 = Σ, 𝒟(+∞, 𝜎) ≡ +∞ и отображение 𝑓 пред-
ставимо в виде 𝑓(𝑥, 𝜎) ≡ 𝐹 (𝑥) − 𝜎, теорема 1 совпадает с теоремой о
глобальном гомеоморфизме из [2].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского науч-
ного фонда (проект 17-11-01168).
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рем об обратной функции. Дифф. уравнения. 2019. Т. 55. № 4.
С. 452–463.
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Асимптотическое интегрирование нелинейной системы
Гамильтона в резонансном случае

А.Б. Батхин (ИПМ им. М.В.Келдыша, Москва, МФТИ,
Долгопрудный)

E-mail address: batkhin@gmail.com

Метод нормальной формы (НФ) является одним из наиболее эф-
фективных способов построения асимптотического решения системы
Гамильтона в окрестности положения равновесия, периодического
решения или инвариантного тора [1]. НФ может быть также исполь-
зована при исследовании устойчивости, бифуркаций и интегрируе-
мости. Среди разработанных на сегодняшний день методов приведе-
ния системы Гамильтона к НФ можно выделить метод инвариантной
нормализации (симметризации) [2], эффективно реализуемый в си-
стемах компьютерной алгебры.

Процедура приведения гамильтониана к НФ состоит из последо-
вательности шагов. В окрестности положения равновесия z ≡ (q,p) =
0 функция Гамильтона 𝐻(z) раскладывается в ряд 𝐻 = 𝐻2 + 𝐻3 +
. . . однородных форм степени 𝑘. Затем, квадратичная форма 𝐻2 =
(z,Γz)/2 приводится к нормальной форме. В случае простых соб-
ственных чисел Λ = {𝜆1, . . . , 𝜆𝑛,−𝜆1, . . . ,−𝜆𝑛} алгоритм нормализа-
ции описан в [2, § 7.3]. Пусть форма 𝐻2 имеет резонанс, т.е. уравне-
ние (k,Λ) = 0 имеет нетривиальное решение k ̸= 0 на целочисленной
решётке Z𝑛. Наличие резонанса позволяет в ряде случаев получить
явное представление корней Λ характеристического многочлена 𝑝(𝜆)
матрицы Γ через коэффициенты формы𝐻2 и, тем самым, выполнить
нормализацию в символьном виде. Условие двухчастотного резонан-
са 𝜆𝑖 = 𝑞𝜆𝑗 , 𝑞 ∈ Q эффективно проверяется в терминах обобщённого
дискриминанта 𝐷𝑞(𝑝(𝜆)), который есть результант многочленов 𝑝(𝜆)
и его 𝑞-производной (𝒜𝑞𝑝)(𝜆) [3, 4]. Если порядок резонанса равен
двум, т.е. многочлен 𝑝(𝜆) имеет кратные корни, то матрица Γ в об-
щем случае имеет жорданову нормальную форму [1, Гл. I]. Одна-
ко, можно построить такое масштабирование фазовых переменных
q = 𝜀𝑎Q, p = 𝜀𝑏P и времени 𝑡 = 𝜀𝑎+𝑏𝜏 [5], что в новых переменных
(Q,P) матрица ̃︀Γ квадратичной формы ̃︀𝐻2 станет диагонализируе-
мой, а другие слагаемые формы𝐻2 войдут в качестве поправок более
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высокого порядка в разложение гамильтониана 𝐻 по параметру 𝜀.
Последующие шаги выполняются итерационно. При использовании
алгоритма инвариантной нормализации они сводятся к усреднению
очередного члена 𝑀𝑖 ряда Ли вдоль невозмущённого решения, опре-
деляемого квадратичным гамильтонианом ̃︀𝐻2.𝑀𝑖 вычисляется через
члены 𝐻𝑗 , 𝑗 6 𝑖, разложения исходного Гамильтониана, 𝐺𝑗 , 𝑗 < 𝑖,
генератора Ли и ̃︀𝐻𝑗 , 𝑗 < 𝑖, нормализованного Гамильтониана. По-
лученная НФ используется для асимптотического интегрирования
исходной системы Гамильтона.
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№ 2. С. 5–17.
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№ 2. С. 6–15.

5. Брюно А.Д., Петров А.Г. Вычисление гамильтоновой нормаль-
ной формы. ДАН. 2006. Т. 410, № 4. С. 474–478. Справочник
по обыкновенным дифференциальным уравнениям. Пер. с нем.
С.В.Фомина. Изд. Наука. Москва: 1965.

6. Колмогоров А.Н. О понятии алгоритма. Успехи математиче-
ских наук. 1953. Т. 8. № 4 (56). С. 175–176.
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Линии уровня изменённого потенциала
и точки либрации на поверхности малых небесных тел

А.А. Буров (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва)
В.И. Никонов (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва)

E-mail address: teormech@gmail.com, nikon_v@list.ru

Задачи динамики малых объектов на поверхности небесных тел
представляет существенный интерес в связи с интенсивным исследо-
ванием таковых. Небесные объекты могут быть разнообразной при-
роды, они мог быть сформированы как естественным путём, так и
руками человека.

Активное освоение малых небесных тел неизбежно приведёт к
замусориванию их поверхности космическими аппаратами или их
обломками. Кроме того, зондирование малых небесных тел за счёт
ударных проб, как показывают выполненные эксперименты, также
приводит к выбросу большого числа камней и пылевых облаков.
Имеет смысл как минимум оценить те места, где такие объекты бу-
дут скапливаться.

Как известно, многие небесные тела совершают равномерное вра-
щение вокруг одной из главных центральных осей инерции. Поэтому
естественно ставить задачу о существовании и устойчивости относи-
тельных равновесий, отвечающих критическим точкам изменённого
потенциала. Для этого принимают во внимание потенциал центро-
бежных сил.

В работе для ряда астероидов построены карты распределения
значений потенциала ньютоновского притяжения и измененного по-
тенциала на поверхности небесного тела, вычисленных с помощью
формулы Вернера-Ширса [1,2]. Естественно ожидать скопления кам-
ней, песка, космического мусора на поверхности небесного тела имен-
но в точках локальных минимумов измененной потенциальной энер-
гии. Поверхность тела представляется многогранником с треуголь-
ными гранями.

Работа выполнена В.И. Никоновым при частичной финансовой
поддержке гранта Президента Российской Федерации для государ-
ственной поддержки научных исследований молодых российских уче-
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ных - кандидатов и докторов наук (проект № МК-1712.2019.1), а так-
же при частичной финансовой поддержке РФФИ, грант 18-01-00335.
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Some investigation methods of boundary value problems
for general partial differential equations

V.P. Burskii (Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudnyi)
E-mail address: bvp30@mail.ru

The report is devoted to some questions of a general theory of boundary
value problems for partial differential equations and contains results of
the author. Basic question that we ask is: How can one study boundary
value problems for linear differential equations of general form? We offer
some approaches to this problem and obtain a set of results. Let

𝐿 = 𝐿(𝑥,𝐷) =
∑︀

|𝛼|≤𝑚 𝑎𝛼𝐷
𝛼

be a linear differential operation with smooth coefficients, which can be
complex-valued or matrix, and let Ω ⊂ R𝑛 be a bounded domain with
smooth boundary 𝜕Ω. Traces of a smooth solution of the equation 𝐿𝑢 = 0
can not arbitrary and they are somehow connected to each other. Let us
consider the Cauchy problem

𝐿𝑢 = 0, 𝑢|𝜕Ω = 𝜓0, 𝑢
′
𝜈 |𝜕Ω = 𝜓1, ..., 𝑢

(𝑚−1)
𝜈 |𝜕Ω = 𝜓𝑚−1.

One can obtain a necessary condition of the connection of the traces
𝜓𝑗 of the solution 𝑢 from the Green‘s formula∫︀

Ω

(𝐿𝑢𝑣 − 𝑢𝐿+𝑣) 𝑑𝑥 =
∑︀𝑚−1

𝑞=0

∫︀
𝜕Ω

𝐿(𝑚−𝑞−1)𝑢 𝜕
𝑞
𝜈𝑣 𝑑𝑠, where 𝐿+ is

a formally adjoint operator, 𝐿(𝑗) 𝑢 is a linear differential expression of the
order 𝑗, which one can count up if functions 𝜓𝑗 are known. We have:

∀𝑣 ∈ ker𝐿+,
∑︀𝑚−1

𝑞=0

∫︀
𝜕Ω

𝐿(𝑚−𝑞−1)𝑢 𝜕
𝑞
𝜈𝑣 𝑑𝑠 = 0.

This condition proves to be necessary and sufficient often. Let𝑚 = 2,
coefficients 𝑎𝛼 be constant and let us have: 𝐿𝑢 = 𝑓, 𝑢|𝜕Ω = 0.

Let the domain Ω be given by means of the inequality 𝑃 (𝑥) > 0 where
𝑃 ∈ 𝑅[𝑥] is a polynomial, |∇𝑃 |𝑃=0 ̸= 0. If �̃� = 𝑢 in Ω and �̃� = 0 outside,
𝐹− the Fourier-transformation, we obtain the equivalent problem

𝑃 (−𝐷𝜉)[𝐿(𝜉)𝐹 (�̃�)(𝜉)] = 𝑔(𝜉)
with a known function 𝑔. In particular, for the equation

𝐿(𝐷) 𝑢 = (𝑏1·∇) (𝑏2·∇)𝑢 = 0 (*)
the problem 𝐿(𝐷𝑥)𝑢 = 0, 𝑢|𝑃 (𝑥) = 0 with operator from (*) is equivalent
to the problem 𝑃 (−𝐷𝜉)𝑤 = 0, 𝑤|𝐿(𝜉) = 0. The applications of this
methods are numerous.

Another method for studying boundary value problems for equation
(*) is a new problem of moments on the curve 𝜕Ω.
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К задаче обращения для уравнения класса Фукса с
комплексными параметрами

В.И. Власов (ФИЦ ИУ РАН, Москва)
E-mail address: vlasov@ccas.ru

Уравнение класса Фукса второго порядка с вещественными осо-
быми точками 𝑏𝑛 (𝑛 = 1, . . . , 𝑁), и комплексными параметрами 𝛼𝑛 и
𝛾𝑚 (𝑚 = 2, 3, . . . , 𝑁 − 2) может быть приведено к виду [1]

Ξ′′(𝑧) + (1/2)𝑅(𝑧) Ξ(𝑧) = 0, (1)

𝑅(𝑧) =
∑︁𝑁−1

𝑛=1

1 − 𝛼2
𝑛

2(𝑧 − 𝑏𝑛)2
+

+
1

(𝑧 − 𝑏1)(𝑧 − 𝑏𝑁−1)

(︂∑︁𝑁

𝑛=1

𝛼2
𝑛 − 1

2
(−1)𝛿𝑁,𝑛 +

∑︁𝑁−2

𝑚=2

𝛾𝑚
𝑧 − 𝑏𝑚

)︂
;

здесь принято 𝑏1 = 0, 𝑏𝑁−1 = 1, 𝑏𝑁 = ∞, а остальные 𝑏𝑛 расположе-
ны на интервале (0, 1); 𝛿𝑘,𝑙 — символ Кронекера. Задача обращения
заключается [2] в построении функции 𝑧 = Φ(𝑤), обратной к отноше-
нию 𝑤 = 𝜙(𝑧) = Ξ1(𝑧)/Ξ2(𝑧) двух его линейно независимых решений.

Пусть функция ̃︀𝑧 = 𝜏𝑞(𝑧) ∈ Möb отображает верхнюю полуплос-
кость H на себя с условиями 𝜏𝑞(𝑏𝑞⊖1) = 1, 𝜏𝑞(𝑏𝑞) = ∞, 𝜏𝑞(𝑏𝑞⊕1) = 0,
где ⊖ и ⊕ — вычитание и сложение по модулю 𝑁 , а 𝑧 = 𝑇𝑞(̃︀𝑧)
— функция, обратная к 𝜏𝑞(𝑧). Введем набор функций 𝜉 = 𝜙𝑗(𝜁),
𝑗 ∈ N, по формулам 𝜙1(0; 𝜁) = ln 𝜁; 𝜙1(𝜈; 𝜁) = 𝜁𝜈 , 𝜈 ∈ C, Re𝜈 > 0;
𝜙𝑗(𝜁) = 𝜁𝐽 − (−1)𝑗 ln 𝜁𝐽 , 𝐽 = [𝑗/2] , 𝑗 = 2, 3 . . . Через 𝜁 = Φ𝑗(𝜈; 𝜉) обо-
значим обратные функции; обозначим такжеK+(𝑟) = {𝑧 : |𝑧| > 𝑟}∩H
и Σ(𝜆, 𝑧) = 𝜆−1𝑧 +

∑︀∞
𝑘=0 𝜆𝑘𝑧

−𝑘, где 𝜆 = (𝜆−1, 𝜆0, 𝜆1, . . .).
Следующая теорема обобщает результаты из [3], [4].

Теорема 1. Пусть 𝑞 ∈ {1, . . . , 𝑁} — выбранный номер особой
точки уравнения (1). Тогда справедливы следующие утверждения.

1) Для функции 𝑤 = 𝜙(𝑧) имеет место представление

𝜙(𝑧) = 𝜔 ∘ 𝜙𝑗 ∘ Σ(𝜆, 𝜏𝑞(𝑧)), (2)

справедливое на множестве 𝑇𝑞(K+(𝑟𝑞)) при некотором 𝑟𝑞 > 0; 𝜔 —
функция из Möb; здесь для строки коэффициентов 𝜆, номера 𝑗, а при
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𝑗 = 1 и величины 𝜈, выписываетя явный алгоритм вычисления через
параметры уравнения (1). При заданном уравнении и выбранных 𝑞
и 𝜔 представление (2) единственно.

2) Для обратной функции 𝑧 = Φ(𝑤) имеет место представление

Φ(𝑤) = 𝑇𝑞 ∘ Σ(Λ, Φ𝑗 ∘ Ω(𝑤)), (3)

справедливое на множестве 𝜔 ∘ 𝜙𝑗(K+(𝑅𝑞)) при некотором 𝑅𝑞 > 0;
здесь Ω обратно к 𝜔. Коэффициенты Λ𝑘 явно выражаются через 𝜆.
При заданном уравнении (1) и выбранных 𝑞 и 𝜔 представление (3)
единственно.
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Применение алгоритма Чебышева – Маркова - Крейна для
анализа микрофизических процессов в градовых облаках

З.С. Гаева (ВГИ, Нальчик)
A.A. Шананин (МФТИ, Долгопрудный)

E-mail address: gzs@mail.ru, alexshan@yandex.ru

В докладе рассматривается задача управления микрофизически-
ми процессами, описываемыми уравнением Смолуховского. Целью
управления является минимизация числа частиц, размеры которых
превышают критический размер. Для этого в градовое облако внед-
ряют по определённой программе дополнительные зародыши градин
(реагент), которые предотвращают образование крупных градин. В
геофизике принято распределение частиц по размерам (массе) рас-
кладывать по системе ортогональных функций Дмитриева. Для по-
строения приближенного решения уравнения Смолуховского обычно
применяется метод Галёркина. Зная значения коэффициентов Га-
лёркина, нельзя вычислить точное значение числа частиц. Одна-
ко с помощью модифицированного алгоритма Чебышева-Маркова-
Крейна можно построить точные верхние и нижние оценки этого
числа (см. [1,2]). Задача оптимального управления о минимизации
точной верхней оценки обладает спецификой. Функционал в этой
задаче задан неявно, и его значение вычисляется по значениям ко-
эффициентов Галёркина с помощью модифицированного алгорит-
ма Чебышева-Маркова-Крейна. Для численного решения задачи оп-
тимального управления с такой спецификой требуется разработать
эффективный алгоритм вычисления градиента функционала, а не
только его значения. Решению этой задачи посвящены работы [3,4].
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Вычислительные аспекты в проблеме децентрализации

М.А. Горелов (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва)
Ф.И. Ерешко (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва)

E-mail address: griefer@ccas.ru, fereshko@yandex.ru

Проблемы информированности и децентрализации являются од-
ними из главных в теории принятия решений и привлекали внимание
(см., например, https://en.wikipedia.org/wiki/Decentralization) мыс-
лителей всех эпох. Опыт показывает, что на практике управление
достаточно сложными организационными системами осуществляет-
ся по гибридному иерархическому принципу. Отсюда можно сделать
вывод о том, что существуют ситуации , когда децентрализованное
управление является более эффективным. Однако объяснить причи-
ну эффективности децентрализации управления было затруднитель-
но. Объяснение было предложено в начале 70-х годов прошлого века
Ю.Б. Гермейером и Н.Н.Моисеевым: если лицо, принимающее реше-
ния, передаст часть своих полномочий по выбору решений каким-то
агентам, то совместными усилиями можно будет своевременно обра-
ботать большие объемы информации и за счет этого сделать управ-
ление более эффективным. В настоящее время тенденции к центра-
лизации управления сложными системами явно не наблюдается. Ве-
роятно, это связано с тем, что параллельно идет процесс усложнения
связей как между отдельными элементами внутри управляемой си-
стемы, так связей системы с внешним миром. Поэтому и объемы
необходимой для эффективного управления информации тоже рас-
тут. Построить формальные математические модели, позволяющие
описать этот эффект, долгое время не удавалось.

Решение получено в работе [1] и базируется на новом представ-
лении теоретико-игровых конструкций с использованием исчисления
предикатов. Предлагаются вычислительные процедуры на основе но-
вых подходов к описанию игр.
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Группа преобразований пространства квантовых
состояний, порождаемая нелинейным уравнением

Лиувилля-фон Неймана

А.Д. Грехнева (ЛИИ им. Громова, Жуковский)
В.Ж. Сакбаев (МФТИ, Долгопрудный)

E-mail address: alice-prohorses@yandex.ru, fumi2003@mail.ru

В докладе будет исследована эволюция множества квантовых со-
стояний, порождаемая нелинейным уравнением Шредингера с по-
линомиальной зависимостью потенциала от плотности вероятности
состояния в координатном пространстве

𝑖
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= Δ𝑢(𝑡) + V(𝑢(𝑡))𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ); 𝑇 ∈ (0,+∞], (1)

𝑢(+0) = 𝑢0; 𝑢0 ∈ 𝐻 ≡ 𝐿2([−𝜋, 𝜋]). (2)

Здесь V(𝑢) ≡ |𝑢|𝑝; 𝑝 ≥ 0., Δ – оператор Лапласа в пространстве
𝐻, областью определения которого является пространство𝐻2, состо-
ящее из функций пространства Соболева 𝑊 2

2 (−𝜋, 𝜋), удовлетворяю-
щих однородным граничным условиям Дирихле 𝑢(−𝜋) = 0, 𝑢(𝜋) = 0.
Будет показано, что для малых показателей нелинейности 𝑝 ∈ [0, 4)
задача Коши (1)-(2) порождает непрерывную группу U(𝑡), 𝑡 ∈ R
нелинейных преобразований пространства начальных данных 𝐻1 =
𝐷(

√
−Δ), сохраняющих 𝐻-норму решения и значение функциона-

ла энергии 𝐸(𝑢) =
𝜋∫︀

−𝜋

(−1
2 |∇𝑢|

2 + 1
𝑝+2 |𝑢|

𝑝+2)𝑑𝑥 на векторах 𝑢(𝑡) =

U(𝑡)𝑢0, 𝑡 ∈ R. Если же 𝑝 ≥ 0, то будет показано, что найдутся на-
чальные данные (2), при которых решение задачи Коши допускает
явление самофокусировки за конечное время, которое сопровожда-
ется явлением градиентного взрыва решения.

Будут исследованы аппроксимации исходного уравнения Шре-
дингера (1) его энергетическими регуляризациями, задаваемыми на-
правленным множеством полуограниченных снизу функционалов энер-

гии 𝐸𝜖(𝑢) =
𝜋∫︀

−𝜋

( 𝜖
2 |∆𝑢|

2 − 1
2 |∇𝑢|

2 + 1
𝑝+2 |𝑢|

𝑝+2)𝑑𝑥, 𝜖 ∈ (0, 1), 𝜖 → +0.

Устанавливается сходимость последовательности решений регуляри-
зованных задач Коши к решению задачи Коши (1), (2) на всем проме-
жутке его существования. На промежутках, содержащих граничные

23



точки промежутка существования решения задачи (1), (2), установ-
лена расходимость последовательности регуляризованных решений.
С помощью задания меры на множестве параметров регуляризации
определено продолжение решения задачи Коши через момент воз-
никновения градиентного взрыва посредством функции со значени-
ями в пространстве (𝐵(𝐻))* квантовых состояний, значения которой
на всем промежутке существования решения 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ) задачи
(1), (2) совпадают векторными квантовыми состояниями, задавае-
мыми значениями решения. В связи с этим рассматривается вопрос
о задаче Коши для уравнения Лиувилля-фон Неймана

𝑖
𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = [Δ + V(𝜌(𝑡)), 𝜌(𝑡)], 𝑡 > 0; 𝜌(+0) = 𝜌0, 𝜌0 ∈ Σ(𝐻), (3)

где Σ(𝐻) – множество квантовых состояний, определяемое как пере-
сечение единичной сферы с конусом положительных элементов про-
странства линейных непрерывных функционалов на банаховой ал-
гебре ограниченных линейных операторов 𝐵(𝐻). Будут получены
условия, при которых задача Коши (3) задает непрерывную груп-
пу преобразований подмножества Σ𝑆(𝐻) соболевских квантовых со-
стояний, получены условия разрушения соболевских состояний и их
перехода в множество состояний Σ(𝐻).
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Символьно-численные методы исследования стационарных
движений системы двух связанных тел на круговой орбите

С.А. Гутник (МФТИ, Долгопрудный)
В.A. Сарычев (ИПМ им. М.В. Келдыша РАН, Москва)

E-mail address: s.gutnik@inno.mgimo.ru , vas31@rambler.ru

С использованием методов компьютерной алгебры и численных
методов проведено исследование свойств нелинейной алгебраической
системы, определяющей равновесные ориентации системы двух тел,
соединенных сферическим шарниром, движущихся в центральном
ньютоновом силовом поле по круговой орбите под действием грави-
тационного момента. В общем случаи равновесные ориентации систе-
мы двух тел определяются системой 12 алгебраических уравнений с
коэффициентами, зависящими от 4 параметров задачи [1]. Для опре-
деления равновесных ориентаций связки двух тел проводилась де-
композиция системы алгебраических уравнений, с применением ме-
тодов линейной алгебры и алгоритмов построения базисов Гребнера.
Положения равновесия в зависимости от параметров системы двух
тел определялись путем исследования числа действительных корней
алгебраических уравнений из полученных базисов Гребнера. Про-
веден анализ условий существования различного числа равновесий
в пространстве безразмерных параметров задачи. Рассматриваются
вопросы эффективности алгоритмов построения базисов Гребнера
от числа параметров на примере представленной системы уравне-
ний. Рассматриваются также равновесные ориентации связки двух
тел для специальных случаев, когда одна из главных осей инерции
как первого, так и второго тела совпадает с нормалью к плоскости
орбиты, радиусом вектором или касательной к орбите. Для опреде-
ления равновесных ориентаций системы тел проводилась декомпо-
зиция стационарных алгебраических уравнений движения на 9 под-
систем. Для решения системы алгебраических уравнений применя-
лись алгоритмы построения базисов Гребнера. Положения равнове-
сия определялись путем численного анализа корней алгебраических
уравнений из построенного базиса Гребнера.
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Итерационный метод решения обратной задачи для
гиперболического уравнения

А.М.Денисов (МГУ им. М.В.Ломоносова, Москва)
E-mail address: den@cs.msu.ru

Рассматривается задача для квазилинейного гиперболического
уравнения

𝑢𝑥𝑦 + 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦 + 𝛼𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥, 𝑦)) = 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦), (1)

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑄,

𝑢(𝑥, 0) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, (2)

𝑢(0, 𝑦) = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝐿, (3)

где 𝑄 = {(𝑥, 𝑦) : 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝐿}, 𝛼 - постоянная.
Задача (1)-(3) представляет собой задачу с данными на характе-

ристиках, методы исследования которой хорошо известны.
Ставится следующая обратная задача. Пусть функции 𝑎(𝑥, 𝑦),

𝑏(𝑥, 𝑦), 𝑐(𝑥, 𝑦), 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) и число 𝛼 заданы, а функция 𝑓(𝑦) неизвест-
на. Требуется определить функции 𝑓(𝑦), 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющие
(1)-(3) и условию

𝑢(𝑙, 𝑦) = 𝑔(𝑦), 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝐿, (4)

где 𝑔(𝑦) - заданная функция.
Обратная задача (1)-(4) сводится к системе нелинейных инте-

гральных уравнений для функций 𝑓(𝑦), 𝑢(𝑥, 𝑦). Существование ре-
шения этой системы, а значит и решения обратной задачи, доказы-
вается с помощью построения итерационного метода и обоснования
его сходимости. Итерационный метод может быть также использо-
ван для приближенного решения обратной задачи.

Доказывается единственность решения обратной задачи и иссле-
дуется асимптотика ее решения при малых значениях параметра 𝛼.
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Применение Быстрого Автоматического
Дифференцирования для решения обратных

коэффициентных задач оптимизационными методами
второго порядка сходимости

Ю.Г. Евтушенко (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва; МФТИ,
Долгопрудный)

В.И. Зубов (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва; МФТИ, Долгопрудный)
A.Ф. Албу (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва; МФТИ, Долгопрудный)

E-mail address: yuri-evtushenko@yandex.ru,
vladimir.zubov@mail.ru, alla.albu@mail.ru

Обратные коэффициентные задачи представляют повышенный
интерес и рассматриваются довольно давно. При этом большое вни-
мание уделяется не только теоретическому исследованию этих задач,
но и разработке численных методов их решения. Авторами настоя-
щей работы ранее был предложен алгоритм численного решения за-
дачи идентификации зависящего от температуры коэффициента теп-
лопроводности вещества в одномерной и двумерной постановках. В
разработанном алгоритме обратная коэффициентная задача своди-
лась к вариационной задаче: требовалось найти такую зависимость
коэффициента теплопроводности от температуры, при которой тем-
пературное поле и (или) поток тепла на границе образца, полученные
в результате решения прямой задачи, мало отличаются от экспери-
ментальных данных.

Для численного решения получаемых оптимизационных задач
использовался метод градиентного спуска. Хорошо известно, что для
эффективной работы градиентных методов необходимо знать точ-
ное значение градиента целевой функции. Использование в предло-
женном алгоритме методологии Быстрого Автоматического Диффе-
ренцирования позволило добиться этого: градиент целевой функции
вычислялся с машинной точностью. Однако в окрестности решения
градиентные методы сходятся довольно медленно. Принимая во вни-
мание этот факт, в настоящей работе исследуется возможность при-
менения оптимизационных методов второго порядка сходимости для
решения сформулированной вариационной задачи.

Наиболее популярным методом второго порядка является метод
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Ньютона. В нем на каждой итерации требуется вычисление и об-
ращение матрицы Гесса, что зачастую является достаточно слож-
ным и требующим больших затрат машинных ресурсов процессом.
Одной из разновидностей метода Ньютона является метод Ньютона-
Гаусса. Этот итерационный метод предназначен для решения задачи
наименьших квадратов. Здесь отпадает необходимость вычисления и
обращения матрицы вторых производных, но строится матрица типа
Якоби. Ее элементы – компоненты градиента каждого из квадратич-
ных слагаемых целевого функционала. При этом скорость сходимо-
сти метода Ньютона-Гаусса близка к квадратичной.

Преимущество метода Ньютона-Гаусса – в простоте его реализа-
ции. Однако его применение к решению конкретных задач обнару-
жило ряд проблем, связанных с некорректной работой и замедлени-
ем сходимости. Изучение этих проблем привело к модификации ме-
тода Ньютона-Гаусса – алгоритму Левенберга-Марквардта. От мето-
да Ньютона-Гаусса этот алгоритм отличается введением специально-
го параметра регуляризации. Упомянутая выше матрица типа Якоби
также, как и градиент, требует высокой точности определения своих
элементов.

Целью настоящей работы является исследование возможности
применения и эффективности алгоритма Левенберга-Марквардта к
решению обратных коэффициентных задач. Существенным является
то, что в предлагаемом нами подходе элементы матрицы типа Яко-
би вычисляются с машинной точностью благодаря использованию
методологии Быстрого Автоматического Дифференцирования.

29



О существовании и гладкости глобальной обратной
функции

С.Е. Жуковский (ИПУ РАН, Москва)
E-mail address: s-e-zhuk@yandex.ru

Пусть задано гладкое отображение 𝑓 : R𝑛 → R𝑘 такое, что 𝑓(0) =
0. Классическая теорема об обратной функции гарантирует, что ес-
ли производная отображения 𝑓 в нуле не вырождена, то существует
гладкая функция, определенная в некоторой окрестности нуля в R𝑘,
являющаяся правой обратной к 𝑓. Это утверждение носит локаль-
ный характер. В связи с этим представляется естественным вопрос
о нахождении условий, гарантирующих существование глобального
правого обратного отображения, т.е. правого обратного к 𝑓 отобра-
жения, определенного на всем пространстве R𝑘.

Получен следующий результат. Обозначим через 𝑂𝑛(𝑟) — откры-
тый шар в R𝑛 с центром в нуле радиуса 𝑟 ≥ 0. Для произвольного
линейного оператора 𝐴 : R𝑛 → R𝑘 обозначим

cov𝐴 := max{𝛾 ≥ 0 : 𝑂𝑘(𝛾) ⊂ 𝐴𝐵𝑛(1)}.

Положим

𝛼(𝑟) := inf
|𝑥|≤𝑟

cov
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥), 𝒟(𝑟) :=

𝑟∫︁
0

𝛼(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑟 ≥ 0.

Теорема 1. Предположим, что отображение 𝑓 дважды непре-
рывно дифференцируемо и 𝒟(+∞) > 0. Тогда существует непрерыв-
но дифференцируемое отображение 𝑔 : R𝑘 → R𝑛 такое, что

𝑓(𝑔(𝑦)) = 𝑦, 𝒟(|𝑔(𝑦)|) ≤ |𝑦| ∀ 𝑦 ∈ 𝑂𝑘(𝒟(+∞)).

Приведенное утверждение дает достаточное условие существо-
вания гладкой глобальной правой обратной функции к заданному
отображению. В случае, когда 𝛼(𝑟) = const теорема 1 совпадает с
[1, теорема 2]. В случае, когда R𝑛 = R𝑘 и 𝒟(+∞) = +∞, теорема 1
совпадает с теоремой о глобальном гомеоморфизме из [2].
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Работа выполнена при финансовой поддержке Российского науч-
ного фонда (проект 17-11-01168).
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Конгруэнции и унитарные конгруэнции в теории матриц

Х.Д. Икрамов (МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва)
E-mail address: ikramov@cs.msu.su

Хотя основной областью научной деятельности Александра Алек-
сандровича Абрамова были численные методы решения дифферен-
циальных уравнений, будучи человеком с очень широкими интереса-
ми, он следил и за многими смежными областями математики (и не
только математики). В частности, он всегда интересовался линей-
ной алгеброй и ее численными аспектами. Автор знает об этом не
понаслышке: А.А. давал внешний отзыв на мою кандидатскую дис-
сертацию и был одним из оппонентов по докторской. Уверен, что он
с удовольствием послушал бы сообщение о последних событиях, от-
носящихся к преобразованиям конгруэнции, вторым по важности в
теории комплексных квадратных матриц после преобразований по-
добия.

Дан обзор важнейших фактов, относящихся к матричным преоб-
разованиям конгруэнции, псевдоподобия и унитарной конгруэнции.
Сформулировано понятие рационального алгоритма и обсуждается
вопрос о том, какие задачи в теории конгруэнций могут быть решены
посредством рациональных алгоритмов.
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Применение неравенств, связывающих элементарные
симметрические функции 𝑆1, 𝑆2, 𝑆𝑛, для анализа сходимости

метода Фалька-Лангемейера

И.Е. Капорин (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва)
E-mail address: igorkaporin@mail.ru

Рассматривается обобщенная задача на собственные значения -
𝐴𝑥 = 𝜆𝐵𝑥 с симметричными положительно определенными (с.п.о.)
матрицами 𝐴 и 𝐵. Известно (см., напр., [3]), что существующие стан-
дартные пакеты программ (LAPACK и т. п.) могут оказываться недо-
статочно точными при численном решении спектральных задач с
плохо обусловленными матрицами. Поэтому в последние десятиле-
тия заметное внимание уделялось методам, не использующим пред-
варительную тридиагонализацию, одним из которых является метод
Фалька-Лангемейера [1]. В этом методе для приближенной диагона-
лизации пары с.п.о. матриц применяется последовательность элемен-
тарных преобразований подобия с матрицей 𝐹 = 𝐼 + 𝛼𝑒𝑗𝑒

T
𝑘 + 𝛽𝑒𝑘𝑒

T
𝑗 ,

одновременно аннулирующих элементы матриц 𝐴 и 𝐵, расположен-
ные в позициях (𝑗, 𝑘) (а тогда и позициях (𝑘, 𝑗) в силу сохранения
симметрии), так что (𝐹 𝑇𝐴𝐹 )𝑗𝑘 = 0, (𝐹 𝑇𝐵𝐹 )𝑗𝑘 = 0.

Введем матричный функционалK(𝑀) =
(︀
𝑛−1trace𝑀

)︀𝑛
(det𝑀)−1,

называемый K-числом обусловленности матрицы 𝑀 (см., напр., [2]).

Теорема 1. Для любой с.п.о. 𝑛×𝑛-матрицы 𝑀 , нормированной
условием trace𝑀 = 𝑛, справедлива оценка

‖𝐼 −𝑀‖2𝐹 ≥ 𝑛

𝑛− 1

(︀
1 −K(𝑀)−1

)︀
,

где через ‖𝐶‖2𝐹 = trace (𝐶𝑇𝐶) обозначен квадрат фробениусовой нор-
мы матрицы 𝐶.

Теорема 2. Если для любой с.п.о. 𝑛×𝑛-матрицы 𝐴 подобная ей
матрица 𝐴 = 𝐹 𝑇𝐴𝐹 такова, что выполнено (𝐴)𝑗𝑘 = 0, где позиция
(𝑗, 𝑘) определяется из условия |𝐴𝑗𝑘| = max𝑠,𝑡 |𝐴𝑠𝑡|, то справедлива
оценка

K(𝒜) − 1 ≤
(︂

1 − 1

(𝑛− 1)2

)︂
(K(𝒜) − 1),
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где 𝒜 = (Diag𝐴)−1/2𝐴(Diag𝐴)−1/2 и 𝒜 = (Diag𝐴)−1/2𝐴(Diag𝐴)−1/2.
Используя последнее утверждение, можно уточнить алгоритм ре-

ализации метода и установить глобальную сходимость итерируемых
матриц к диагональной форме со скоростью, зависящей только от 𝑛.
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О решении стационарного уравнения диффузии с сильно
меняющимся коэффициентом

Г.М. Кобельков (МГУ им. М.В.Ломоносова, Москва)
E-mail address: kobelkov@dodo.inm.ras.ru

Предложены и исследованы итерационные процессы с числом
итераций, не зависящим от изменения коэффициента диффузии.
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О методах вычисления сфероидальных и эллипсоидальных
функций и их применении в классических задачах

акустической дифракции

Н.Б. Конюхова (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва)
E-mail address: n.konyukhova@gmail.com, nadja@ccas.ru

Работы по тематике, указанной в названии, проводились в От-
деле вычислительных методов ВЦ АН СССР (ВЦ РАН) примерно
с начала 80-х до середины 90-х годов прошлого столетия (по ини-
циативе Акустического института и при поддержке ИФП и ИАЭ).
Были разработаны универсальные методы и алгоритмы расчета вол-
новых сфероидальных функций (ВСФ) и волновых эллипсоидаль-
ных функций (ВЭФ), возникающих при разделении переменных в
трехмерном уравнении Гельмгольца в сфероидальных и эллипсои-
дальной системах координат (СК) (см. [1]–[3] и библиографию там).
Такое разделение приводит: для угловых ВСФ – к сингулярным са-
мосопряженным задачам Штурма-Лиувилля, где роль спектрально-
го параметра (СП) играет параметр разделения; для угловых ВЭФ –
к двухпараметрической самосопряженной спектральной задаче для
системы из двух слабосвязанных обыкновенных дифференциальных
уравнений (ОДУ) с двумя СП как параметрами разделения; для ра-
диальных ВСФ и ВЭФ – к задачам с непрерывным спектром для
ОДУ второго порядка на полубесконечном интервале. Эти методы
и алгоритмы применялись к решению широкого круга прикладных
задач (в том числе и другими авторами). В частности, были решены
классические задачи дифракции плоской звуковой волны на акусти-
чески идеальных сфероидах и трехосных эллипсоидах в широком
диапазоне изменения параметров задач, в том числе для сферои-
дов и эллипсоидов больших волновых размеров: решались внешние
краевые задачи для трехмерного уравнения Гельмгольца с услови-
ями излучения на бесконечности методом разделения переменных в
сфероидальных и эллипсоидальной СК (см. [4]–[8] и библиографию
там).

Результаты были доложены на многочисленных научных конфе-
ренциях и семинарах, в том числе за рубежом. В 1995 году коллек-
тив авторов был награжден Юбилейной премией на конкурсе луч-
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ших работ ВЦ РАН. Наиболее оригинальные идеи в разработке мето-
дов и алгоритмов решения перечисленных выше задач принадлежат
А.А.Абрамову.
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Представления сплетений конечных групп и
многокомпонентные квантовые системы

В.В. Корняк (ЛИТ ОИЯИ, Дубна)
E-mail address: vkornyak@gmail.com

Квантовое описание можно сделать конструктивным, если в кван-
товом формализме непрерывные группы унитарных эволюций за-
менить унитарными представлениями конечных групп. Конструк-
тивные модели многокомпонентных квантовых систем представля-
ют особый интерес для изучения таких явлений, как нелокальные
квантовые корреляции и квантовая телепортация. Эти эксперимен-
тально наблюдаемые явления являются следствием квантовой запу-
танности, свойственной многокомпонентным системам. Гильберто-
во пространство 𝑁 -компонентной системы является тензорным про-

изведением гильбертовых пространств компонент: ̃︀ℋ =
𝑁
⊗
𝑖=1

ℋ𝑖. Ес-

ли компоненты “однородны” (изоморфны), то их можно рассматри-
вать как квантовые подсистемы локализованные в точках некото-
рого геометрического пространства 𝑋. В этом случае гильбертово
пространство имеет вид ̃︀ℋ = ℋ𝑋 , где ℋ — представитель класса
эквивалентности “локальных” гильбертовых пространств. Естествен-
ной группой симметрий такой многокомпонентной системы является
специальная комбинация группы симметрий, действующей внутри
отдельной компоненты — “локальная группа” 𝐹 = 𝐹 (ℋ), и группы,
переставляющей компоненты — “группа симметрий пространства”
𝐺 = 𝐺(𝑋). Эта комбинация называется сплетением и обозначается
как ̃︁𝑊 = 𝐹 ≀𝑋𝐺 . Если 𝐹 (ℋ) — унитарное представление 𝐹 в локаль-
ном гильбертовом пространстве, то ̃︁𝑊(︁ ̃︀ℋ)︁

представляет собой уни-
тарное представление сплетения в гильбертовом пространстве систе-
мы в целом. Важной фундаментальной задачей является разложение
этого представления на неприводимые компоненты. Трудности раз-
ложения представлений групп на неприводимые компоненты в зна-
чительной степени связаны с двумя параметрами: размерностью и
рангом1 представления. Оба эти параметра в случае представлений

1Рангом представления называется размерность централизаторной алгебры
— алгебры матриц, коммутирующих со всеми матрицами представления.

39



сплетений имеют, как правило, очень высокие значения. Мы предло-
жили алгоритм построения разложения представлений сплетений на
неприводимые компоненты, который основан на использовании лег-
ко вычисляемого полного множества взаимно ортогональных непри-
водимых инвариантных проекторов в локальном гильбертовом про-
странствеℋ. Этот алгоритм, в частности, строит полный набор орто-
гональных проекторов в неприводимые инвариантные подпростран-
ства гильбертова пространства сплетения ℋ𝑋 , размерность которого
экспоненциально зависит от числа точек пространства 𝑋. Реализа-
ция алгоритма на языке Си легко справляется с представлениями
сплетений, имеющими размерности в квадриллионы и ранги в сотни
миллионов. Выражения для проекторов в гильбертово пространство
сплетения представляют собой тензорные полиномы от локальных
проекторов. Такая структура позволяет свести вычисление кванто-
вых корреляций в инвариантных подпространствах сплетений к по-
следовательностям манипуляций с “маленькими” матрицами локаль-
ных проекторов.
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Применение дифференциально-топологических
инвариантов аппроксимирующего отображения
для топологической классификации объектов

С.В. Курочкин (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва)
E-mail address: kuroch@ccas.ru

Топологический анализ данных (TDA) имеет целью выявление
и изучение наиболее “грубых” (“существенных”, “устойчивых”, “инва-
риантных” и т.д.) свойств точечных множеств в многомерных про-
странствах, которые не зависят от выбора системы координат и ин-
вариантны относительно непрерывных деформаций объекта и/или
пространства признаков. В последние годы, в связи постановкой все
более сложных задач анализа многомерных, зашумленных и плохо
структурированных данных, направление привлекает большое вни-
мание исследователей и практиков.

В настоящее время наиболее распространенные методы TDA ос-
нованы на вычислении устойчивых (персистентных) групп гомоло-
гий объекта. В докладе будет рассказано об альтернативном подхо-
де, основанном на общематематической идее: исследовать свойства
объекта путем изучения функций, определенных на нем. Возмож-
но, наиболее известным примером такого подхода является теория
Морса.

Предлагаемый метод основан на вычислении дифференциальных
инвариантов некоторого отображения, связанного с гладким отоб-
ражением, аппроксимирующим объект в евклидовом пространстве.
Метод направлен на выявление гомотопических свойств объекта. В
лучшем случае (в частности, для двумерного случая и для классиче-
ских поверхностей в трехмерном пространстве) его гомотопический
тип может быть полностью восстановлен. Требование к объекту –
быть “достаточно хорошим”, что включает в себя: многообразия; кле-
точные пространства; черно-белые растровые изображения и раст-
ровые изображения с оттенками серого, представляющие изначаль-
но черно-белые объекты; облака точек в евклидовых пространствах
метрической размерности меньше, чем у объемлющего пространства.

Аппроксимирующее отображение может строиться с помощью
нейронной сети или иным общеупотребительным способом.
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Основной результат (для двумерного случая) устанавливает со-
ответствие между количеством окружностей в букете, описывающем
гомотопический тип объекта, и степенью некоторого отображения,
которое строится по аппроксимирующему (и его степень конструк-
тивно вычисляется).

Применимость алгоритма показана на изображениях из базы дан-
ных MNIST.
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Расчет собственных частот вытянутого сфероида
модифицированным методом Абрамова

Т.В. Левитина (MPS Göttingen, Deutschland)
E-mail address: levitina@mps.mpg.de

При моделировании акустических колебаний внутри вытянуто-
го сфероида разделение переменных в сфероидальных координатах
приводит к двухпараметрической задаче Штурма–Лиувилля: разде-
ленные угловое и радиальное волновые сфероидальные уравнения
оказываются связаны парой спектральных параметров — константой
разделения 𝜆 и безразмерным волновым числом 𝑐, определяющим
частоту колебательной моды. Каждая мода характеризуется мулти-
индексом (𝑛, 𝑙), 𝑛, 𝑙 ∈ N∪{0}, т.е. числом внутренних нулей решений
углового и радиального уравнений. Разрешимость задачи, несмотря
на ее сингулярность, доказана для любого мульти-индекса, но чис-
ленное решение представляет определенную трудность.

Предложенный в [1] метод решения многопараметрических спек-
тральных задач соединял ньютоновские итерации и движение по па-
раметру, связующему более простую задачу с "замороженными"коэф-
фициентами при спектральных параметрах с исходной задачей. В [1]
были доказаны разрешимость всех промежуточных задач и возмож-
ность вычислений ньютоновских итераций на каждом шаге на пути
от "замороженной"задачи к исходной, среди прочего обратимость со-
ответствующих матриц Якоби. Была получена оценка невязки рас-
чётов 𝜆 и 𝑐 в зависимости от длины промежуточных шагов. Тем не
менее, метод [1] оказался недостаточно эффективным для расчёта
мод типа "шепчущих галерей"(МШГ), важных для многочисленных
практических приложений.

Модификация метода [1], использующая разработанную ранее
А.А. Абрамовым процедуру переноса граничных условий в окрест-
ности регулярной особой точки, позволила существенно расширить
область изменения входных параметров и осуществить вычисление
МШГ, отвечающих гигантским значениям азимутального индекса
𝑚 ∼ 1000 − 5000, в том числе и для сильно вытянутых сфероидов.

Более того, доказанная в [1] разрешимость промежуточных задач
при движении от "замороженной"к исходной задаче открыла более
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широкие возможности для применения метода Ньютона, к примеру
на базе высокоточных разностных схем. Такая работа была проведе-
на автором совместно с коллегами из университета г. Бари (Италия
) и ТУ Вены (Австрия).

Готовится к публикации подробное описание возможных моди-
фикаций метода Абрамова, проиллюстрированное результатами вы-
числений МШГ.
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Адаптивные и неадаптивные методы оптимального
восстановления операторов

К.Ю. Осипенко (МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва)
E-mail address: kosipenko@yahoo.com

При численном нахождении интегралов от функций наряду с теми
или иными квадратурными формулами, где узлы, в которых вычис-
лены значения интегрируемой функции, определены независимо от
самих значений функции, часто используются методы интегрирова-
ния с автоматическим выбором шага, где каждый последующий узел
выбирается в зависимости от значений функции в предыдущих уз-
лах. Методы, в которых информация на каждом следующем шаге
зависит от информации, получаемой на предыдущих шагах, называ-
ются адаптивными.

Адаптивные методы включают в себя неадаптивные, как частный
случай, и естественно ожидать, что они будут давать меньшую по-
грешность аппроксимации, чем неадаптивные. Так и происходит во
многих задачах, таких, например, как вычисление корней функции
или нахождении ее экстремальных значений. Тем не менее оказы-
вается, что существуют задачи, в которых адаптивные методы не
дают выигрыша по сравнению с неадаптивными. В таких случаях
вместо более сложно устроенных адаптивных методов имеет смысл
использовать неадаптивные.

Вопрос о том, помогают ли адаптивные методы в сравнении с
неадаптивными, исследовался многими авторами. Одна из первых
работ в этой тематике принадлежит Н.С. Бахвалову [1], в которой
он доказал, что для выпуклых и центрально-симметричных клас-
сов функций при восстановлении значений линейных функционалов
адаптивные методы не дают преимущества. В частности, на таких
классов методы с автоматическим выбором шага не дают преимуще-
ства по сравнению с оптимальной квадратурной формулой.

В докладе вводится общее понятие адаптивного метода для вос-
становления линейных операторов [2] и исследуются связи с неадап-
тивным восстановлением.
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Приложения сеточно-характеристического метода для
моделирования пространственных динамических процессов

в сплошных средах

И.Б. Петров (МФТИ, Долгопрудный)
E-mail address: petrov@mipt.ru

Доклад посвящен приложению сеточно-характеристического ме-
тода для моделирования пространственных динамических процес-
сов в сплошных средах, в том числе численному решению задач о
поведении технических и жилищных конструкций при интенсивном
динамическом воздействии. Эти задачи являются актуальными при
решении проблем минимизации разрушительных последствий тер-
рористических актов, землетрясений, техногенных катастроф, высо-
коскоростных взаимодействий. Решение подобных задач дает оцен-
ки стойкости жилищных, промышленных и оборонных сооружений,
т.е. позволяет прогнозировать локализацию и размер областей воз-
можных разрушений, места приложения нагрузки, геометрических
характеристик конструкции, свойств конструкционных материалов.
Численное решение подобных задач связано с такими проблемами,
как построение адекватных математических моделей при моделиро-
вании процессов в широком диапазоне изменений давления, темпе-
ратуры, деформаций, а также адекватное описание поведения чис-
ленного решения в областях больших его градиентов.

В рассматриваемых задачах динамического деформирования воз-
никают проблемы, связанные с большими деформациями расчетных
сеток, образованием неодносвязных областей интегрирования при
разлете частиц разрушенных материалов, или материалов, перешед-
ших в другое фазовое состояние. Для преодоления этих вычисли-
тельных трудностей использовались подвижные и лагранжевы рас-
четные сетки, Кроме этого, разработан сеточно-характеристический
метод на нерегулярных расчетных сетках. Для учета разлета частиц
разрушенного материала метод гладких частиц был адаптирован для
численного решения задач об ударном нагружении деформируемых
тел.

В механике к настоящему времени накоплен значительный экс-
периментальный опыт и предложено значительное количество моде-
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лей деформирования и разрушения материалов. Однако расчеты на
стойкость жилищных и промышленных сооружений проводятся, в
основном в статическом приближении. Что касается динамической
прочности пористых конструкций, которыми являются рассматрива-
емые объекты, то характер механических процессов, возникающих
при интенсивных воздействиях, существенно отличается от стати-
стического случая. Эти процессы носят, в первую очередь, волно-
вой характер и разрушения рассматриваемых объектов являются,
как правило, следствием волновых воздействий на конструкционные
материалы. В работе проводится численное исследование динамиче-
ских процессов, как во всей конструкции, так и локальных, изучают-
ся особенности волновых процессов в пористых средах. Использова-
ние сеточно-характеристического метода позволило получить, вол-
новой фронт, аналогичный конусу Маха, в пористой твердотельной
деформируемой среде. Кроме того, получены такие локальные ди-
намические эффекты, как образование изгибных волн (их гидроди-
намический аналог – вихри) в балочных перекрытиях, динамиче-
ские сдвиговые разрушения, обусловленные наличием многочислен-
ных свободных границ в существенно неодносвязной области инте-
грирования, которой является пористая конструкция жилого дома
или промышленного сооружения.
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Новый численный метод для квазилинейных
дифференциальных уравнений, применимый на

специальных классах функций

А.В. Подорога (МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва),
И.В. Тихонов (МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва)

E-mail address: anastasiapodoroga@gmail.com, ivtikh@mail.ru

Излагается новый численный метод решения квазилинейных диф-
ференциальных уравнений вида

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+
𝜕𝑓(𝑢)

𝜕𝑥
= 0, 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0,

с начальным условием

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ R.

Функция потока 𝑓(𝑢) предполагается кусочно линейной, а началь-
ная функция 𝜙(𝑥) — кусочно постоянной. При таких ограничениях
появляется возможность точного численного моделирования обоб-
щённого решения 𝑢(𝑥, 𝑡). Идея метода основана на компьютерном
расчёте движения разрывов функции 𝑢(𝑥, 𝑡) в согласии с классиче-
скими условиями Гюгонио и Олейник [1, 2]. Возможна модификация
метода для случая невыпуклых функций потока 𝑓(𝑢).

При более общих предположениях (функция потока 𝑓(𝑢) кусоч-
но гладкая, а начальная функция 𝜙(𝑥) кусочно непрерывная) можно
использовать соображения аппроксимации, получая нашим методом
приближенное решение �̃�(𝑥, 𝑡) на достаточно большом промежутке
времени. В докладе приводятся примеры и иллюстрации. Дополни-
тельные подробности см. в [3, 4, 5].
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Задачи Дирихле для обобщенного уравнения Коши-Римана
с сверхсингулярной точкой на полуплоскости

А.Б.Расулов (НИУ МЭИ),
И.Н.Дорофеева (НИУ МЭИ)

E-mail address: rasulov_abdu@rambler.ru, idoro224@gmail.com

Пусть 𝑆+ = {(𝑥, 𝑦) : 𝑦 > 0, |𝑥| < ∞}- верхняя полуплоскость,
𝐿-вещественная ось, 𝑆 = 𝑆+ ∪ 𝐿, 𝑧1 ∈ 𝑆+, 𝑎, 𝑓 ∈ 𝐶(𝑆

+
). В области

𝑆+
𝜀 = 𝑆+ ∩ {|𝑧 − 𝑧1| ≥ 𝜀} рассмотрим уравнение

𝜕𝑧𝑢−𝐴𝑢 = 𝑓, 𝐴 = 𝜌𝑎, 𝜌 =
(𝑧 − 𝑧1)

|𝑧 − 𝑧1|𝑛+1
. (1)

Введем следующие обозначения:

𝜔(𝑧) =
2

(𝑛− 1)|𝑧 − 𝑧1|𝑛−1
, 𝐴0(𝑧) =

𝑧 − 𝑧1
|𝑧 − 𝑧1|𝑛+1

[𝑎(𝑧) − 𝑎(𝑧1)], (2)

и сингулярный интеграл типа Векуа-Помпейу

Ω(𝑧) = lim
𝜀→0

(𝑇𝜀𝐴)(𝑧) ≡ −lim
𝜀→0

1

𝜋

∫︁
𝑆+

𝜀

𝐴(𝜁)𝑑2𝜁

𝜁 − 𝑧
, (3)

где интегральный оператор 𝑇𝜀 определяется аналогично (3) по от-
ношению к области 𝑆+

𝜀 . Доказывается,что функция Ω(𝑧), 𝑧 ̸= 𝑧1;
существует и представима в виде

Ω(𝑧) = −𝑎(𝑧1)𝜔(𝑧) + (𝑇𝐴0)(𝑧) +
𝑎(𝑧1)

(𝑛− 1)𝜋𝑖

∫︁
𝐿

𝑑𝜁

|𝜁 − 𝜁1|𝑛−1(𝜁 − 𝑧)
(4)

и решения уравнения (1) дается формулой

𝑢 = 𝑒Ω[𝜑+ 𝑇 (𝑒−Ω𝑓)], (5)

где 𝜑 ∈ 𝐻𝑙𝑜𝑐(𝑆+, 𝑧1) – произвольная аналитическая функция.
Постановка задач типа Дирихле. Требуется найти решение

уравнения (1) в области 𝑆+ из класса 𝐷1,𝑝(𝑆+)
⋂︀
𝐶𝛼(𝑆+) удовлетво-

ряющее на границе 𝐿 краевому условию:

Re
[︀
𝑒−Ω𝑈

]︀
𝐿

= 𝑔(𝑡),

где 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶(𝐿), причем 𝑔(𝑡) = 𝑜(|𝑡|−ℎ), ℎ > 0;.
Решение задачи найдено явной формулой.
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Cингулярно возмущенное уравнение Коши-Римана с
особенностью в младшем коэффициенте

А.Б.Расулов (НИУ МЭИ),
Ю.С. Федоров (НИУ МЭИ)

E-mail address: rasulov_abdu@rambler.ru, FedorovYS@mpei.ru

Пусть область 𝐷 содержит точку 𝑧 = 0 и ограничена простым
гладким контуром Γ, ориентированным против часовой стрелки. Удоб-
но положить 𝐷𝛿 = 𝐷 ∩ {|𝑧| > 𝛿} с малым 𝛿 > 0.

В области 𝐷 рассмотрим следующую сингулярно возмущенную
систему уравнений Коши-Римана с сингулярными младшими коэф-
фициентами:⎧⎨⎩ 𝜀[𝑥

(︁
𝜕𝑢1
𝜕𝑥 − 𝜕𝑢2

𝜕𝑦

)︁
+ 𝑦

(︁
𝜕𝑢2
𝜕𝑥 + 𝜕𝑢1

𝜕𝑦

)︁
] − 2(𝑎1𝑢1 − 𝑎2𝑢2) = 2𝑓1,

𝜀[𝑦
(︁
𝜕𝑢1
𝜕𝑥 − 𝜕𝑢2

𝜕𝑦

)︁
− 𝑥

(︁
𝜕𝑢2
𝜕𝑥 + 𝜕𝑢1

𝜕𝑦

)︁
] − 2(𝑎2𝑢1 + 2𝑎1𝑢2) = 2𝑓2,

(1)

где 𝜀 ∈ (0, 𝜀0], 𝜀0 ≪ 1, 𝑎𝑗 , 𝑓𝑗-заданные функции, j=1,2.
Пусть для краткости 𝜌(𝑧) = 𝑧. Умножая второе уравнение (1) на

мнимую единицу 𝑖 =
√
−1 и объединяя его с первым уравнением, а

также используя 2𝜕𝑧 = 𝜕𝑥 + 𝑖𝜕𝑦 — оператор Коши-Римана, с учетом
𝑢 = 𝑢1+𝑖𝑢2, 𝑎 = 𝑎1+𝑖𝑎2, 𝑓 = 𝑓1+𝑖𝑓2 записываем систему уравнений
(1) в удобной форме для исследования, т.е. в комплексном виде:

𝜀𝜌𝑢𝑧 − 𝑎𝑢 = 𝑓, (2)

где 𝑎 ∈ 𝐶(𝐷). Под его решением этого уравнения понимается функ-
ция 𝑢 ∈ 𝐶(𝐷) ∩ 𝐶∞(𝐷𝛿), для любого 𝛿 > 0. Для упрощения вычис-
лений далее, предположим, что Γ : |𝑧| = 𝑅. Для уравнение (2) в
области 𝐷 рассмотрим следующую задачу типа Дирихле:

Требуется найти решение уравнения (2) из класса 𝑢 ∈ 𝐶(𝐷) ∩
𝐶∞(𝐷𝛿), удовлетворяющей на контуре Γ граничную условию

Re| 𝑧
𝑅
|
2𝑎(0)

𝜀 𝑢|Γ = 𝑔(𝑡), (3)

где 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶(Γ).
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В настоящей работе метод регуляризации С.А. Ломова обобщает-
ся на сингулярно возмущенное уравнение Коши-Римана с сингуляр-
ным младшим коэффициентом. Доказывается, что ряд, полученный
как решение задачи (3), сходится в обычном смысле абсолютно и
равномерно по переменному 𝑧 во всей области 𝐷.
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Моделирование взаимодействия встречных потоков частиц

Т.В. Сальникова (МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва)
С.Я. Степанов (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва)

E-mail address: tatiana.salnikova@gmail.com, stepsj@ya.ru

Для изучения физических явлений, таких как процесс образо-
вания протопланетного облака, или эволюции космической массы,
движущейся вокруг Земли необходимо построение математических
моделей, допускающих возможность проведения массовых компью-
терных экспериментов.

В работе предлагается модель взаимодействия изначально дви-
жущихся навстречу друг другу потоков частиц. Частицы модели-
руются одинаковыми шарами с равными массами Взаимодействие
частиц описывается потенциалом типа Леннарда-Джонса. В этой мо-
дели к гравитационному потенциалу всемирного тяготения вводится
дополнительный член для учета размера частиц и регуляризации
потенциала в окрестности нулевого расстояния между центрами ча-
стиц. На расстояниях меньше диаметра шаров притяжение частиц
переходит в отталкивание. При расстоянии равном или меньшем
диаметра шаров рассматривается либо модель неупругого удара с
коэффициентом восстановления Ньютона и возможностью слипания
частиц, либо модель бесстолкновительного движения.

Моделирование с различными начальными условиями и разными
коэффициентами восстановления приводит к различным сценариям
эволюции системы. Одним из возможных сценариев является образо-
вание двух устойчивых скоплений частиц, вращающихся как вокруг
своих центров масс так и вокруг общего центра масс.

Приведены результаты компьютерных экспериментов.
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Эффективное интегрирование быстроосциллирующих
функций

С.Л. Скороходов (ФИЦ ИУ РАН, Москва)
E-mail address: sskorokhodov@gmail.com

Высокоточное и быстрое интегрирование осциллирующих функ-
ций является важной задачей вычислительной математики, возни-
кающей при использовании широкого арсенала Фурье-анализа, про-
екционных методов, интегральных преобразований и др. Использо-
вание известных формул типа Филона дает недостаточную для при-
кладных задач точность либо требует множественного разбиения от-
резка интрегрирования, поэтому в работе предложен метод интегри-
рования, позволяющий достичь очень высокой точности за необхо-
димое время.

Пусть необходимо найти интеграл
∫︀ 𝑏
𝑎 𝐹 (𝑥)𝑒𝑖Ω𝑥 𝑑𝑥. С помощью за-

мены 𝑥 = 𝑎+𝑏
2 + 𝑏−𝑎

2 𝑡 и разбиения 𝐹 (𝑥) на сумму четной 𝑓𝑒𝑣 и нечет-
ной 𝑓𝑜𝑑 функций, приходим к задаче вычисления

∫︀ 1
0 𝑓𝑒𝑣(𝑡) cos𝜔𝑡 𝑑𝑡 и∫︀ 1

0 𝑓𝑜𝑑(𝑡) sin𝜔𝑡 𝑑𝑡. Пусть также известно, что 𝑓𝑒𝑣(𝑡) и 𝑓𝑜𝑑(𝑡) аналитич-
ны в круге |𝑡| < 𝑟, 𝑟 > 1, и разложимы в ряды 𝑓𝑒𝑣(𝑡) =

∑︀∞
𝑘=0 𝑔𝑘𝑡

2𝑘 ,
𝑓𝑜𝑑(𝑡) =

∑︀∞
𝑘=0 ℎ𝑘𝑡

2𝑘+1 . Это приводит к необходимости вычислять
интегралы

𝐼𝑘 =

∫︁ 1

0
𝑡2𝑘 cos𝜔𝑡 𝑑𝑡 , 𝐽𝑘 =

∫︁ 1

0
𝑡2𝑘+1 sin𝜔𝑡 𝑑𝑡 , 𝜔 =

𝑏− 𝑎

2
Ω ≫ 1. (1)

С помощью интегрирования по частям выводим для 𝐼𝑘 рекуррентное
соотношение

𝜔2𝐼𝑘 + 2𝑘(2𝑘 − 1)𝐼𝑘−1 = 2𝑘 cos 𝜔 + 𝜔 sin 𝜔 . (2)

Имея значение 𝐼0 = sin𝜔
𝜔 можно вычислять последующие значения

𝐼𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . с помощью соотношения (2). Однако такой способ
вычисления 𝐼𝑘 обладает сильной численной неустойчивостью. Для
преодоления этой трудности преобразуем (2) к виду трехчленного
однородного уравнения

𝜔2

2(𝑘 + 1) cos𝜔 + 𝜔 sin𝜔
𝐼𝑘+1 +
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+
{︁ 2(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

2(𝑘 + 1) cos𝜔 + 𝜔 sin𝜔
− 𝜔2

2𝑘 cos𝜔 + 𝜔 sin𝜔

}︁
𝐼𝑘 =

=
2𝑘(2𝑘 − 1)

2𝑘 cos𝜔 + 𝜔 sin𝜔
𝐼𝑘−1 . (3)

Уравнение (3) имеет 2 линейно независимых решения 𝐼
(1)
𝑘 и 𝐼

(2)
𝑘 ,

асимптотики которых представимы в виде

𝐼
(1)
𝑘+1

𝐼
(1)
𝑘

= −4𝑘2

𝜔2
+𝑂(𝑘),

𝐼
(2)
𝑘+1

𝐼
(2)
𝑘

= 1 +𝑂(𝑘−1), 𝑘 → ∞ . (4)

Решение 𝐼(1)𝑘 называют доминантным, а 𝐼(2)𝑘 – минимальным реше-
нием уравнения (3) и именно 𝐼(2)𝑘 является искомым. Для его нахож-
дения используем рекурсию (3) в обратном направлении: зададим
достаточно большое целое число 𝑁 > 𝜔, положим 𝐼𝑁+1 = 1, тогда
значение 𝐼𝑁 , согласно (4), также положим 𝐼𝑁 = 1. Все последующие
𝐼𝑘 при 𝑘 = 𝑁 − 1, 𝑁 − 2, . . . , 0 вычислим по рекурсии (3) и затем,
учитывая линейность соотношения (3), проведем нормировку най-
денных 𝐼𝑘 на коэффициент sin𝜔

𝜔𝐼0
.

Следующим шагом может служить повторение такой процеду-
ры при увеличении 𝑁* > 𝑁 . Доказано, что коэффициенты 𝐼𝑘, 𝑘 =
0, 1, . . . , 𝑁 , стремятся с высокой скоростью к искомым интегралам в
(1).

Интегралы 𝐽𝑘 в (1) вычисляются аналогично, при этом точность
𝜀 расчетов может быть чрезвычайно высокой.
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О неподвижности основания физического маятника

A.С. Сумбатов (ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва)
E-mail address: sumbatow@ccas.ru

На горизонтальной поверхности, опираясь на неё по углам че-
тырьмя точками, стоит симметричная тяжелая прямоугольная рама
(основание), в середине которой на вертикальном твердом стержне
подвешен физический маятник. Колебания маятника вызывают пе-
рераспределение давлений на опорные точки и появление опрокиды-
вающего момента, приложенного к основанию. Предполагается, что
в опорных точках возникают силы сухого трения, действующие со
стороны опорной плоскости. Ставится задача об определении усло-
вий неподвижности основания в зависимости от значений парамет-
ров системы при любых колебательных движениях маятника.

В силу геометрической симметрии системы можно рассматривать
её плоскую модель.

Задача статически неопределима. Тем не менее, можно доказать
следующее утверждение.

Теорема. Если масса 𝑀 основания не меньше 0, 317768 от мас-
сы 𝑚 маятника и выполняется условие

−3𝑧1 + 𝜀(𝜆+ 3) + 𝜀𝜆𝑧 2
1 − 2

√︁
(1 + 𝑧21)(1 + 𝜀2) > 0

то при всевозможных колебательных движениях маятника его ос-
нование остается неподвижным.

Здесь

𝜆 =
𝑀

𝑚
, 𝜀 = min

(︂
𝐿

𝐻
, 𝑘

)︂
𝐿 − половина ширины основания, 𝐻 − высота подвеса маятника, 𝑘
− коэффициент сухого трения, 𝑧1 − единственный действительный
корень кубического уравнения

𝜀𝜆𝑧3 + 𝜀(𝜆− 3)𝑧 − 3 = 0

При некотором определенном ограничении на начальное значе-
ние угловой скорости и при вращательных движениях физического
маятника его основание будет неподвижным.
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Матрицы и тензоры малого ранга в математике и
приложениях

Е.Е. Тыртышников (ИВМ РАН, Москва)
E-mail address: eugene.tyrtyshnikov@gmail.com

Методы малоранговой аппроксимации матриц и тензоров бур-
но развиваются в течение уже нескольких десятилетий, при этом
в наиболее успешных методах тензоры трансформируются в ассоци-
ированные с ними матрицы и активно применяются методы мало-
ранговой аппроксимации для матриц. В докладе будет представле-
но современное состояние области, в частности новые результаты,
развивающие теорию псевдоскелетных аппроксимаций [1]. В числе
наиболее интересных новых приложений отметим методы глобаль-
ной оптимизации в задачах докинга и методы повышенной точности
для решения уранений типа Смолуховского.
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