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З я / ( 4 и ) , ( 2 п - 1 ) я / (4л) ) и = : b e W } . Множество точек W($) 
снова разбивается на пары (>у, 7 ' ) , для которых sin f i = s i n 7/, i = l , 2, . . . 
ь . . . гг. Для индексов в нумерации узлов формулы (2), образующих нары, 
достаточно выполнения условия (2ra+l)mod N. Все остальные рас­
суждения повторяют случай четного т . Отметим, только, что здесь число 
узлов формулы (2) равно 2п, т. е. является минимальным. 
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ДИСКРЕТНОСТЬ СПЕКТРА 
ЛИНЕЙНОЙ ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

С УСЛОВИЯМИ ОГРАНИЧЕННОСТИ РЕШЕНИЯ В ОСОБЫХ ТОЧКАХ 

Доказана дискретность спектра двухточечной краевой задачи для 
системы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с регу­
лярными особенностями на концах интервала и условиями ограничен­
ности решения в случае, когда спектральный параметр не входит в глав­
ную часть особенностей. В дополнительном предположении, что спек­
тральный параметр входит в правую часть линейно, получена оценка 
роста собственных значений, аналогичная известной оценке для задачи 
без особенностей. 

Многие задачи математической физики при разделении переменных сводятся к 
решению систем обыкновенных дифференциальных уравнений, имеющих особенно-
ети в концах интервала или рассматриваемых на бесконечном интервале. Роль гра­
ничных условий при этом часто выполняют условия ограниченности решения. При 
численном отыскании собственных значений (с. з.) и собственных функций получен­
ной задачи бывает важно заранее знать общее строение ее спектра, в частности, 
будет ли он чисто дискретным. Ниже доказывается дискретность спектра для случая 
линейной системы с регулярными особенностями, когда спектральный параметр не 
входит в главные части разложений матрицы системы в ряд Лорана в окрестности 
особенностей. Примеры задач, приводящих к системам такого вида, см. в [1]. При 
дополнительном предположении, что спектральный параметр входит в матрицу пра= 
вой части линейно, доказано, что показатель сходимости последовательности с. з. 
равен единице (для задачи без особенностей ото известный факт). 

Пусть имеется система 

(1) у ' - Л ( * Д ) у , 0 < * < 1 , 
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хЖ ^ 

где комплексная (йХпИштрща А(х^к) мшрерывна по (х,к) на (0,1)ХС и при 
фиксированием -х является п^йои функцией к. Рассматривается случай, когда в 
окрестности точки х—О матраца А к) имеет представление 

. I 
т А (X; к)^^ А 0 + Ж{Х, к) , 

X 
где А() - постомшак матрица, Ж{х,к) тттщфт по (#Д) в окрестности точки 
<0-. 0). Нише будут уточнены условия на Ж{х,:к}, Ори атом они будут охватывать 
важный для приложений случай, когда 

(•3) А (х, к)±1- А0~+Щх) 
х 

В(х) я Й{х) голойорфны в шрестности точки х^О. Вблизи точки х^А строение 
А{(х,'к) айй.>гогиЧетое. Рштт ш ш м Щ ищется в классе вштор-функдий, игра-
мичеййМх на интервале (0, 1).. 

Далее будут использоваться результаты о перенесении условия ограниченности 
из особой точки. Для случая ргулйрш>й особенности (ем. [2]) суть этих резуль­
татов, вкратце, такова. Выберем базис в О так, чтобы в качестве последних к ба­
зисных векторов бм-лй тяш корневые Викторы, отвечающие с. а. р. матрицы А а 
с Ее|м4>0 и шбетйениые векторы для «. з. р, с Й^{р,)=0. В таком базисе 

Л-сГ 0 II 

где (Л о4") J ifo(|i<.A«~}}*«$. Кошшйейш решений %дем обозначать, coot-
дотет воддоа, у ь и у~. Пусть 

Условие ограшчшшети $Щ тщ &квшалеятно при малых # условию 

где - решение сингулярном задачи КШЙЙ для уравнения Рйккати 

Щ «<*)«0j<*») 0<в<:1. 

Решение задач** <в| ЩЙ. тмых. х зуядоеодуе?, единственно и представимо ехо 
дящммш ; 

(?) и {ж) JP, 1*т#*\ 

коэффициенты которого оиределйюшя ш рекуррентным формулам подстановкой в-
(5) разложения А но степеням: 

Т е о р е м а I. Шуъть ётт ттыш (f) t ът&еннотями ъида (2) одном шли 
•0$тгх купцах иптершлщ причем мШфШШШ фупщш Ж <ш$ (2) еоломорфнй по (*г\ 
# (0,0), и 'дш лтього А>® ^Щ'е(ст§ет <В>® гжт,, что <ёшр$ё f j&j <А> 
J.ti| . пришй&межёт Ылшти фвттрфшъш Ж-. Й$<етъ wbmm fmm ж^=1 пр&тя 
часть имеет шшогШЧтъ сгртшъ ( ш яее А имеет осШшност три та в 
гоч«€ я==1 постелены к тштшжшс шшйыих кртвых уыттй). Шр<е$т®шжшу 

что ус-лЪшя ®ёртичш№ъш ш кощш ёмют ш формуле (4) в сумме п пешвисимых 
линейных условий, tmeu шмеем ъмеЩтЩге: 

и) либо спектр задачи дискретен и не имеет конечных предельных гочт, 
ft) лм&ая, точка Я^С принадлежит спектру. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим вначале точку #=и0> Выберем базие » 

укйаайнмм выше способом. Введем в €п гильбертову норму так, чтобь! выбранный 
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-•базис был ортонормированным. Для матриц различных размеров будем использовать 
соответствующие операторные нормы. Пусть в окрестности точки (0.0) 

(8) хА(х,к)~ 2*1 Qp™%¥xW' 
/> = 0,го = 1 

Возьмем произвольно А>0. По условию, существует Л>0 такое, что точка к~А9 

x=R принадлежит области сходимости ряда (8). Переразлагая (8) в ряд Хартогса, 
получаем 

(9) 

Из сходимости ряда (8) в бпкруге { |Х|<Л, | можно получить для коэффи­
циентов (9) оценку вида 
(10) \\ит(Щ\<С(А)р», 
равномерную по Я в круге | Я | < Л , При каждом (фиксированном) к решение задачи 
(5), (6) представимо рядом (7), Рассмотрим, как коэффициенты этого ряда зависят 

•от к. Примем обозначения 
ViiMk) Vl2,mW 
Уг1,т('к) Уы,т(к) 

Рекуррентные формулы для коэффициентов ряда (7) таковы: 

иш{к)~ 

<И) ai-A^a^auU^ \гл{к), 

тат-А о "а+ЯгпА 0

+ = {к)' 

3 3 = 1 | > = и ! 

Левую часть формул (11) можно представить в виде Мтат. где Мт ~ линейный опе­
ратор в пространстве матриц. В силу свойств Л 0

+ и Л 0 - при т>\, оператор Mm-
обратим а 
£12) М sup (— Мт ) 

Из (10)-(12) можно получить оценку вида 

(18) jj«mil<Ct(A) (Т(А)р)^ 
равномеряую по j ^ j ^ A . Более подробно, пусть 6^max(3j|Bj|. 1). Нетрудно аам©-
титЬу что М>\> Имей (10), можно выбрать г так, чтобы при | Х | < А выполнялись 
неравенства 

мч 

Тогда т (Ш по мвдукцай получаются неравенства 

115) Ц»«с — - . 
Ма (11) йшЦсред^вейй^ шдао, что при фиксированном частичные суммы 

$эда (?) Й М Я Ш Т с ^ .г^шшрфнымй функциями к ш круге |&|-сА. В силу (13), этог 
ряд равншерао по Ж сходится, если XQ выбрано достаточно близко к нулю* Следова-
шгыш* при таком ^ его сумма, г, о. функция «(*<,, Я) будет голоморфной по к> 
т круге <А, 



(16) (Уь...,У*) = 

Для каждого 'X, | Я | <Л, возьмем векторы y i , . . . . yh^CN так, чтобы 

а(# 0 , Я) | | 

Ек II' 
Рассмотрим /с задач Коши для уравнения (1) с начальными условиями у(лго) =у*\-
i = l , 2 , . . . к. Пусть Уг(х,Х) - решения этих задач Коши. Пусть х- заранее фиксиро­
ванная внутренняя точка интервала (0,1), например #=72 . Из того, что а(хоД) 
голоморфна по Я, А (я, Я) - целая по Я при are[x 0, х] , в силу известных теорем об-
-аналитической зависимости от параметра решений о. д. у. получаем, что у*(д\Я). 
I—1, 2 , . . . к,- голоморфные функции Я в круге j Я | < А . 

Проделав то же для правого конца, получим в точке х векторы у<(#Д), *= 
— Лт -ь 1 , . . . , п. Если на правом копце особенности нет, то действия очевидным обра-

•зом упрощаются. Точка Я. | Я | < А, принадлежит спектру в тОхМ и только том случае,, 
если 

D A (?v )=det(yt(£, Я), . . .у„(*, Я). y f c + 1 (x , Я) , . . .у„(х , Я))=0. 

Функция Д\(Я) голоморфна в круге | Я | < Л . Если взять два разных Aj и А 2 , то со­
ответствующие функции />л,(Я) и DM(K) в круге j Я j <min(Ai , А 2 ) будут отличаться 
друг от друга ненулевым множителем, и следовательно, имеют в этом круге одина­
ковые нули. Заключение теоремы получается теперь из известного свойства нулей 
голоморфной фуикции. 

З а м е ч а н и е 1. Как и в случае системы (1) без особенностей (см. [3]), бе» 
дополнительных предположений нельзя исключить случай б), т. е. когда спектр 
совпадает со всей комплексной плоскостью. Примером такого дополнительного иред= 
положения может быть гамильтоновость системы (1). Кроме того, случай б) обыч­
но сразу исключается при численном решении задачи. 

З а м е ч а н и е 2. Можно попытаться доказать утверждение теоремы, используя 
не матрицу а{х), а непосредственно какую-либо фундаментальную матрицу-решение 
системы (1), например в том виде, как она записана в [4]. Однако при таком спо= 
собе (если он вообще возможен) технические трудности будут гораздо большими,, 
так как отдельные решения системы (1), в том числе и ограниченные вблизи осо= 
бенности, ведут себя более сложно, чем все подпространство ограниченных решений. 

Рассмотрим теперь случай, когда Л (я, Я) имеет вид (3). Следующая теорема 
дает такую же оценку роста собственных значений, какая имеется для системы (1) 
без особенностей (см. [3, теорема 9.2.1]). 

Т е о р е м а 2. Предположим, что выполнены условия теоремы \, А (х, Я) имеет 
вид (3) и имеет место случай а). Пусть Я,-, г— 1,2,.. . — ненулевые со. (их число мо­
жет быть конечным или бесконечным). Тогда для любого е>0 сходится ряд 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не ограничивая общности можно считать, что точка Я—0 
не принадлежит спектру (иначе сделаем сдвиг в Я-плоскости). Возьмем некоторое 
Ло>0, соответствующие ему точки отхода хц° и х{° и построим, как в доказательстве 
теоремы 1, функцию DA(>(\). Пусть Av>(0)=a. В силу сказанного выше, а=^0. Пусть 
теперь Л>Ао взято произвольно. Из того, что А(х, Я) имеет вид (3), следует, что в 
(14) можно полагать r = ( A + l)s, где * не зависит от А (а зависит от норм коэффи­
циентов разложения G(x) и Н(х) в ряд в окрестности х=0). Соответственно, из (15) 
можно получить оценку 

| |а« | |<Сз[4(Л+1 )*Г при | Я | < А , 
Сз от Л не зависит. Если теперь взять х0 достаточно близко к нулю, а именно: 

Ж о =[8Сз(Л+1)*) - 1

т 
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то при | Я | < Л будем иметь | | а ( ж 0 ) | < 1 . Рассмотрим, как в теореме 1, задачи Коши 
для (1) с начальными условиями уН^о)=Уь У* из (16). Имеем, что ||у*(.то)||<1%. 
1 = 1 , 2 , . . . Д . Пусть, как и раньше, х - какая-то фиксированная точка интервала 
(0,1). Тогда 

л 

«17) || у, (&) | < 1 у, Ы || ехр[ J 1 A ( i , X) || dl] , 

<i8) J м(б, x ) i i d i < H o i i 5 - | - d i + 5iG(i)Hi-b|xi 
X® Х$ XQ XQ 

Очевидно, что 
ft 

^ - | " ^ < 1« v ~ = In [8C 3 (Л + 1) *] . 

Отсюда 

419) exp \ \\A(l, %)\\dl < С * ( Л + 1)ехр(С ь Л), 
^0 

константы C 4 и C 5 не зависят от Л. 
Используя (17), (19), такие же оценки для векторов, пригнанных справа, и оче-

)Видное неравенство |det((?) | <||<?||п для произвольной (дХд)-матрицы <?, получаем 

<20) |D A (MI<^4 n (A+l ) . n exp(nC 5 A) при |А,|<Л. 

Оценим теперь | £>л(0) | . Положим Х=0, Из способа построения функций у* (до­
следует, что 

|а(х0°, К) 
(У1(*о°),..".,У*(*о°))8 

11 Е& 

где Qo - некоторая невырожденная (кхк)-матрица. Из оценок, аналогичных (17) 
ж (18), следует, что 

j) Qo~1У ^ (2/с) 1^с?4 (Л-М) ехр (С75Л). 

Аналогичные построения делаем на правом конце при этом получаем матрицу Qi, 
Из равенства 

DA (0) = / ) л о (0) det (Q0) det (Q,) 
получаем 

P A . (0)| a 
(21) | Р д ( 0 ) 1 ~ — ^> ^ 

I d e t ^ o " 1 ) ! \&et(Qrs)\ №о~Чк 1ЮГТ°Г 

a 

2rcC 4

n(A+l) nexp(raC 5A) 

Пусть N(r) - число нулей (с учетом кратности) функции DA(K) в круге j Я | < г 5 

г<Л. Выше было сказано, что эти нули, а стало быть и N(r), не зависят от тот* 
какое именно Л взято. Пусть МА(г) ~ максимум модуля DA(K) в круге | Я | < г , 
Далее применяем известные факты из теории аналитических функций (см., напри­
мер, [5]). По неравенству Иенсена 

<22) ЛГ(Л)< f [N(r)/r]dr ^ Ы[МеА(еА)]~ 1П[* .А(0) ] . 
л 
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Из (20)-(22) имеем 

Л(Л)<С в +С 7 1п(Л-Н )+С8Л. 

Отсюда видно, что порядок последовательности с. з. 

In Л'(Л) 
(23) lim sap • = 1. 

д - о о hi Л 
Поскольку показатель сходимости последовательности равен ее порядку, из (23) 
следует утверждение теоремы. 

З а м е ч а н и е 3. Утверждения теорем 1 и 2 остаются в силе, если вместо уело-
вий ограниченности решения рассматривать более общие допустимые в смысле [6] 
краевые условия. Такие условия характеризуются, в частности, тем, что соответ­
ствующее подпространство представимо в виде, аналогичном (4), со сходящимся ря= 
дом (7). Именно это свойство краевого условия использовалось в доказательствах. 
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АЛГОРИТМ ВЕТВЕЙ И ГРАНИЦ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА, 
ЗАДАЧ ТЕОРИИ РАСПИСАНИЙ 

Рассматривается алгоритм решения динамической задачи оптималь­
ного распределения дискретных неоднородных ресурсов на сети, осно­
ванный на общих идеях метода ветвей и границ. 

§ 1. Постановка задачи 
Специальный, но достаточно широко распространенный в практике управления 

сложными системами класс задач теории расписаний составляют задачи минимиза­
ции времени выполнения комплекса работ при ограничениях на количество и взаи­
мозаменяемость исполнителей. При решении таких задач структуру взаимосвязи и 
обусловленность работ целесообразно отображать в виде ориентированного графа 
**Н е\ / Ж Ч / —1> 2 , . . . , w, г</, где m - число узлов графа, /, / - номера узлов. Граф G 
представляет собой сеть, т. е. имеет только одну начальную и одну конечную вер­
шины, а также не имеет циклов. Каждой работе в этом графе ставится в соответст­
вие дуга (L / ) , соединяющая *-й и /-й узлы. 
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