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Ïðèâîäèòñÿ íîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ââîäÿò-
ñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà. Ìåæäó ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé çàäà÷,
ïðèíàäëåæàùèõ ê îäíîìó ñåìåéñòâó, èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Äëÿ
ôîðìóëèðîâêè íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè çàäà÷ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïåðåìåííûå ëþáûõ äâóõ çàäà÷, êîòîðûå îáÿçàòåëü-
íî ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ñåìåéñòâàì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ íîâûõ óñëîâèé
îïòèìàëüíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ íàõîæäåíèå íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Îñíîâíîé àïïàðàò â òåîðèè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) ñîñòàâëÿþò äâîé-
ñòâåííîñòü è óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè Êóíà�Òàêêåðà, èñïîëüçóþùèå ïåðåìåííûå ïðÿìîé
è äâîéñòâåííîé çàäà÷. Èíîãäà ïîëåçíî ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó ËÏ è ïðåäñòà-
âèòü åå â äðóãîì âèäå. Â [1] � [4] ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷ ËÏ è äàíà
èõ êëàññèôèêàöèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à ËÏ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òàê íàçûâàåìîì ïàðàìåòðè÷åñêîì âè-
äå, êîãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è/èëè äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàâèñÿò îò âûáîðà âåêòîðíûõ
ïàðàìåòðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðûì àôôèííûì ìíîæåñòâàì. Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ
íåòðàäèöèîííûé ïîäõîä ê ôîðìóëèðîâêàì çàäà÷ ËÏ. Îí îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè
âåêòîðà ïðÿìûõ ïåðåìåííûõ è âåêòîðà íåâÿçîê äâîéñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé êàê îñíîâ-
íûõ ïåðåìåííûõ. Âûïîëíÿÿ ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ è èçìåíÿÿ âåêòîð
öåëåâûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðè÷åñêèå çàäà÷è ËÏ, çàâèñÿùèå îò îä-
íîãî èëè äâóõ âåêòîðîâ-ïàðàìåòðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îïðåäåëåííûì ìíîæåñòâàì. Ïà-
ðàìåòðèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé íå çàâèñèò îò âûáîðà
êîíêðåòíûõ ïàðàìåòðîâ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâÿçè ìåæäó
ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé, ìåæäó îïòèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè öåëåâûõ ôóíêöèé.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ äâà ïîäêëàññà çàäà÷ ËÏ: ïðÿìîå ñåìåéñòâî (ÏÑ) è
äâîéñòâåííîå ñåìåéñòâî (ÄÑ). Â êàæäîì ñåìåéñòâå âñå çàäà÷è ýêâèâàëåíòíû, õîòÿ èìå-
þò ðàçíûå ðàçìåðíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ çàäà÷ èç îäíîãî ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó äîïóñòèìûìè ìíîæåñòâàìè, ìåæäó ìíîæå-
ñòâàìè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà ëþáûõ äâóõ çàäà÷ èç ðàçíûõ
ñåìåéñòâ è ëèíåéíàÿ ñâÿçü ìåæäó îïòèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè èõ öåëåâûõ ôóíêöèé ñî-
ñòàâëÿþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè. Äëÿ ëþáîé çàäà÷è ñó-
ùåñòâóþò äâå çàäà÷è èç äðóãîãî ñåìåéñòâà: îáû÷íàÿ äâîéñòâåííàÿ è ñîïðÿæåííàÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ äàíà â òðåòüåì ðàçäåëå.
Ê âåêòîðó öåëåâîé ôóíêöèè äîáàâëÿåòñÿ âåêòîð-ïàðàìåòð è èññëåäóåòñÿ åãî âëèÿíèå

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(êîä ïðîåêòà 01-01-00804) è ïî ïðîãðàììå ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (êîä
ïðîåêòà 00-15-96080).
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íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè çàäà÷à ËÏ ñôîðìóëèðîâàíà â êàíîíè÷åñêîì
âèäå, òî ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé çàâèñèò òîëüêî îò ïðîåêöèè âåêòîðà öåëåâîé ôóíêöèè
íà íóëü-ïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ íîð-
ìàëüíîãî ðåøåíèÿ (ñ ìèíèìàëüíîé åâêëèäîâîé íîðìîé) çàäà÷è ËÏ. Ïðè ýòîì çàäà-
÷à ËÏ ñâîäèòñÿ ê îäíîêðàòíîé áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè âîãíóòîé ãëàäêîé êóñî÷íî-
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè. ×èñëî ïåðåìåííûõ â ýòîé çàäà÷å íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà
ïåðåìåííûõ ïðÿìîé çàäà÷è ËÏ.

2. Äâà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà çàäà÷ ËÏ è óñëîâèÿ
îïòèìàëüíîñòè

Ïóñòü ïðÿìàÿ çàäà÷à ËÏ çàäàíà â êàíîíè÷åñêîì âèäå

f∗ = min
x∈X

c>x, X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0n}. (P)

Çäåñü è íèæå A � (m × n)-ìàòðèöà îãðàíè÷åíèé ðàíãà m, m < n, âåêòîð ïðÿìûõ
ïåðåìåííûõ x ∈ Rn, c ∈ Rn � âåêòîð öåëåâîé ôóíêöèè, b ∈ Rm � âåêòîð îãðàíè÷åíèé,
÷åðåç 0i îáîçíà÷åí íóëåâîé i-ìåðíûé âåêòîð.

Äâîéñòâåííàÿ ê (Ð) çàäà÷à èìååò âèä

max
u∈U

b>u, U = {u ∈ Rm : c− A>u ≥ 0n}. (D)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X∗ è U∗ ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷ (P) è (D) ñîîòâåòñòâåííî. Âñþäó
íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà íå ïóñòû. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
îïòèìàëüíîñòè (óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà) äëÿ çàäà÷ (P) è (D) èìåþò âèä

Ax− b = 0m, c− A>u ≥ 0n, D(x)(c− A>u) = 0n, x ≥ 0n. (2.1)

Çäåñü è íèæå ÷åðåç D(z) îáîçíà÷åíà äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé i-é äèàãîíàëüíûé
ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ i-é êîìïîíåíòîé âåêòîðà z.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé (m × n)-ìàòðèöû H ââåäåì íóëü-ïðîñòðàíñòâî (ÿäðî) ìàòðèöû
H è ïðîñòðàíñòâî ñòðîê ìàòðèöû H (îáðàç ìàòðèöû H>), êîòîðûå îáîçíà÷èì, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ÷åðåç ker H è im H>:

ker H = {x ∈ Rn : Hx = 0m},
im H> = {ξ ∈ Rn : ξ = H>u, u ∈ Rm}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé (m × n)-ìàòðèöû H ïîëíîãî ðàíãà îïðåäåëèì ïñåâäîîáðàòíóþ
(n × m)-ìàòðèöó H+, (n × n)-ìàòðèöó ïðîåêòèðîâàíèÿ (H>)‖ íà ïðîñòðàíñòâî ñòðîê
ìàòðèöû H è (n × n)-ìàòðèöó ïðîåêòèðîâàíèÿ (H>)⊥ íà íóëü-ïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû
H. Åñëè ðàíã H ðàâåí m, òî n ≥ m, ñòðîêè H ëèíåéíî íåçàâèñèìû è

H+ = H>(HH>)−1, (H>)‖ = H+H, (H>)⊥ = In − (H>)‖. (2.2)

Çäåñü è íèæå Is îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ s-ìåðíóþ ìàòðèöó.
Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ker A ðàâíà ν � äåôåêòó ìàòðèöû A. Â ñëó÷àå

çàäà÷è (P) èìååì ν = n − m. Íóëü-ïðîñòðàíñòâî è ïðîñòðàíñòâî ñòðîê ìàòðèöû A
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ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè äîïîëíåíèÿìè äðóã ê äðóãó, ïðîñòðàíñòâî Rn ðàçëàãàåòñÿ â
ïðÿìóþ ñóììó ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ò.å. Rn = im A> ⊕ ker A.

Äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âìåñòî òðàäèöèîííûõ íåîáõîäèìûõ è äî-
ñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè (2.1) ïðèâåäåì äðóãèå. Äëÿ ýòîãî, ñëåäóÿ [3]�[6], ââå-
äåì íîâóþ (ν × n)-ìàòðèöó K. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû K ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
ïðèíàäëåæàò íóëü-ïðîñòðàíñòâó ìàòðèöû A è ïîýòîìó íàòÿíóòîå íà íèõ ïîäïðîñòðàí-
ñòâî im K> ñîâïàäàåò ñ íóëü-ïðîñòðàíñòâîì (ÿäðîì) ìàòðèöû A. Â êà÷åñòâå K ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ëþáóþ ìàòðèöó, ν ñòðîê êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ íóëü-ïðîñòðàíñòâà ìàò-
ðèöû A. Òàêèì îáðàçîì, im K> ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê ïðîñòðàíñòâó
im A>. Ïîýòîìó

im K> = ker A, AK> = 0mν , Rn = im A> ⊕ im K>. (2.3)

Çäåñü ÷åðåç 0ij îáîçíà÷åíà (i× j)-ìàòðèöà ñ íóëåâûìè ýëåìåíòàìè.
Â âûáîðå ìàòðèöû K èìååòñÿ îïðåäåëåííûé ïðîèçâîë, îíà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà

ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Åñëè ìàòðèöó A ïðåäñòàâèòü â áëî÷íîì âèäå A = [B |N ], ãäå B
íå âûðîæäåíà, òî ìàòðèöó K ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: K = [−N>(B−1)>| Iν ].
Åñëè ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé Ãàóññà�Æîðäàíà ìàòðèöó A ïðèâåñòè ê âèäó A =
[Im |N ], òîãäà ìàòðèöà K ïðåäñòàâèìà â âèäå K = [−N>| Iν ].

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîñòðîåíèå ìàòðèöû K ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî êðàéíå ïðîñòî.
Íàïðèìåð, ïóñòü çàäà÷à ËÏ èìååò îãðàíè÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâ Nz ≥ b, ãäå N �
(m × ν)-ìàòðèöà è âåêòîð z ∈ Rν

+. Ââîäÿ äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå ξ ∈ Rm
+ , âåêòîð

x ∈ Rn ïðåäñòàâèì êàê îáúåäèíåíèå âåêòîðîâ z, ξ, ò.å. x> = [z>, ξ>]. Òîãäà äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî çàïèøåòñÿ â òîì æå âèäå, ÷òî è â çàäà÷å (Ð), ãäå ìàòðèöà A = [N | − Im].
Òîãäà ìàòðèöó K ìîæíî çàäàòü â âèäå K = [Iν |N>].

Îïðåäåëèì âåêòîð d ∈ Rν è âåêòîð íåâÿçîê äâîéñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé v ∈ Rn

ñîîòíîøåíèÿìè d = Kc è
v = c− A>u. (2.4)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâà àôôèííûõ ìíîæåñòâà

X̄ = {x ∈ Rn : Ax = b}, V̄ = {v ∈ Rn : Kv = d}.

Âñþäó íèæå ÷åðåç x̄ è v̄ îáîçíà÷èì ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå n-ìåðíûå âåêòîðû,
óäîâëåòâîðÿþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, óñëîâèÿì x̄ ∈ X̄, v̄ ∈ V̄ . Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå
êîìïîíåíòû âåêòîðîâ x̄, v̄ ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíû. Â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå ìîæíî
âçÿòü v̄ = c. Â ñèëó òîãî ÷òî ìàòðèöà A èìååò ðàíã m è n > m, âñåãäà X̄ 6= ∅ è V̄ 6= ∅.

Âåêòîð v̄ ∈ V̄ ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåí. Äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
ū ∈ Rm è îïðåäåëèòü âåêòîð v̄ ïî ôîðìóëå

v̄ = c− A>ū. (2.5)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.3), çàêëþ÷àåì, ÷òî v̄ ∈ V̄ .
Â öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è (P) ïîäñòàâèì c = v̄ + A>u(v̄), òîãäà äëÿ ëþáûõ x ∈ X̄

èìååì
c>x = v̄>x + b>u(v̄). (2.6)

Èñõîäíóþ çàäà÷ó (P) çàìåíèì ñëåäóþùåé ìîäèôèöèðîâàííîé çàäà÷åé, çàâèñÿùåé îò
ïàðàìåòðà v̄:

f 1
∗ (v̄) = min

x∈X
v̄>x, X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0n}. (Px)
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Çàäà÷è (P) è (Px) áëèçêè ïî âèäó è îòëè÷àþòñÿ òîëüêî âåêòîðàìè öåëåâîé ôóíê-
öèè. Â (P) ýòîò âåêòîð çàäàåòñÿ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è, â (Px) â êà÷åñòâå âåêòîðà öåëåâîé
ôóíêöèè ìîæåò áûòü âçÿò ëþáîé âåêòîð v̄ ∈ V̄ , ò.å. â ýòîì ñëó÷àå èìååì äåëî ñ ìíîæå-
ñòâîì çàäà÷ ËÏ. Ïîýòîìó (Px) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó
ñ âåêòîðíûì ïàðàìåòðîì v̄ ∈ V̄ .

Ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷ (P) è (Px) ñîâïàäàþò è íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî âûáî-
ðà âåêòîðà v̄ ∈ V̄ èëè, ñîãëàñíî (2.5), îò ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ū ∈ Rm. Îïòèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé â (P) è (Px) îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó, çàâèñÿùóþ îò êîí-
êðåòíîãî âûáîðà ū ∈ Rm è ðàâíóþ íóëþ, åñëè ū = 0m, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå v̄ = c è
f∗ = f 1

∗ (c). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (P) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (Px) è ïîýòîìó çàäà÷ó
(P) ìîæíî èñêëþ÷èòü èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ çàäà÷ó (Px), çàäàííóþ â êàíîíè÷åñêîì âèäå, ïðåä-
ñòàâèì â ñòàíäàðòíîì âèäå çàäà÷è ËÏ, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóþò òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ
òèïà íåðàâåíñòâ. Çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
Ax = b â âèäå

x = x̄−K>y, (2.7)
ãäå x̄ � ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû, à K>y � îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû Ax = 0m

è y ∈ Rν . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Y = {y ∈ Rν : x̄−K>y ≥ 0n}. (2.8)

Ôîðìóëó (2.7) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå èç ëèíåéíîãî âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rν â äðóãîå ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn. Åñëè y ∈ Y , òî
èç (2.7), (2.3) è (2.8) èìååì Ax = Ax̄ = b, x ≥ 0n. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå (2.7)
îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî Y â äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X çàäà÷ (P) è (Px). Ïðè ýòîì îáðàçîì
ìíîæåñòâà Y ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî X. Ìåæäó X è Y ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ïî ôîðìóëå (2.7) îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ x ∈ X. Äëÿ ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû (2.7) ïîëíîãî ðàíãà, ñîäåðæàùåé n
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ν-ìåðíûé âåêòîð íåèçâåñòíûõ y, âñåãäà îïðåäåëåíî ïñåâäîðåøå-
íèå

y(x) = (KK>)−1K(x̄− x) = (K>)+(x̄− x), (2.9)
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.7) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
x̄ − x ∈ im K>. Ýòî âêëþ÷åíèå èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ X̄. Èòàê,
äëÿ ëþáîãî x ∈ X̄ ôîðìóëà (2.9) îïðåäåëÿåò àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå ê
(2.7). Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

Y = (K>)+(x̄−X). (2.10)

Âûðàçèì öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è (Px) ÷åðåç ïåðåìåííûå y. Âûðàæåíèå (2.7) ïîä-
ñòàâèì â öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è (Px) è, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî v̄>K> = c>K> = d>,
ïîëó÷èì

v̄>x = v̄>x̄− v̄>K>y = v̄>x̄− d>y. (2.11)
Ó÷èòûâàÿ (2.11) è òî, ÷òî Y åñòü îáðàç X, çàäà÷ó (Px) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ñòàíäàðòíîé çàäà÷è ËÏ, ãäå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî Y ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì n ïîëó-
ïðîñòðàíñòâ:

max
y∈Y

d>y, Y = {y ∈ Rν : x̄−K>y ≥ 0n}. (Py)
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Òàêèì îáðàçîì, m îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâ èñêëþ÷åíû èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà
X è îñòàëèñü òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâ. Ôîðìóëà (2.7) åñòü ëèíåéíàÿ çàìåíà
ïåðåìåííûõ. Îíà ñâÿçûâàåò íîâûå ïåðåìåííûå y ñî ñòàðûìè ïåðåìåííûìè x.

Ìåæäó äîïóñòèìûìè ìíîæåñòâàìè X è Y , ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé X∗ è Y∗ çàäà÷
(Px) è (Py) ñóùåñòâóþò âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå ñîîòâåòñòâèÿ, îïðåäåëÿåìûå (2.7), (2.9).
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé X∗ è Y∗ ýòî ñîîòâåòñòâèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

X∗ = x̄−K>Y∗, Y∗ = (K>)+(x̄−X∗). (2.12)
Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ

g = K>y. (2.13)
Èç óñëîâèÿ v̄ ∈ V̄ èìååì d> = v̄>K> è, áëàãîäàðÿ (2.7), ïîëó÷àåì äâà âûðàæåíèÿ

äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (Py):

d>y = v̄>(x̄− x), d>y = v̄>g. (2.14)

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå âûðàæåíèå â öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è (Py) è âèäîèçìåíÿÿ çàïèñü
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà Y , ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

min
[x,y]∈Z

v̄>x, Z = {[x, y] : K>y + x = x̄, x ≥ 0n}. (Pxy)

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è åñòü Z∗ = [X∗, Y∗].
Èç îïðåäåëåíèÿ (2.13) ñëåäóåò, ÷òî g ∈ im K> = ker A. Òîãäà g ìîæíî íàéòè èç

ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû Ag = 0n. Èñïîëüçóÿ âòîðîå âûðàæåíèå â (2.14)
è ôîðìóëó (2.7), èç (Py) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

max
g∈G

v̄>g, G = {g ∈ Rn : Ag = 0m, g ≤ x̄}. (Pg)

Òàêèì îáðàçîì, èñêëþ÷åíà íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå y â çàäà÷å (Pxy) è
óìåíüøåíî ÷èñëî ïåðåìåííûõ. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé G∗ çàäà÷è (Pg) ñâÿçàíî ñ Y∗ è X∗
ñîîòíîøåíèÿìè

G∗ = K>Y∗ = x̄−X∗. (2.15)
Â äåéñòâèòåëüíîñòè (Px), (Py), (Pxy) è (Pg) ìîãóò pàññìàòðèâàòüñÿ êàê îäíà è òà æå

çàäà÷à. Ðàçíèöà â ôîðìóëèðîâêå ñâÿçàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì çàìåíû ïåðåìåííûõ (2.7) è
(2.13), ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ â ðàçíûõ âèäàõ è âèäîèçìåíèòü äîïó-
ñòèìûå ìíîæåñòâà. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî (P), (Px), (Py), (Pxy) è (Pg) ÿâëÿþòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíûìè çàäà÷àìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷ (P) è (Px) ñîâïàäàþò
è ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó X∗ è îñòàëüíûìè ìíîæåñòâàìè
ðåøåíèé. Ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷è (P), (Px), (Py), (Pxy) è (Pg) îáúåäèíåíû â ïðÿìîå
ñåìåéñòâî (ÏÑ) çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Àíàëîãè÷íî ââåäåì äâîéñòâåííîå
ñåìåéñòâî (ÄÑ) çàäà÷ ËÏ. Ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ â çàäà÷å (D):

u = ū + w, (2.16)

ãäå âåêòîð ū ââåäåí â ôîðìóëå (2.5). Ïîäñòàâëÿÿ (2.16) â (D), ïîëó÷èì íîâóþ çàäà÷ó â
ñòàíäàðòíîì âèäå

max
w∈W

b>w, W = {w ∈ Rm : v̄ − A>w ≥ 0n}. (Dw)
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Îäíîâðåìåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó îïòèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ñî-
îòâåòñòâóþùèõ öåëåâûõ ôóíêöèé:

max
w∈W

b>w = max
u∈U

b>u− b>ū. (2.17)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W∗ ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (Dw). Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äîïóñòèìûìè ìíîæåñòâàìè U è W , îïðåäåëÿåìîå êàê U =
ū + W . Ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå U∗ = ū + W∗ ñóùåñòâóåò ìåæäó ìíîæåñòâàìè
ðåøåíèé.

Ââåäåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

v = v̄ − A>w, (2.18)

ãäå âåêòîð v̄ ∈ V̄ ôèêñèðîâàí. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

V = {v ∈ Rn : Kv = d, v ≥ 0n}.
Â (2.18) âåêòîð w ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåÿâíî çàäàííàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ,
çàâèñÿùàÿ îò âåêòîðà íåâÿçîê äâîéñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé v, èìåþùåãî á�îëüøóþ ðàç-
ìåðíîñòü. Ñèñòåìà (2.18) ïåðåîïðåäåëåíà, çíà÷èò, îíà ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî âåêòîðà
w íå ïðè âñÿêèõ âåêòîðàõ v è v̄. Îäíàêî ïñåâäîðåøåíèå

w(v) = (AA>)−1A(v̄ − v) = (A>)+(v̄ − v) (2.19)

âñåãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ýòî ïñåâäîðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå åäèíñòâåííûì
ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.18) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð v̄ − v ∈ im A>. Â ýòîì
ñëó÷àå, ñîãëàñíî (2.3), ìàòðèöà K îðòîãîíàëüíà âåêòîðó v̄ − v, ò.å. Kv = Kv̄ = d. Òàê
êàê v̄ ∈ V̄ , òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñèñòåìà (2.18) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îò-
íîñèòåëüíî w òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v ∈ V̄ . Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå w ∈ W ,
òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (2.18) ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð v ≥ 0n è, ñëåäîâà-
òåëüíî, v ∈ V . Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì W çàäà÷è (Dw) è ìíîæåñòâîì V .

Âûðàçèì öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è (Dw) ÷åðåç âåêòîð íåâÿçîê äâîéñòâåííûõ îãðà-
íè÷åíèé v. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì b = Ax̄ â öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è (Dw) è, ó÷èòûâàÿ
(2.18), ïîëó÷èì

b>w = x̄>A>w = x̄>v̄ − x̄>v. (2.20)
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (Dw) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ËÏ, çàïèñàííîé â êàíîíè÷åñêîì âèäå

f 2
∗ (v̄) = min

v∈V
x̄>v, V = {v ∈ Rn : Kv = d, v ≥ 0n}. (Dv)

Ïóñòü V∗ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è. Ñâÿçè ìåæäó äîïóñòèìûìè
ìíîæåñòâàìè V è W , ìåæäó ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé V∗ è W∗ âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

V = v̄ − A>W, W = (A>)+(v̄ − V ),
V∗ = v̄ − A>W∗, W∗ = (A>)+(v̄ − V∗).

(2.21)

Ëþáàÿ êîíêðåòíàÿ çàäà÷à èç (Dv) èìååò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé V∗, êîòîðîå
íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âûáîðà âåêòîðà x̄ ∈ X̄. Ôîðìóëà (2.21) îïðåäåëÿåò âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé V∗ è W∗ ñîîòâåòñòâåííî çàäà÷
(Dv) è (Dw). Ïóñòü âåêòîð q ∈ Rn îïðåäåëåí êàê

q = A>w. (2.22)
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Òàê êàê x̄ ∈ X̄, òî èìååì
b>w = x̄>A>w = x̄>q. (2.23)

Óìíîæàÿ (2.22) ñëåâà íà K è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè â (2.3), ïîëó÷àåì
Kq = 0ν . Èç óñëîâèé äîïóñòèìîñòè â çàäà÷å (Dw) ñëåäóåò, ÷òî q ≤ v̄. Èòàê, çàäà÷à (Dw)
ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà êàê

max
x∈Q

x̄>q, Q = {q ∈ Rn : Kq = 0ν , q ≤ v̄}, (Dq)

ãäå ìíîæåñòâî ðåøåíèé èìååò âèä

Q∗ = A>W∗ = v̄ − V∗. (2.24)

Òàê êàê ðàíã A ðàâåí m, òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó Q∗ è
W∗.

Èç (2.18) è (2.23) ïîëó÷àåì b>w = x̄>(v̄ − v). Ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñëåäóþùàÿ
çàäà÷à

min
[v,w]∈T

x̄>v, T = {[v, w] : A>w + v = v̄, v ≥ 0n} (Dvw)

ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (Dw). Ìíîæåñòâî ðåøåíèé (Dvw) åñòü T∗ = [V∗,W∗]. Çàäà÷è (D),
(Dw), (Dv), (Dq) è (Dvw) ïðèíàäëåæàò äâîéñòâåííîìó ñåìåéñòâó. Âñå ýòè çàäà÷è ìîãóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ýêâèâàëåíòíûå.

Çàäà÷è (Px), (Py), (Dw) è (Dv) çàâèñÿò ëèáî îò ïàðàìåòðà x̄, ëèáî îò ïàðàìåòðà v̄.
Ïîýòîìó áóäåì ãîâîðèòü î íèõ êàê îá îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Çàäà÷è (Pxy), (Pg),
(Dq) è (Dvw) îäíîâðåìåííî çàâèñÿò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ x̄ è v̄, èõ íàçîâåì äâóõïàðàìåò-
ðè÷åñêèìè çàäà÷àìè.

Êëàññ ýòèõ âîñüìè çàäà÷ âåñüìà îáøèðåí. Â ÷àñòíîñòè, îí ñîäåðæèò èñõîäíûå çàäà÷è
(Ð) è (D). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â êà÷åñòâå v̄ âçÿòü âåêòîð c â çàäà÷àõ (Px) è (Dw), òî
ïîëó÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, çàäà÷è (Ð) è (D). Ïîýòîìó ìîæíî èñêëþ÷èòü (Ð) è (D) èç
ðàññìîòðåíèÿ, åñëè èìååì äåëî ñ (Px) è (Dw).

Ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ ìåæäó çàäà÷àìè (Px) è (Dv). Îáå çàäà÷è ñôîðìóëèðîâàíû
îäíîòèïíî. Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â êîíêðåòíîì íàïîëíåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö,
âåêòîðîâ, ÷èñåë. Çàäà÷ó (Dv) íàçîâåì ñîïðÿæåííîé ê (Px). Àíàëîãè÷íàÿ ñèììåòðèÿ ñó-
ùåñòâóåò ìåæäó ïàðàìè çàäà÷ (Py) è (Dw), ìåæäó (Pxy) è (Dvw), ìåæäó (Pg) è (Dq). Âñå
ýòè ïàðû ñîñòàâëÿþò âçàèìíî ñîïðÿæåííûå çàäà÷è. Âûðàçèì ýòè ñîîòâåòñòâèÿ ìåæ-
äó çàäà÷àìè, ïåðåìåííûìè, ìàòðèöàìè, âåêòîðàìè, ÷èñëàìè, âõîäÿùèìè â ïîñòàíîâêó,
äîïóñòèìûìè ìíîæåñòâàìè, ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ ñèìâîëà ⇔. Ìîæíî çà-
ïèñàòü

(Px)⇔ (Dv), (Py)⇔ (Dw), (Pxy)⇔ (Dvw), (Pg)⇔ (Dq),
A ⇔ K, X ⇔ V, W ⇔ Y, X∗ ⇔ V∗, W∗ ⇔ Y∗, G∗ ⇔ Q∗, Z∗ ⇔ T∗,

x ⇔ v, b ⇔ d, m ⇔ ν, v̄ ⇔ x̄, y ⇔ w, g ⇔ q.

Ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó çàäà÷àìè îòðàæåíû íà ñõåìàõ (ñì. ðèñ. 1 è 2). Çàïèñü
B ⇔ C îáîçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷è (Â) è (Ñ) ýêâèâàëåíòíû, âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè ìåæäó
çàäà÷àìè (Â) è (Ñ) îáîçíà÷àþò âçàèìíóþ äâîéñòâåííîñòü çàäà÷, à äèàãîíàëüíûå �
âçàèìíóþ ñîïðÿæåííîñòü çàäà÷.

Íèæå ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ââåäåííûõ çàäà÷.
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D : max b>u
A>u ≤ c

Dw : max b>w
A>w ≤ v̄

Dv : min x̄>v
Kv = d, v ≥ 0n

P : min c>x
Ax = b, x ≥ 0n

Px : min v̄>x
Ax = b, x ≥ 0n

Py : max d>y
K>y ≤ x̄
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Ðèñ. 1. Èñõîäíàÿ è îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå çàäà÷è

D : max b>u
A>u ≤ c

Dq : max x̄>q
Kq = 0ν , q ≤ v̄

Dvw : min x̄>v
A>w + v = v̄, v ≥ 0n

P : min c>x
Ax = b, x ≥ 0n

Pxy : min v̄>x
K>y + x = x̄, x ≥ 0n

Pg : max v̄>g
Ag = 0n, g ≤ x̄
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Ðèñ. 2. Èñõîäíàÿ è äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå çàäà÷è

Òåîpåìà 1 (àíàëîã ñëàáîé äâîéñòâåííîñòè). Ïóñòü âñå ïåðåìåííûå ïðèíàäëå-
æàò äîïóñòèìûì ìíîæåñòâàì ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷. Òîãäà äëÿ îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêèõ çàäà÷ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

v̄>x + x̄>v ≥ x̄>v̄ ≥ d>y + b>w, (2.25)

à äëÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà:

v̄>x + x̄>v ≥ x̄>v̄ ≥ v̄>g + x̄>q. (2.26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæàÿ (2.18) íà x ∈ X, ïîëó÷èì

v>x = v̄>x− w>Ax = v̄>x− w>Ax̄ = v̄>x + x̄>(v − v̄) ≥ 0, v̄>x + x̄>v ≥ x̄>v̄.

Óìíîæàÿ (2.7) íà v ∈ V , ïîëó÷èì

v>x = x̄>(v̄−Aw)−y>Kv = x̄>(v̄−Aw)−y>Kv̄ = x̄>v̄−b>w−d>y ≥ 0, x̄>v̄ ≥ b>w+d>y.

Èòàê, íåðàâåíñòâî (2.25) äîêàçàíî. Ó÷èòûâàÿ (2.14) è (2.23), ïîëó÷èì (2.26). ¤
Èç ëåâîãî íåðàâåíñòâà â (2.25) è ðàâåíñòâà (2.18) ïîëó÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî v̄>x ≥

x̄>(v̄ − v) = x̄>A>w = b>w, ãäå x ∈ X, w ∈ W . Åñëè v̄ = c, òîãäà ū = 0m, W = U è
çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ çàäà÷ (Ð) è (D) ñïðàâåäëèâî õîðîøî èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî ñëàáîé
äâîéñòâåííîñòè: c>x ≥ b>u äëÿ âñåõ x ∈ X, u ∈ U .

×åðåç opt Q áóäåì îáîçíà÷àòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (Q).
Ïðè ýòîì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âñåõ öåëåâûõ ôóíêöèé, êðîìå çàäà÷ (Ð) è (D), çàâèñÿò
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ëèáî îò v̄, ëèáî îò x̄ êàê îò âåêòîðà ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó áóäåì ïèñàòü, íàïðèìåð,
opt Px(v̄), opt Dq(v̄, x̄), opt Dw(v̄), opt Py(x̄).

Òåîpåìà 2 (àíàëîã äâîéñòâåííîñòè). Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå õîòÿ áû îäíîé
èç äåñÿòè ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ËÏ, òî ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ äåâÿòè
çàäà÷ ËÏ. Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

opt P = opt Px(v̄) + b>ū = opt D = opt Dw(v̄) + b>ū, (2.27)

opt Px(v̄) + opt Dv(x̄) = opt Py(x̄) + opt Dw(v̄) =
= opt Px(v̄) + opt Py(x̄) =
= opt Dv(x̄) + opt Dw(v̄) = x̄>v̄,

(2.28)

opt Pxy(v̄, x̄) + opt Dwv(v̄, x̄) = opt Pg(v̄, x̄) + opt Dq(v̄, x̄) =
= opt Pxy(v̄, x̄) + opt Pg(v̄, x̄) =
= opt Dq(v̄, x̄) + opt Dwv(v̄, x̄) = x̄>v̄.

(2.29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñëåäóåò èç ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ ñðåäè
ïðÿìîãî ñåìåéñòâà (ÏÑ) è ñðåäè äâîéñòâåííîãî ñåìåéñòâà (ÄÑ), à òàêæå èç îáû÷íîé
òåîðèè äâîéñòâåííîñòè, ïðèìåíåííîé ê ñîîòâåòñòâóþùèì âçàèìíî-äâîéñòâåííûì çàäà-
÷àì èç ÏÑ è ÄÑ. Èç ôîðìóë (2.6) è (2.17) ñëåäóåò (2.27).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé äâîéñòâåííîñòè ËÏ î ðàâåíñòâå öåëåâûõ ôóíêöèé âçàèìíî-
äâîéñòâåííûõ çàäà÷, âû÷èñëåííûõ â ðåøåíèè, èìååì

opt P = opt D = f∗, opt Px(v̄) = opt Dw(v̄), opt Py(x̄) = opt Dv(x̄). (2.30)

Òàêèì îáðàçîì, (2.28) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (2.11), (2.20) è (2.30). Óòâåðæäåíèå î
ñâîéñòâàõ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ (2.29) ìîæåò áûòü äîêàçàíî àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì. ¤

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x è v óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè
(ÓÄÍ), åñëè xivi = 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n.

Òåîpåìà 3. Ïóñòü âåêòîðû x, v ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè äëÿ çàäà÷ (Px), (Dv).
Âåêòîðû x, v óäîâëåòâîðÿþò ÓÄÍ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî

v̄>x + x̄>v = x̄>v̄. (2.31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé x ∈ X ⊂ X̄, v ∈ V ⊂ V̄ âûòåêàåò, ÷òî x̄− x ∈ ker A =
im K>, v̄ − v ∈ ker K = im A>. Èç îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ x̄− x è v̄ − v ïîëó÷àåì

(x̄− x)>(v̄ − v) = x̄>v̄ − v̄>x− x̄>v + x>v = 0. (2.32)

Ïðè x ≥ 0n, v ≥ 0n ðàâåíñòâî x>v = 0 ýêâèâàëåíòíî ÓÄÍ. Ïîýòîìó èç (2.32) ñëåäóåò,
÷òî äëÿ äîïóñòèìûõ x è v èìååò ìåñòî ÓÄÍ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî
(2.31). ¤

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáûõ x, x̄, ïðèíàäëåæàùèõ X̄, è ëþáûõ v, v̄ èç V̄ ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà (2.32).

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáûõ x∗ ∈ X∗, v∗ ∈ V∗ � ðåøåíèé çàäà÷ (Px), (Dv) � ñïðàâåä-
ëèâî x>∗ v∗ = 0
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Óòâåðæäåíèå ýòîãî ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (2.31), åñëè âçÿòü x è x̄ ðàâíûìè x∗, à
v è v̄ � ðàâíûìè v∗.

Ñëåäñòâèå 3. Ïåðåìåííûå x, u, v, w, y, g è q îïòèìàëüíû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàäà÷ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè óäîâëåòâîðÿþò õîòÿ áû îäíîìó èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

Ax = b, x ≥ 0n, Kv = d, v ≥ 0n, v̄>x + x̄>v = x̄>v̄, (Px&Dv)
x̄−K>y ≥ 0n, v̄ − A>w ≥ 0n, d>y + b>w = x̄>v̄, (Py&Dw)
Ax = b, x ≥ 0n, v̄ − A>w ≥ 0n, v̄>x− b>w = 0, (Px&Dw)
x̄−K>y ≥ 0n, Kv = d, v ≥ 0n, x̄>v − d>y = 0, (Py&Dv)
K>y + x = x̄, x ≥ 0n, A>w + v = v̄, v ≥ 0n, v̄>x + x̄>v = x̄>v̄, (Pxy&Dvw)
Ag = 0m, g ≤ x̄, Kq = 0ν , q ≤ v̄, v̄>g + x̄>q = x̄>v̄, (Pg&Dq)
Ax = b, x ≥ 0n, Kq = 0ν , q ≤ v̄, v̄>x− x̄>q = 0, (Px&Dq)
x̄−K>y ≥ 0n, A>w + v = v̄, v ≥ 0n, d>y − x̄>v = 0. (Py&Dvw)

Â ïåðâîì ñòîëáöå ïðèâîäèòñÿ äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è èç
ÏÑ. Âî âòîðîì ñòîëáöå óêàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è èç ÄÑ. Â òðåòüåì
ñòîëáöå äàíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó îïòèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè öåëåâûõ ôóíêöèé ñîîò-
âåòñòâóþùèõ çàäà÷ èç ÏÑ è ÄÑ (â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2). Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå
óêàçàíû çàäà÷è, ïåðåìåííûå êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ â óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè. Â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè ìîæíî êîìáèíèðîâàòü êàæäóþ çàäà÷ó èç ÏÑ ñ ëþáîé èç ÄÑ è ïîëó÷èòü
16 óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè. Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè ïðåäñòàâëåíû òîëüêî 8 óñëîâèé îïòè-
ìàëüíîñòè.

Óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ 3 ðàçúÿñíèì íà ïðèìåðå óñëîâèé (Px&Dv). Åñëè x è v óäî-
âëåòâîðÿþò ýòèì óñëîâèÿì, òî x ∈ X∗, v ∈ V∗ (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà). Åñëè
x ∈ X∗ è v ∈ V∗, òî x è v óäîâëåòâîðÿþò (Px&Dv) (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà).
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæíî óñèëèòü. Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíûì ðàññóæäåíèÿì, ïðèìåíÿ-
åìûì â òåîðèè ËÏ [7], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè x ∈ X∗, òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð
v, ÷òî èìååò ìåñòî (Px&Dv). Àíàëîãè÷íî, åñëè v ∈ V∗, òî ñóùåñòâóåò òàêîé x, ÷òî âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (Px&Dv). Åñëè x ∈ X∗, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.12) è (2.15) îïðåäåëÿåì
y ∈ Y∗ è g ∈ G∗. Àíàëîãè÷íî ïî v ∈ V∗ èç (2.21) è (2.24) íàõîäèì w ∈ W∗ è q ∈ Q∗.

Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå èç óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè (Px&Dv)� (Py&Dvw) îòëè÷àåòñÿ êî-
ëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâ è/èëè íåðàâåíñòâ. Èç ýòèõ óñëîâèé
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ (n) è êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé (2n+1) èìåþò óñëî-
âèÿ îïòèìàëüíîñòè (Py&Dw).

Óñëîâèÿ (Px&Dw) è (Py&Dv) ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè óñëîâèÿìè Êóíà�Òàêêåðà äëÿ ïàð
âçàèìíî-äâîéñòâåííûõ çàäà÷ (Px), (Dw) è (Dv), (Py). Â íèõ ÓÄÍ çàìåíåíû ýêâèâàëåíò-
íûìè óñëîâèÿìè ðàâåíñòâ öåëåâûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷. Óñëîâèÿ (Px&Dv)
è (Py&Dw) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè äëÿ âçàèìíî-ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ (Px),
(Dv) è (Py), (Dw).

Îòìåòèì îäèí âàæíûé ñëó÷àé âûáîðà âåêòîðîâ-ïàðàìåòðîâ x̄ è v̄. Ïóñòü x̄ = v̄.
Îáîçíà÷èì òàêîé âåêòîð ÷åðåç ξ. Ýòîò âåêòîð óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì: Aξ = b
è Kξ = d. Âåêòîð ξ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äâóõ àôôèííûõ
ìíîæåñòâ. Îáå ìàòðèöû A è K èìåþò ìàêñèìàëüíûå ðàíãè. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ξ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ êàæäîé çàäà÷è ËÏ: ξ = M−1h, ãäå (n × n)-
ìàòðèöà M> = [A> |K>] èìååò ðàíã n è h> = [b>, d>] � n-ìåðíûé âåêòîð. Â ïðåäûäó-
ùèõ ôîðìóëàõ â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå x̄>v̄ = ‖ξ‖2. Íàïðèìåð,
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ôîðìóëû (2.25) è (2.26) â òåîðåìå 1 ñòàíîâÿòñÿ ñëåäóþùèìè:

ξ>(x + v) ≥ ‖ξ‖2 ≥ d>y + b>w, ξ>(x + v) ≥ ‖ξ‖2 ≥ ξ>(g + q).

Ïîñëåäíåå óñëîâèå â (Px& Dv) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ξ>(x + v) = ‖ξ‖2 (2.33)

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåêòîð ξ îðòîãîíàëåí âåêòîðó x+v−ξ è ïðîåêöèÿ x+v íà ξ ñîâïàäàåò
ñ ξ.

Òåîpåìà 4. Ïóñòü âåêòîðû x è v äîïóñòèìû, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ çàäà÷ (Px) è
(Dv). Òîãäà ïðîåêöèÿ âåêòîðà x + v íà âåêòîð ξ ñîâïàäàåò ñ ýòèì âåêòîðîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà x è v ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷ (Px) è (Dv) ñîîòâåòñòâåííî.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà ïðèâåäåì äâå âçàèìíî-ñîïðÿæåííûå çàäà÷è

f 1
∗ (ξ) = min

x∈X
ξ>x, X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0n}, (Px)

f 2
∗ (ξ) = min

v∈V
ξ>v, V = {v ∈ Rn : Kv = d, v ≥ 0n}. (Dv)

Îáå çàäà÷è èìåþò îäèí è òîò æå âåêòîð öåëåâîé ôóíêöèè ξ. Åñëè x è v äîïóñòèìû, íåîá-
õîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì èõ îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîñòü ýòèõ
âåêòîðîâ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ëèíåéíîãî óñëîâèÿ (2.33).

3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Áóäåì èñïîëüçîâàòü âåðõíèå èíäåêñû ‖ è ⊥ ïðè n-ìåðíûõ âåêòîðàõ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêöèé ýòèõ âåêòîðîâ íà ïîäïðîñòðàíñòâî ñòðîê ìàòðèöû A è ÿäðî
ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, x‖ = (A>)‖x, x⊥ = (A>)⊥x, ãäå (A>)‖, (A>)⊥

îïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (2.2):

(A>)‖ = A+A = A>(AA>)−1A, (A>)⊥ = In − (A>)‖. (3.1)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x̄ ∈ X̄, v̄ ∈ V̄
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Ax̄⊥ = 0m, Kv̄‖ = 0ν , Ax̄‖ = Ax̄ = b, Kv̄⊥ = Kv̄ = d.

×åðåç x̃, ṽ îáîçíà÷èì íîðìàëüíûå ðåøåíèÿ (ðåøåíèÿ ñ ìèíèìàëüíîé åâêëèäîâîé
íîðìîé) ñèñòåì Ax = b, Kv = d. Ýòè ðåøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ
çàïèñè:

x̃ = A+b = A>(AA>)−1b = (A>)‖x̄ = x̄‖, (3.2)
ṽ = K+d = K>(KK>)−1d = (K>)‖v̄ = (A>)⊥v̄ = v̄⊥. (3.3)

Ïóñòü x̄ è v̄ � íîðìàëüíûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì, ò.å. x̄ = x̃
è v̄ = ṽ. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì x̄>v̄ = 0, òàê êàê x̃ ∈ im A>, ṽ ∈ im K>. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè âñå êîìïîíåíòû íîðìàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåì Ax = b è Kv = d îäíîâðåìåííî íåîò-
ðèöàòåëüíû, òî ýòè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷ (Px) è (Dv), ñîîòâåòñòâåííî.
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Îáà ïàðàìåòðà x̄ ∈ X̄ è v̄ ∈ V̄ ìîãóò èçìåíÿòüñÿ âî âðåìÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Åñëè ïàðà [x̄, v̄] ñòðåìèòñÿ ê [x∗, v∗], òî îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
öåëåâûõ ôóíêöèé â (Px) è (Dv) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî íè â îäíî èç óñëîâèé ýêñòðåìóìà (Px&Dv),. . . , (Py&Dvw) íå âõîäèò
âåêòîð c. Îò âûáîðà c çàâèñèò òîëüêî âåêòîð d, ïðè÷åì çàâèñèò ëèøü îò c⊥ � ïðîåêöèè
c íà íóëü-ïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû A. Äåéñòâèòåëüíî, èç (2.4) ñ ó÷åòîì (2.3) ñëåäóåò

K(c⊥ + c‖) = Kc⊥ + K(A>)‖c = Kc⊥ = d.

Âìåñòå ñ òåì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè c>x∗ çàâèñèò îò âûáîðà c‖,
òàê êàê äëÿ x∗ ∈ X∗ èìååì c>x∗ = (c⊥ + c‖)>x∗. Ñîãëàñíî (2.27) îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
öåëåâûõ ôóíêöèé îòëè÷àþòñÿ íà âåëè÷èíó b>u(v̄). Èñïîëüçóÿ (3.2) è ôîðìóëó ū =
(AA>)−1A(c− v̄), ïîëó÷èì

b>ū = b>(AA>)−1A(c− v̄) = x̃>(c− v̄) = (x̄‖)>(c− v̄) = (x̄‖)>(c− v̄)‖,

f∗ − f 1
∗ (v̄) = x>∗ (c− v̄) = x̃>(c− v̄).

Ïóñòü h, p ∈ Rn. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåêòîðîâ â çàäà÷àõ (Px) è (Dv) èçìåíèì âåêòîðû
v̄ è x̄. Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå äâå âîçìóùåííûå çàäà÷è:

min
x∈X

(v̄ + h)>x, (P′x)

min
v∈V

(x̄ + p)>v. (D′
v)

Òåîpåìà 5. Ïóñòü h ∈ im A>, p ∈ ker A. Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗ çàäà÷è
(Px) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé çàäà÷è (P′x), ìíîæåñòâî ðåøåíèé V∗ çàäà÷è
(Dv) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé çàäà÷è (D′

v).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî h ∈ im A> = ker K, ïîëó÷àåì K(v̄ + h) = d, ò.å.

âåêòîð v̄ + h ∈ V̄ . Ïîýòîìó çàäà÷à (P′x) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç çàäà÷ ñåìåéñòâà (Px), â êîòî-
ðîì ïî ïîñòðîåíèþ âñå çàäà÷è èìåþò îäèíàêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, à îïòèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé ëþáûõ äâóõ çàäà÷ èç ýòîãî ñåìåéñòâà îòëè÷àþòñÿ ëèøü íà
êîíñòàíòó. Òàê êàê p ∈ ker A = im K>, òî èç ñèììåòðèè çàäà÷ (Dv) è (Px) ñëåäóåò è
âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤

Åñëè â çàäà÷àõ (P), (Px), (Dv) âåêòîðû c, v̄, x̄ çàìåíèòü ñîîòâåòñòâåííî íà âåêòîðû
c−c‖, v̄− v̄‖, x̄− x̄⊥ è ó÷åñòü, ÷òî c‖, v̄‖ ∈ im A>, x̄⊥ ∈ ker A, òî èç ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 5
ñëåäóåò

Òåîpåìà 6. Ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷ (Ð), (Px), (Dv) íå çàâèñÿò îò ïðîåêöèé c‖,
v̄‖, x̄⊥ ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî âåêòîðîâ c, v̄, âõîäÿùèõ â öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷ (P), (Px),
ìîæíî âçÿòü ëþáûå âåêòîðû, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ íà ÿäðî ìàòðèöû A ðàâíà c⊥, v̄⊥. Ïðè
ýòîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷ (Ð), (Px) ñîâïàäàþò. Àíàëîãè÷íî â çàäà÷å (Dv) ìîæíî
âçÿòü ëþáîé âåêòîð, ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íà im A> ðàâíà x̄‖, ïðè ýòîì ìíîæåñòâî V∗ íå
èçìåíèòñÿ.

Ïðîåêöèè x
‖
∗ è v⊥∗ îïòèìàëüíûõ âåêòîðîâ x∗ è v∗ â çàäà÷àõ (P), (Px), (Dv) îïðåäå-

ëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëàì (3.2) � (3.3), òàê êàê ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x∗ ∈ X̄,
v∗ ∈ V̄ , èìååì

x‖∗ = x̃ = x̃‖ = x̄‖, v⊥∗ = ṽ = ṽ⊥ = v̄⊥ = c⊥. (3.4)
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Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷ (P), (Px), (Dv) ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ äâóõ îðòîãîíàëüíûõ
âåêòîðîâ x⊥∗ ∈ ker A è v

‖
∗ ∈ im A> òàêèõ, ÷òî x∗ = x̄ + x⊥∗ ≥ 0n, v∗ = v̄ + v

‖
∗ ≥ 0n è

x>∗ v∗ = 0. Èñêîìûå âåêòîðû ïðåäñòàâèìû â âèäå x⊥∗ = −K>y, v
‖
∗ = −A>w, ãäå y ∈ Rν ,

w ∈ Rm; òàêèì îáðàçîì, ðå÷ü èäåò îá îòûñêàíèè âåêòîðîâ y è w, óäîâëåòâîðÿþùèõ
(Py&Dw).

Â çàäà÷àõ (D) è (Dw) îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ïðîåêöèè âåêòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâî ñòðîê ìàòðèöû A:

opt D = b>u∗ = b>(AA>)−1A(c− v∗) = (x̄‖)>(c− v∗)‖,

opt Dw(v̄) = b>w∗ = b>(AA>)−1A(v̄ − v∗) = (x̄‖)>(v̄ − v∗)‖.

Â çàäà÷å (Dv) îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîåêöèè
âåêòîðîâ íà íóëü-ïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû A

opt Dv(x̄) = d>y∗ = d>(K>)+(x̄− x∗) = (v̄⊥)>(x̄− x∗)⊥.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ çàäà÷ ËÏ, êîãäà íàõîæäåíèå èõ ðåøåíèé ñóùåñòâåííî óïðî-
ùàåòñÿ.

Ñ ë ó ÷ à é 1. Ïóñòü c⊥ = 0n, ò.å. âåêòîð c ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ñòðîê ìàòðèöû
A. Òîãäà, ñîãëàñíî (3.4), èìååì v⊥∗ = ṽ = ṽ⊥ = v̄⊥ = 0n, v̄ ∈ im A> è d = 0ν . Ñïðàâåäëèâû
ïðåäñòàâëåíèÿ

opt P = c>x∗ = (c‖)>x‖∗ = (c‖)>x̄‖ = c>x̄‖ = c>x̄,

opt Px(v̄) = v̄>x∗ = (v̄‖)>x‖∗ = (v̄‖)>x̄‖ = v̄>x̄‖ = v̄>x̄.

Ñëåäîâàòåëüíî, öåëåâûå ôóíêöèè çàäà÷ (P) è (Px) ïðèíèìàþò îäíè è òå æå çíà÷å-
íèÿ ïðè ëþáûõ x ∈ X̄. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè îïòèìàëüíîãî âåêòîðà,
ïîëó÷àåì, ÷òî X∗ = X̄ ∩ Rn

+, ò.å. êàæäûé âåêòîð x ∈ X̄, èìåþùèé íåîòðèöàòåëüíûå
êîìïîíåíòû, ïðèíàäëåæèò X∗. Èç d = 0ν ñëåäóåò, ÷òî â çàäà÷å (Py) äîïóñòèìîå ìíîæå-
ñòâî Y ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé Y∗, à çàäà÷à (Dw) â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè
îïòèìàëüíîñòè (Py&Dw) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû A>w ≤ v̄, b>w = x̄>v̄. Ïîñëå
íàõîæäåíèÿ W∗ ìíîæåñòâî V∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç ïåðâîé ôîðìóëû â (2.21).

Ñ ë ó ÷ à é 2. Ïóñòü x̄‖ = 0n, ò.å. âåêòîð x̄ ïðèíàäëåæèò íóëü-ïðîñòðàíñòâó ìàòðèöû
A. Òîãäà b = 0m, x

‖
∗ = x̃ = x̄ = x̄‖ = 0n, opt Dv(x̄) = x̄>v∗ = (x̄⊥)>v⊥∗ = (x̄⊥)>v̄⊥ =

x̄>v̄⊥ = x̄>v̄, V∗ = V̄ ∩Rn
+, W∗ = W . Ñëåäîâàòåëüíî, íàõîæäåíèå òî÷åê v∗ ∈ V∗ ñâîäèòñÿ

ê îòûñêàíèþ íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Kv = d, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ A>w ≤ v̄.

Èòàê, â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé ñèñòå-
ìû ìå�íüøåé ðàçìåðíîñòè, ÷åì ëþáàÿ èç ñèñòåì (Px&Dv) � (Py&Dvw).

4. Îòûñêàíèå íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ íåòðàäèöèîííûõ óñëîâèé îïòè-
ìàëüíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ ðàññìîòðèì (Px&Dv). Áóäåì èñêàòü íîðìàëüíîå ðå-
øåíèå ñèñòåìû (Px&Dv). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ:

min
x∈Rn

+

min
v∈Rn

+

[
(‖x‖2 + ‖v‖2)/2 : Ax = b, Kv = d, v̄>x + x̄>v = x̄>v̄

]
, (4.1)
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ò.å. áóäåì èñêàòü ïðîåêöèþ â åâêëèäîâîé íîðìå íà÷àëà êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà R2n

íà íåïóñòîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè (Px&Dv).
Çàäà÷è íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíûõ ðåøåíèé â ËÏ ðàññìàòðèâàëèñü Î. Ìàíãàñàðüÿíîì â
[8, 9]. Çàäà÷à (4.1) ñîäåðæèò 2n íåèçâåñòíûõ, n + 1 îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâ è 2n
îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû óïðîñòèòü ýòó çàäà÷ó, ïåðåéäåì ê äâîéñòâåí-
íîé ê (4.1). Äëÿ ýòîãî âûïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (4.1):

L(x, v, p, q, α) =
[‖x‖2 + ‖v‖2

]
/2 + p>(b−Ax) + q>(d−Kv) + α(v̄>x + x̄>v− x̄>v̄), (4.2)

ãäå ââåäåíû ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà p ∈ Rm, q ∈ Rν , α ∈ R1.
Áóäåì èñêàòü ñåäëîâóþ òî÷êó ôóíêöèé Ëàãðàíæà L(x, v, p, q, α), ðåøàÿ ñëåäóþùóþ

çàäà÷ó:
max

p ∈Rn
max

q ∈Rν
max

α ∈R1
min

x ∈Rn

+

min
v ∈Rn

+

L(x, v, p, q, α). (4.3)

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, âíåøíÿÿ çàäà÷à ìàêñèìèçà-
öèè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè âîãíóòîé äèôôåðåíöèðóå-
ìîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè.

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî x ∈ Rn
+ è

v ∈ Rn
+ èìåþò âèä

Lx(x, v, p, q, α) = x− A>p + αv̄ ≥ 0n, x ≥ 0n, D(x)Lx = 0n,
Lv(x, v, p, q, α) = v −K>q + αx̄ ≥ 0n, v ≥ 0n, D(v)Lv = 0n.

Ðàçðåøàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíî x è v, ïîëó÷èì

x = (A>p− αv̄)+, v = (K>q − αx̄)+. (4.4)

Çäåñü è íèæå ÷åðåç (a)+ îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîð èç Rn ñ êîìïîíåíòàìè ai
+ = max[ai, 0],

i = 1, . . . , n, ãäå ai åñòü i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà a.
Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ (4.4) â âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà (4.2), ïîëó÷àåì

äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ

L̃(p, q, α) = b>p + d>q − αx̄>v̄ − [‖(A>p− αv̄)+‖2 + ‖K>q − αx̄)+‖2
]
/2.

Çàäà÷à, äâîéñòâåííàÿ ê (4.1), ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè è ñîñòîèò â
îòûñêàíèè

max
p ∈Rm

max
q ∈Rν

max
α ∈R1

L̃(p, q, α). (4.5)

Åñëè [x, v, p, q, α] � ðåøåíèå çàäà÷è (4.3), òî [x, v] � ðåøåíèå çàäà÷è (4.1), a [p, q, α] �
ðåøåíèå çàäà÷è (4.5). Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(4.1) ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè [p, q, α] � ðåøåíèå çàäà÷è (4.5), òî,
ïîäñòàâëÿÿ åãî â ôîðìóëû (4.4), ïîëó÷èì ðåøåíèå [x, v, p, q, α] çàäà÷è (4.3) è ðåøåíèå
[x, v] çàäà÷è (4.1).

Èòàê, èç òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðèìåíåííîé
ê çàäà÷àì (4.1),(4.5), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîpåìà 7. Çàäà÷è (Px), (Dv) ðàçðåøèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçðåøè-
ìà çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè (4.5). Äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ [p, q, α] çàäà÷è (4.5)
âåêòîðû

x̃∗ = (A>p− αv̄)+, ṽ∗ = (K>q − αx̄)+
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ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1), âåêòîðû x̃∗ è ṽ∗ ÿâëÿþòñÿ íîðìàëü-
íûìè ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî çàäà÷ (Px) è (Dv).

Îòìåòèì äâå îñîáåííîñòè ïðÿìîé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (4.1) è
äâîéñòâåííîé ê íåé çàäà÷è (4.5):

1) ïåðåìåííûå ïðÿìîé çàäà÷è íå âõîäÿò â ïîñòàíîâêó äâîéñòâåííîé;

2) äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè äèôôåðåíöèðó-
åìîé âîãíóòîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå ìåíüøåé ðàçìåð-
íîñòè, ÷åì ïðÿìàÿ çàäà÷à.

Ïîýòîìó âìåñòî ðåøåíèÿ çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì (4.1) öåëåñîîáðàçíî ðåøàòü
çàäà÷ó íà áåçóñëîâíîé ýêñòðåìóì (4.5), èìåþùóþ ì�åíüøóþ ðàçìåðíîñòü. Òîãäà ðåøåíèå
èñõîäíîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ ïî ïðîñòûì ôîðìóëàì (4.4).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ËÏ ñâåëîñü ê ðåøåíèþ çàäà÷è áåçóñëîâíîé
ìàêñèìèçàöèè êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè n+1 ïåðåìåííûõ. Â îòëè÷èå îò êëàññè-
÷åñêîãî ìåòîäà âíåøíåãî êâàäðàòè÷íîãî øòðàôà, ïðèìåíåííîãî ê çàäà÷å (Px), â çàäà÷å
(4.5) îòñóòñòâóåò ñòðåìÿùèéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè êîýôôèöèåíò øòðàôà.
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