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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé, ðàçäåëÿþùèõ äâà íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ íåïóñòûõ ïîëèýäðà, çàäàííûõ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ èëè ñèñòåìîé ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè. Ïðèâîäÿòñÿ êîíñòðóêòèâíûå àëãîðèòìû
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Ïîñòðîåíèå ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà
òåîðåìû îá àëüòåðíàòèâàõ. Áèáë. 6. Ôèã. 2.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðåìû îá àëüòåðíàòèâàõ, ãèïåðïëîñêîñòè, ðàçäåëÿþùèå äâà ïîëèýäðà.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ôóíêöè-
îíàëüíîì àíàëèçå, â òåîðèè îïòèìèçàöèè è â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé. Ïðè ðåøåíèè ïðàê-
òè÷åñêèõ çàäà÷ âàæíî íå òîëüêî çíàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, íî è
óìåòü êîíñòðóêòèâíî åå ñòðîèòü. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ÷èñëåííîì íàõîæäåíèè ñåìåé-
ñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé, ðàçäåëÿþùèõ äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ïîëèýäðà, çàäàííûõ
ñ ïîìîùüþ ñèñòåì íåðàâåíñòâ èëè ñèñòåì óðàâíåíèé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè.
Â îñíîâå ðàáîòû ëåæèò òåîðåìà È.È.Åðåìèíà î ãèïåðïëîñêîñòè, ðàçäåëÿþùåé ïîëèýäðû,
çàäàííûå ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ (ñì. [1, òåîðåìà 10.1]). Èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèé âèä
ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè, íîðìàëü è ñäâèã êîòîðîé âûðàæåíû ÷åðåç ïðîèçâîëüíîå
ðåøåíèå íåêîòîðîé ñèñòåìû, àëüòåðíàòèâíîé ê íåñîâìåñòíîé ñèñòåìå. Ýòà íåñîâìåñòíàÿ
ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ ñîâìåñòíûõ ïîäñèñòåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò íåïóñòîé
ïîëèýäð. Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, òàê êàê ýòè ïîëèýäðû íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîñòðîåíèå ðàçäå-
ëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà òåîðåìû îá àëüòåðíàòèâàõ.

Â ðàçä. 2 ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Èñïîëüçîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû
[2] ïîçâîëÿåò íàéòè íîðìàëüíîå ðåøåíèå èç ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè
íåâÿçêè íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ, çàäàþùåé îáà ïîëèýäðà. Êàê ïðàâèëî, ÷èñëî
ïåðåìåííûõ â çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì â àëüòåðíàòèâíîé
ñîâìåñòíîé ñèñòåìå. Ïîýòîìó òàêèå ðàñ÷åòû ìåíåå òðóäîåìêè, ÷åì íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ
àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû.

Â ðàçä. 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê èç àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû âûäåëèòü
òàêîå ðåøåíèå, êîòîðîå äàåò ñåìåéñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé ìàêñèìàëüíîé òîëùèíû, ñîâïà-
äàþùåé ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïîëèýäðàìè.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 03-01-00465) è ïî Ïðîãðàììå ïîä-
äåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (êîä ïðîåêòà ÍØ-1737.2003.1)
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Â ðàçä. 4 ñòðîÿòñÿ ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé äëÿ äâóõ ïîëèýäðîâ, çà-
äàííûõ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè. Ïî-
êàçàíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ïîëèýäðîâ, çà-
äàííûõ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿåò äâà ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâà
ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé.

Â ðàçä. 5 ïðèâîäÿòñÿ êðàòêèå ñâåäåíèÿ îá îáîáùåííîì ìåòîäå Íüþòîíà äëÿ íàõîæäå-
íèÿ íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé, ðàçäåëÿþùèõ çàäàííûå ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ ïîëèýäðû. Ýòîò
ìåòîä ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå MATLAB è ïîêàçàë âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè ðåøåíèè
òåñòîâûõ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

2. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÐÀÇÄÅËßÞÙÈÕ ÃÈÏÅÐÏËÎÑÊÎÑÒÅÉ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ
ÒÅÎÐÅÌÛ ÃÅÉËÀ ÎÁ ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÀÕ

Ïóñòü çàäàíû âåêòîðû x ∈ Rn, b ∈ Rm, ‖b‖ 6= 0 è ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà A ∈ Rm×n.
Îïðåäåëèì äâà ìíîæåñòâà

X = {x ∈ Rn : Ax ≥ b} è U = {u ∈ Rm : A>u = 0n, b>u = ρ, u ≥ 0m},

ãäå ρ > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ âåëè÷èíà, 0i åñòü i-ìåðíûé íóëåâîé âåêòîð.
Äâå ëèíåéíûå ñèñòåìû

Ax ≥ b, (1)
A>u = 0n, b>u = ρ, u ≥ 0m, (2)

îïðåäåëÿþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà X è U , àëüòåðíàòèâíû ïðè ëþáîì ñòðîãî ïî-
ëîæèòåëüíîì ïàðàìåòðå ρ, ò.å. ñîâìåñòíîé ÿâëÿåòñÿ îäíà è òîëüêî îäíà èç íèõ (òåîðåìà
Ãåéëà; ñì., íàïðèìåð, â [2]). Óìíîæàÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî â (2) ñêàëÿðíî íà x è âû÷èòàÿ èç
ðåçóëüòàòà âòîðîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

u>(Ax− b) = −ρ < 0. (3)

Ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé, ðàçäåëÿ-
þùèõ äâà ïîëèýäðà, çàäàííûõ â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâ.

Ïðåäñòàâèì A, b è u â âèäå

A =

[
A1

A2

]
, b =

[
b1

b2

]
, u =

[
u1

u2

]
,

ãäå A1, A2 � ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìåðàìè m1 × n, m2 × n; âåêòîðû b1, u1 ∈ Rm1 è
b2, u2 ∈ Rm2 ; m1 + m2 = m. Ââåäåì äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà

X1 = {x ∈ Rn : A1x ≥ b1} è X2 = {x ∈ Rn : A2x ≥ b2},

îïðåäåëÿþùèõ äâà ïîëèýäðà (ñì. [3], ìíîãîãðàííûå ìíîæåñòâà) òàêèõ, ÷òî

X = X1 ∩X2 = ∅.

Ââåäåì ãèïåðïëîñêîñòü c>x− γ = 0, ãäå âåêòîð íîðìàëè c ∈ Rn, ‖c‖ 6= 0 è γ � ñêàëÿð.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü c>x − γ = 0 ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà X1 è X2, åñëè
c>x− γ ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ X1, c>x− γ ≤ 0 äëÿ âñåõ x ∈ X2. Åñëè â ýòèõ âûðàæåíèÿõ çíàêè
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íåðàâåíñòâ ìîæíî çàìåíèòü íà ñòðîãèå, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü ñòðîãî
ðàçäåëÿþùàÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ãèïåðïëîñêîñòåé, ðàçäåëÿþùèõ X1 è X2. Ñ ó÷åòîì
ââåäåííîãî ðàçáèåíèÿ ñèñòåìû (1), (2) è ñîîòíîøåíèå (3) çàïèøóòñÿ â âèäå

A1x ≥ b1, A2x ≥ b2, (4)

A>
1 u1 + A>

2 u2 = 0n, b>1 u1 + b>2 u2 = ρ, u1 ≥ 0m1 , u2 ≥ 0m2 , (5)
u>1 (A1x− b1) + u>2 (A2x− b2) = −ρ < 0. (6)

Îïðåäåëèì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ϕ(x, α) îò ïåðåìåííûõ x ∈ Rn è ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà
α èç èíòåðâàëà [0, 1]:

ϕ(x, α) = u>1 (A1x− b1) + αρ. (7)
Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ϕ(x, α):

ϕ(x, α) = u>2 (b2 − A2x) + (α− 1)ρ. (8)

Óñëîâèå ϕ(x, α) = 0 ïðè u1 è u2, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå (5), è ïàðàìåòðå α èç
îòðåçêà [0, 1] îïðåäåëÿåò ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùóþ ìíîæåñòâà X1 è X2, òàê êàê åñëè
x ∈ X1, òî ñîãëàñíî (7) èìååì ϕ(x, α) ≥ 0, è åñëè x ∈ X2, òî ñîãëàñíî (8) èìååì ϕ(x, α) ≤ 0.
Ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ϕ(x, α) = 0 ïðè α = 1/2 áûëà âïåðâûå ââåäåíà è èçó÷åíà
È.È. Åðåìèíûì (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Ãèïåðïëîñêîñòü ϕ(x, α) = 0, îïðåäåëÿåìàÿ ôóíêöèåé âèäà (7) è (8), ñîãëàñíî ñèñòåìå
(5) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

ϕ(x, α) = c>x− γ = 0,

ãäå
c = A>

1 u1 = −A>
2 u2, γ = b>1 u1 − αρ = −b>2 u2 − (α− 1)ρ.

Çäåñü u1, u2 � ïðîèçâîëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5).
Áóäåì èçó÷àòü ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé, çàäàâàåìîå ñëåäóþùèìè ýê-

âèâàëåíòíûìè îïðåäåëåíèÿìè:

Γ(α) = {x ∈ Rn : u>1 A1x− b>1 u1 + αρ = 0} = {x ∈ Rn : ϕ(x, α) = 0}, (9)
Γ(α) = {x ∈ Rn : −u>2 A2x + b>2 u2 + (α− 1)ρ = 0} (10)

ïðè ðàçëè÷íûõ ôèêñèðîâàííûõ âåêòîðàõ u> = [u>1 , u>2 ], óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå (5). Âñå
ãèïåðïëîñêîñòè, ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó ñåìåéñòâó, ïàðàëëåëüíû, òàê êàê èìåþò îáùóþ
íîðìàëü c = A>

1 u1 = −A>
2 u2.

Ãèïåðïëîñêîñòü Γ(1) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç Γ(0) ñ ïîìîùüþ âåêòîðà ñäâèãà y:

Γ(1) = Γ(0) + y.

Íîðìó âåêòîðà y � ðàññòîÿíèå ìåæäó ãèïåðïëîñêîñòÿìè Γ(1) è Γ(0) � áóäåì íàçûâàòü
òîëùèíîé ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé.

Ïðîåêöèÿ x̄∗ òî÷êè x̄ íà ãèïåðïëîñêîñòü Γ(α) ñîãëàñíî [2, 3] îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

x̄∗ = x̄ + c(b>1 u1 − c>x̄− αρ)/‖c‖2. (11)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç pr(0n, Γ(α)) ïðîåêöèþ íà÷àëà êîîðäèíàò íà ãèïåðïëîñêîñòü Γ(α). Ïî-
ëîæèâ x̄ = 0n â (11), ïîëó÷èì pr(0n, Γ(α)) = c(b>1 u1 − αρ)/‖c‖2. Îòñþäà íàõîäèì âåêòîð
ñäâèãà y è ‖y‖ � òîëùèíó ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé Γ(α):

y = pr(0n, Γ(1))− pr(0n, Γ(0)) = −cρ/‖c‖2, (12)
‖y‖ = ρ/‖c‖. (13)

Ñèñòåìà (5) ìîæåò èìåòü ìíîãî ðåøåíèé. Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ñå-
ìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå u èñïîëüçîâàíî íîðìàëüíîå
ðåøåíèå ũ∗ ñèñòåìû (5). Ðåçóëüòàòû ðàáîòû [2] ïîçâîëÿþò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî ïîñòðîèòü
íîðìàëüíîå ðåøåíèå, ò.å. íàéòè ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ:

min
u∈U

1

2
‖u‖2, U = {u ∈ Rm : A>u = 0n, b>u = ρ, u ≥ 0m}. (14)

Çäåñü è íèæå èñïîëüçóåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðîâ.
Ââîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íîðìû âåêòîðà íåâÿçîê ñèñòå-

ìû (1):
I1 = min

x∈Rn

1

2
‖(b− Ax)+‖2, (15)

ãäå a+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü âåêòîðà a, ò.å. i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà a+ ñîâïàäàåò ñ i-é
êîìïîíåíòîé âåêòîðà a, åñëè îíà íåîòðèöàòåëüíà, è ðàâíà íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (15) ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê ñëåäóþùåé çàäà÷å
êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

I2 = max
z∈Z

{
b>z − 1

2
‖z‖2

}
,

Z = {z> = [z>1 , z>2 ] ∈ Rm : A>
1 z1 + A>

2 z2 = 0n, z1 ≥ 0m1 , z2 ≥ 0m2}.
(16)

Çàäà÷è (15), (16) âñåãäà ðàçðåøèìû, ïðè÷åì çàäà÷à (16) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òàê
êàê åå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî íåïóñòî è ñòðîãî âîãíóòàÿ êâàäðàòè÷íàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
îãðàíè÷åíà ñâåðõó âåëè÷èíîé ‖b‖2/2. Ïðèâîäèìàÿ íèæå òåîðåìà 1 óñòàíàâëèâàåò ýêâèâà-
ëåíòíîñòü çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (14) è (16) â òîì ñìûñëå, ÷òî ðåøå-
íèå ëþáîé èç íèõ îïðåäåëÿåò ðåøåíèå äðóãîé. Ðåøåíèå z∗ ∈ Rm çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (16) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå x∗ ∈ Rn áîëåå ïðîñòîé çàäà÷è (15)
áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè. Îáû÷íî â çàäà÷å ðàçäåëåíèÿ
ïîëèýäðîâ (4) èìååò ìåñòî n ¿ m.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîëèýäðû X1 è X2 íåïóñòû, à èõ ïåðåñå÷åíèå ïóñòî. Âñÿêîå ðå-
øåíèå x∗ çàäà÷è (15) îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z∗> = [z∗1

>, z∗2
>] çàäà÷è (16) ïî

ôîðìóëàì
z∗1 = (b1 − A1x

∗)+, z∗2 = (b2 − A2x
∗)+; (17)

íîðìàëüíîå ðåøåíèå ũ∗ ñèñòåìû (5) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå z∗ çàäà÷è (16) ïî ôîðìóëå

ũ∗ = ρz∗/‖z∗‖2, (18)

à ðåøåíèå z∗ çàäà÷è (16) � ÷åðåç ðåøåíèå ũ∗ çàäà÷è (14) ïî ôîðìóëå

z∗ = ρũ∗/‖ũ∗‖2 (19)

è èìååò ìåñòî ‖ũ∗‖‖z∗‖ = ρ. Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé çàäà÷ (15) è (16)
ñîâïàäàþò: I1 = I2 = ‖z∗‖2/2.
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Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 ñëåäóþò èç ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [2]. Âåêòîð z∗> = [z∗1
>, z∗2

>]
áóäåì íàçûâàòü âåêòîðîì ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê ñèñòåìû (4).

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé (9), (10), èñïîëüçóþùåå íîðìàëüíîå ðåøåíèå
ũ∗ ñèñòåìû (5), çàäàâàåìîå äâóìÿ ýêâèâàëåíòíûìè îïðåäåëåíèÿìè:

Γ(α) = {x ∈ Rn : ũ∗>1 (A1x− b1) + αρ = 0}, (20)
Γ(α) = {x ∈ Rn : −ũ∗>2 (A2x− b2) + (α− 1)ρ = 0}. (21)

Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæåí äðóãîé ýêâèâàëåíòíûé âèä ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé (20) è
(21), åñëè âûðàçèòü ũ∗ ÷åðåç z∗ ñîãëàñíî (19):

Γ(α) = {x ∈ Rn : z∗1
>(A1x− b1) + α‖z∗‖2 = 0},

Γ(α) = {x ∈ Rn : z∗2
>(b2 − A2x) + (α− 1)‖z∗‖2 = 0}.

Òåîðåìà 2 (î ñåìåéñòâå ïàðàëëåëüíûõ ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé (20),
(21)). Ïóñòü ïîëèýäðû X1 è X2 íåïóñòû, à èõ ïåðåñå÷åíèå ïóñòî; ðåøåíèåì çàäà÷è (15)
ÿâëÿåòñÿ x∗, âåêòîðû z∗ è ũ∗ îïðåäåëÿþòñÿ èç (17) è (18). Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå:

1) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû (5) è äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâî
‖u1‖ 6= 0, ‖u2‖ 6= 0 è ‖A>

1 u1‖ = ‖A>
2 u2‖ 6= 0;

2) ïðè 0 ≤ α ≤ 1 ìíîæåñòâî Γ(α) çàäàåò ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé,
ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâà X1 è X2, ïðè 0 < α < 1 ãèïåðïëîñêîñòè Γ(α) ñòðîãî
ðàçäåëÿþò X1 è X2;

3) åñëè â êà÷åñòâå α âçÿòü α∗ = ‖z∗1‖2/‖z∗‖2, òî òî÷êà x∗ ëåæèò íà ðàçäåëÿþùåé
ãèïåðïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó çíà÷åíèþ α;

4) âåêòîð ñäâèãà y = Γ(1)− Γ(0) è òîëùèíà ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé Γ(α) îïðåäå-
ëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïî ôîðìóëàì

y =
−ρA>

1 ũ∗1
‖A>

1 ũ∗1‖2
, ‖y‖ =

ρ

‖A>
1 ũ∗1‖

;

5) åñëè α > 0, òî X1 ∩ Γ(α) = ∅; åñëè α < 1, òî X2 ∩ Γ(α) = ∅;
6) åñëè X1 ∩ Γ(0) 6= ∅, òî Γ(0) � ãèïåðïëîñêîñòü, îïîðíàÿ ê ìíîæåñòâó X1; åñëè

X2 ∩ Γ(1) 6= ∅, òî Γ(1) � ãèïåðïëîñêîñòü, îïîðíàÿ ê ìíîæåñòâó X2;

7) âñÿêîå ðåøåíèå x∗ çàäà÷è (15) íå ïðèíàäëåæèò íè ìíîæåñòâó X1, íè ìíîæåñòâó
X2.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Ñèñòåìà (5) ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâíîé ê íåñîâìåñòíîé ñèñòåìå (4), à ïîòîìó ó ñèñòåìû

(5) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, ïðè ýòîì ‖A>
1 u1‖ = ‖A>

2 u2‖. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè íîðìû íå ìîãóò
ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Èç ñîîòíîøåíèÿ b>1 u1 + b>2 u2 = ρ > 0 ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç äâóõ
ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè ñòðîãî áîëüøå íóëÿ. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

b>1 u1 = ρ1 > 0. (22)

Òàê êàê, ïî óñëîâèþ òåîðåìû, X1 6= ∅, òî äëÿ ñèñòåìû A1x ≥ b1 àëüòåðíàòèâíàÿ ñèñòåìà
A>

1 u1 = 0n, b>1 u1 = ρ1, u1 ≥ 0m1 , íåñîâìåñòíà. Ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (24) è
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ïðè u1 ≥ 0m1 âåêòîð A>
1 u1 íå ìîæåò áûòü íóëåâûì. Ñëåäîâàòåëüíî, è A>

2 u2 íå ÿâëÿåòñÿ
íóëåâûì âåêòîðîì. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåøåíèÿ u1, u2 ñèñòåìû (5) íåíóëåâûå.

2. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà â çàäà÷å (15) ñ ó÷åòîì (17) è (18) ïðèâîäèò ê ðàâåí-
ñòâàì A>z∗ = 0n, A>ũ∗ = 0n. Îïðåäåëèì âåêòîð c ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c = A>
1 ũ∗1 = −A>

2 ũ∗2. (23)

Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó ï. 1) ‖c‖ 6= 0. Âçÿâ â ôîðìóëàõ (7), (8) â êà÷åñòâå u íîðìàëüíîå
ðåøåíèå ũ∗, ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèÿì

ϕ(x, α) = ũ∗>1 (A>
1 x− b1) + αρ = c>x− b>1 ũ∗1 + αρ, (24)

ϕ(x, α) = ũ∗>2 (b2 − A>
2 x) + (α− 1)ρ = c>x + b>2 ũ∗2 + (α− 1)ρ. (25)

Åñëè x ∈ X1, α ≥ 0, òî ϕ(x, α) ≥ 0. Åñëè x ∈ X2, α ≤ 1, òî ϕ(x, α) ≤ 0. Ïîýòîìó Γ(α) ïðè
0 ≤ α ≤ 1 äåéñòâèòåëüíî çàäàåò ñåìåéñòâî ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé.

Åñëè α > 0 è x ∈ X1, òî ñîãëàñíî (24) èìååì ϕ(x, α) > 0; àíàëîãè÷íî, ïðè α < 1
è x2 ∈ X2 èç (25) ñëåäóåò ϕ(x, α) < 0, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå Γ(α) çàäàåò ñåìåéñòâî ñòðîãî
ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé.

3. Âîçüìåì â (11) â êà÷åñòâå x̄ âåêòîð x∗, à â êà÷åñòâå α � ÷èñëî α∗. Òîãäà èç (11)
èìååì

x̄∗ − x∗ = c

(
b>1 ũ∗1 − ρ

‖z∗1‖2

‖z∗‖2
− c>x∗

)
.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (17) è (18), ïðèõîäèì ê x̄∗ − x∗ = 0n, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå
âåêòîð x∗ ïðèíàäëåæèò ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè Γ(α∗). Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâëÿÿ α∗
â (22) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1− α∗ = ‖z∗1‖/‖z∗‖2, ïîëó÷àåì, ÷òî x∗ ïðèíàäëåæèò ðàçäåëÿþùåé
ãèïåðïëîñêîñòè Γ(α∗).

4. Ýòîò ïóíêò ñëåäóåò èç ôîðìóë (12) è (13).
5. Èç óñëîâèé x1 ∈ X1 è ũ∗1 ≥ 0m1 ñëåäóåò, ÷òî ũ∗>1 (A1x1−b1) ≥ 0. Âìåñòå ñ òåì èç óñëîâèÿ

x1 ∈ Γ(α) èìååì ũ∗>1 (A1x1 − b) + αρ = 0, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè αρ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ X1 è Γ(α) ïóñòî ïðè âñÿêîì α > 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëó÷àé
α < 1.

6. Ìíîæåñòâà X1 è Γ(0) èìåþò õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó x1. Ìíîæåñòâî X1 ëåæèò
â ïîëóïðîñòðàíñòâå c>x1 − ũ∗>1 b1 ≥ 0, òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
ũ∗>1 (A1x1 − b1) ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ãèïåðïëîñêîñòü Γ(0) îïîðíàÿ ê X1 â òî÷êå x1. Àíàëî-
ãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ï. 2).

7. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòü ðåøåíèå x∗ çàäà÷è (15) òàêîâî, ÷òî x∗ ∈ X1. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî z∗1 = 0m1 . Òîãäà, ñîãëàñíî (18), ðåøåíèå ñèñòåìû (5) òàêîâî, ÷òî ‖ũ∗1‖ = 0, è
ýòî ïðîòèâîðå÷èò ï. 1) òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòåéøèé âàðèàíò ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ
ãèïåðïëîñêîñòåé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ðåøàåòñÿ çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (15)
íåâÿçêè íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû (1) â ïðîñòðàíñòâå Rn è íàõîäèòñÿ íîðìàëüíîå ðåøåíèå
ũ∗ ñèñòåìû (5). Çàòåì ïî ôîðìóëàì (20) èëè (21) ñòðîèòñÿ Γ(α). Ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé
È.È. Åðåìèíûì, ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ ñîâìåñòíîé ñèñòåìû (5)
ñ m íåèçâåñòíûìè. Òàê êàê â çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè îáû÷íî
n ¿ m, òî ïðîùå èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, âûòåêàþùèé èç òåîðåìû 2.

Çàìåòèì, ÷òî íîðìàëüíîå ðåøåíèå ũ∗ ñèñòåìû (5) ìîæíî íàéòè äðóãèì ñïîñîáîì � èç
ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è ê çàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (14). Äâîéñòâåí-
íàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè
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ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, ðàâíûì n + 1:

max
β∈R1

max
x ∈Rn

{
βρ− 1

2
‖(βb− Ax)+‖2

}
. (26)

Íîðìàëüíîå ðåøåíèå ũ∗ ñèñòåìû (5) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðåøåíèþ β′, x′ çàäà÷è (26) èç ôîð-
ìóëû

ũ∗ = (β′b− Ax′)+.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó îïîðíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè,
ïîñòðîåííûìè ñ ïîìîùüþ íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ũ∗ ñèñòåìû (5).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà ñóùåñòâóþò α̂ ≤ 0 è α̃ ≥ 1
òàêèå, ÷òî ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé (20), (21) ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà
X1 è X2 ïðè α̂ ≤ α ≤ α̃. Ãèïåðïëîñêîñòè Γ(α̂) è Γ(α̃) ÿâëÿþòñÿ îïîðíûìè êî ìíîæå-
ñòâàì X1 è X2 ñîîòâåòñòâåííî, ãèïåðïëîñêîñòü Γ(α̃) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç Γ(α̂) ïî ôîð-
ìóëå Γ(α̃) = Γ(α̂) + y, ãäå âåêòîð ñäâèãà y = (α̂− α̃)c/‖c‖2, ‖y‖ = (α̃− α̂)/‖c‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âèäà ôóíêöèè ϕ(x, α) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ X1 è α ≥ 0
èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

ϕ(x, α) = ũ∗>1 (A>
1 x− b1) + αρ = c>x− b>1 ũ∗1 + αρ > 0, (27)

c>x ≥ b>1 ũ∗1 − αρ. (28)

Àíàëîãè÷íî, ïðè âñåõ x ∈ X2 è α ≤ 1 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

ϕ(x, α) = ũ∗>2 (b2 − A>
2 x) + (α− 1)ρ = c>x + b>2 ũ∗2 + (α− 1)ρ ≤ 0, (29)

c>x ≤ −b>2 ũ∗2 − (α− 1)ρ. (30)

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâàì (28) è (30) ñóùåñòâóþò x̂ ∈ X1 è x̃ ∈ X2 òàêèå, ÷òî

c>x̂ = min
x∈X1

c>x, c>x̃ = max
x∈X2

c>x. (31)

Èç (27) ïðè x = x̂ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

c>x̂− b>1 ũ∗1 + αρ ≥ 0, (32)

è ïðè α = 0 èìååì
b>1 ũ∗1 − c>x̂ ≤ 0. (33)

Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (32) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî α ≥ α̂, ãäå

α̂ = (b>1 ũ∗1 − c>x̂)/ρ ≤ 0. (34)

Èç (29) ñëåäóåò, ÷òî ïðè x ∈ X2 è α ≤ 1 èìååì

ϕ(x, α) = c>x̃ + b>2 ũ∗2 + ρ(α− 1) ≤ 0

è ïðè α = 1
c>x̃ + b>2 ũ∗2 ≤ 0. (35)

Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî ϕ(x, α) ≤ 0 èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ x ∈ X2 è α òàêèõ, ÷òî α ≤ α̃, ãäå

α̃ = 1− (c>x̃ + b>2 ũ∗2)/ρ ≥ 1. (36)
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Ãèïåðïëîñêîñòü Γ(α̂) = {x ∈ Rn : c>x = c>x̂} èìååò ñ ìíîæåñòâîì X1 îáùóþ òî÷êó x̂.
Â ñèëó (31) âñÿêàÿ òî÷êà èç X1 ïðèíàäëåæèò ïîëóïðîñòðàíñòâó c>(x̂ − x) ≤ 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ãèïåðïëîñêîñòü Γ(α̂) ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê ìíîæåñòâó X1. Âåêòîð c � îïîðíûé ê
ìíîæåñòâó X1 â òî÷êå x̂. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, α̂ = 0, òî îïîðíîé áóäåò ãèïåðïëîñêîñòü Γ(0).
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Γ(α̃) åñòü îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê ìíîæåñòâó X2 â òî÷êå
x̃. Âåêòîð ñäâèãà y ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïðîñòåéøèõ âû÷èñëåíèé, àíàëîãè÷íûõ
(12) è (13). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áëàãîäàðÿ çíàíèþ íîðìàëüíîãî âåêòîðà ũ∗ óäàåòñÿ ëåãêî îïðåäå-
ëèòü îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé â çàäà÷àõ (31) è óñòàíîâèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè
ãèïåðïëîñêîñòè Γ(α) ïðè α = 0 è α = 1 îïîðíûìè ê ìíîæåñòâàì X1 è X2 ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç w1 ∈ Rm1

+ , w2 ∈ Rm2
+ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà è ââåäåì ôóíêöèè Ëàãðàíæà

äëÿ çàäà÷ (31):

L1(x,w1) = c>x + w>
1 (b1 − A1x), L2(x,w2) = −c>x + w>

2 (b2 − A2x).

Ïàðà [x1, w1] îáðàçóåò òî÷êó Êóíà�Òàêêåðà äëÿ ïåðâîé çàäà÷è (31), åñëè âûïîëíåíû ñîîò-
íîøåíèÿ

c = A>
1 w1, D(w1)(b1 − A1x1) = 0m1 , w1 ≥ 0m1 , A1x1 ≥ b1. (37)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ âòîðîé çàäà÷è (31) ïàðà [x2, w2] îáðàçóåò òî÷êó Êóíà�Òàêêåðà, åñëè

c = −A>
2 w2, D(w2)(b2 − A2x2) = 0m2 , w2 ≥ 0m2 , A2x2 ≥ b2. (38)

Åñëè â (37) â êà÷åñòâå w1 âçÿòü âåêòîð ũ∗1 è äëÿ íåãî íàéäåòñÿ âåêòîð x1, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé (37), òî [x1, ũ

∗
1] � òî÷êà Êóíà�Òàêêåðà. Ïðè ýòîì èç (34) ñëåäóåò, ÷òî α̂ = 0, ò.å. Γ(0)

ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ ê X1 â òî÷êå x1. Àíàëîãè÷íî, åñëè äëÿ âòîðîé çàäà÷è
(31) âçÿòü w2 = ũ∗2 è äëÿ íåãî íàéäåòñÿ âåêòîð x2, óäîâëåòâîðÿþùèé (38), òî ñ ó÷åòîì (36)
ïîëó÷èì, ÷òî α̃ = 1. Òàêèì îáðàçîì, Γ(1) ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ ê X2 â òî÷êå
x2. Åñëè α̂ < 0 èëè α̃ > 1, òî èùåì îïòèìàëüíûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà w∗

1 èëè w∗
2 äëÿ

ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ â (31). Èç ïåðâûõ óñëîâèé â (37) è (38) ñëåäóåò, ÷òî ýòè âåêòîðû
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

A>
1 w∗

1 + A>
2 w∗

2 = 0.

Èç (33) è (35), âçÿâ x̂ = x1, x̃ = x2, ïîëó÷èì

c>x1 ≥ b1ũ
∗
1, −c>x2 ≥ b2ũ

∗
2.

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, íàõîäèì

b>1 w∗
1 + b>2 w∗

2 = c>(x1 − x2) ≥ b>1 ũ∗1 + b>2 ũ∗2 = ρ ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð w∗> = [w∗
1
>, w∗

2
>], òàê æå êàê è ũ∗, óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (5).

Ñåìåéñòâî ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Γ(α) = {x ∈ Rn : w∗
1
>(A1x− b1) + αρ = 0}, (39)

Γ(α) = {x ∈ Rn : −w∗
2
>(A2x− b2) + (α− 1)ρ = 0}. (40)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî äâà ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé âèäà (20), (21)
è (39), (40). Â ïåðâîì ñåìåéñòâå èñïîëüçîâàíî íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5), âî âòîðîì
� îïòèìàëüíûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (31). Îáà ýòè
âåêòîðà ũ∗ è w∗ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (5). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ
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ëþáîé ñòðîãî ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè îïðåäåëÿþùèå åå âåêòîð-íîðìàëü c è ñêàëÿð
γ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ðåøåíèå ñèñòåìû (5).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòü c>x = γ ñòðîãî ðàçäåëÿåò íåïóñòûå íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ ïîëèýäðû X1 è X2. Òîãäà íàéäåòñÿ ðåøåíèå u1, u2 ñèñòåìû

A>
1 u1 + A>

2 u2 = 0, b>1 u1 + b>2 u2 = ρ > 0, u1 ≥ 0, u2 ≥ 0, (41)

òàêîå, ÷òî âåêòîð c è ñêàëÿð γ îïðåäåëÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

c = A>
1 u1 = −A>

2 u2, γ = b>1 u1 − ρ1 = −b>2 u2 + ρ2,

ãäå ρ1 + ρ2 = ρ, ρ1, ρ2 � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñòðîãî ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü òà-

êîâà, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî c>x > γ è äëÿ âñåõ x ∈ X2 ñïðàâåäëèâî
c>x < γ. Òîãäà ñèñòåìà

A1x ≥ b1, c>x ≤ γ

íå èìååò ðåøåíèÿ, à ñèñòåìà, àëüòåðíàòèâíàÿ ê íåé, ñîâìåñòíà. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò q ≥
≥ 0m1 è η ≥ 0, η ∈ R1, òàêèå, ÷òî

A>
1 q − cη = 0n, b>1 q − γη = ρ1 > 0. (42)

Çäåñü ρ1 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Ñêàëÿð η íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ðàçðåøèìàÿ ñèñòåìà (42) èìåëà áû âèä

A>
1 q = 0n, b>1 q = ρ1 > 0, q ≥ 0m1 ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, àëüòåðíàòèâíàÿ ê íåé ñèñòåìà A1x ≥ b1 áûëà áû íåñîâìåñòíà, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò óñëîâèþ X1 6= ∅. Òàêèì îáðàçîì, èç (42) ïîëó÷àåì c = A>

1 q/η, γ = b>1 q/η−ρ1/η.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ u1 = q/η, ρ1/η = ρ1; òîãäà ïîëó÷èì

A>
1 u1 = c, b>1 u1 − γ = ρ1 > 0, u1 ≥ 0m1 . (43)

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

A>
2 u2 = −c, b>2 u2 + γ = ρ2 > 0. (44)

Ñêëàäûâàÿ (43) è (44), ïîëó÷àåì ñîâìåñòíóþ ñèñòåìó (41), àëüòåðíàòèâíóþ ê (4). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü n = 2, m = 6, ρ = 1,

X1 = {x ∈ R2 : −x1 ≥ 2, −x1 − x2 ≥ 1, −x1 + x2 ≥ 2, x1 ≥ −4},
X2 = {x ∈ R2 : x1 ≥ 1, x1 − x2 ≥ 0, 5x1 + x2 ≥ 2 − x1 ≥ −2}.

Èç ðåøåíèÿ çàäà÷è (15), ôîðìóë (17) è (23) ñëåäóåò

x∗ =

[
0.11
0.63

]
, ‖z∗‖ = 3.13, c =

[ −5.34
−0.26

]
.

Èç ðåøåíèÿ çàäà÷ (31) è ïî ôîðìóëàì (34) è (36) ïîëó÷àåì

x̃ =

[
1
−3

]
, x̂ =

[ −2
1

]
, α̃ = 1.18, α̂ = −0.13.
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Èç (18) è ðåøåíèÿ ñèñòåì (37), (38) èìååì

ũ∗>1 = [0.18 0.15 0.13 0.00], ũ∗>2 = [0.08 0.04 0.07 0.00],

w∗
1
> = [0.44 0.02 0.00 0.00], w∗

2
> = [0.35 0.00 0.02 0.00].

Íà ôèã. 1 ïðèâåäåíû ìíîæåñòâà X1, X2, ðàçäåëÿþùèå ãèïåðïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå α = α̂, α = 0, α = 1 è α = α̃, âåêòîð x∗ è íîðìèðîâàííûé âåêòîð Q = c/‖c‖. Ìíîæåñòâî
X1 ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî âåêòîðà c, ìíîæåñòâî X2 �
â îòðèöàòåëüíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå. Òîëùèíà ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé ïðè 0 ≤ α ≤ 1
ñîñòàâëÿåò ‖y‖ = 2.13. Ïîñëå ðàñøèðåíèÿ çà ñ÷åò ó÷åòà α̂ è α̃ ïîëó÷åíî ‖y‖ = 2.80.

−3 −2 −1 0 1 2
−8

−6

−4

−2

0

2

4

x*

Q

X
1
 

X
2
 

α =0 α=1 

α =−0.13 
 

α =1.18 ∧  ∼  

x1 

x2 

Ôèã. 1

3. ÑÅÌÅÉÑÒÂÎ ÐÀÇÄÅËßÞÙÈÕ ÃÈÏÅÐÏËÎÑÊÎÑÒÅÉ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÉ
ÒÎËÙÈÍÛ

Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíî-
æåñòâàìè X1 è X2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

min
x1∈X1

min
x2∈X2

1

2
‖x1 − x2‖2. (45)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ p = x1 − x2 è ïåðåïèøåì çàäà÷ó (45) â âèäå

min
p∈Rn

min
x2∈X2

1

2
‖p‖2 (46)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
A1x2 + A1p ≥ b1, A2x2 ≥ b2. (47)

Íîðìà ‖p‖ ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè X1 è X2. Ïîëó÷åí-
íûé èç ðåøåíèÿ çàäà÷è (46), (47) âåêòîð p áóäåì íàçûâàòü âåêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè. Ââåäåííûé âûøå âåêòîð y íå âñåãäà ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì
p, îïðåäåëÿåìûì èç ðåøåíèÿ çàäà÷è (46).

10



Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (46) èìååò âèä

L(p, x2, v) = ‖p‖2/2 + v>1 (b1 − A1p− A1x2) + v>2 (b2 − A2x2).

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà çàïèøåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó

max
v1∈Rm1

+

max
v2∈Rm2

+

min
x2∈Rn

min
p∈Rn

L(p, x2, v). (48)

Äëÿ çàäà÷è (48) óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè âíóòðåííåé çàäà÷è çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Lp(p, x2, v) = p− A>
1 v1 = 0n, (49)

Lx2(p, x2, v) = −A>
1 v1 − A>

2 v2 = 0n. (50)

Èç (49) è (50) èìååì p = A>
1 v1 = −A>

2 v2; ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà,
ïîëó÷èì äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L̃(x2, v) = ‖A>
1 v1‖2/2 + v>1 (b1 − A1A

>
1 v1 − A1x2) + v>2 (b2 − A2x2) =

= b>1 v1 + b>2 v2 − ‖A>
1 v1‖2/2− x>2 (A>

1 v1 + A>
2 v2).

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (50), ïîëó÷àåì äâîéñòâåííóþ ê (46), (47) çàäà÷ó

max
v1∈Rm1

+

max
v2∈Rm2

+

{b>1 v1 + b>2 v2 − ‖A>
1 v1‖2/2} (51)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
A>

1 v1 + A>
2 v2 = 0n, v1 ≥ 0m1 , v2 ≥ 0m2 . (52)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [p∗, x∗2] ðåøåíèå çàäà÷è (46), (47), à ÷åðåç [v∗1, v
∗
2] � ðåøåíèå äâîéñòâåí-

íîé ê íåé çàäà÷è (51), (52). Ïî òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè èìååì

b>1 v∗1 + b>2 v∗2 − ‖A>
1 v∗1‖2/2 = ‖p∗‖2/2. (53)

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå p∗ = A>
1 v∗1 â (53), ïîëó÷àåì

b>1 v∗1 + b>2 v∗2 = ‖A>
1 v∗1‖2. (54)

Èòàê, âåðíà
Òåîðåìà 5. Âñÿêîå ðåøåíèå v∗> = [v∗1

>, v∗2
>] äâîéñòâåííîé çàäà÷è (51), (52) îïðåäåëÿ-

åò åäèíñòâåííóþ ïåðâóþ ñîñòàâëÿþùóþ p∗ ðåøåíèÿ [p∗, x∗2] çàäà÷è (48) ïî ôîðìóëàì

p∗ = A>
1 v∗1 = −A>

2 v∗2, (55)

è ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

b>v∗ = ‖A>
1 v∗1‖2 = ‖A>

2 v∗2‖2 = ‖p∗‖2.

Èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî íàéäåííûé èç (51), (52) âåêòîð v∗ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (5)
ïðè ρ = ‖p∗‖2.

Îòìåòèì, ÷òî ïî ðåøåíèþ v∗ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (51), (52) îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ïåðâàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ p∗ ðåøåíèÿ [p∗, x∗2] ïðÿìîé çàäà÷è (46), (47). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ x∗2 òðåáóåòñÿ
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ïîäñòàâèòü p∗ â îãðàíè÷åíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è è ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííûõ x2:

A1x2 ≥ b1 − A1p
∗, A2x2 ≥ b2,

ò.å. ñèòóàöèÿ îòëè÷íà îò ïàð âçàèìíî äâîéñòâåííûõ çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ âûøå.
Òåîðåìà 6 (î ñåìåéñòâå ïàðàëëåëüíûõ ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé). Ïóñòü

X1 è X2 � íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîëèýäðû; ðåøåíèÿìè çàäà÷è (48) ÿâëÿþòñÿ v∗,
p∗, x∗2. Òîãäà ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé, ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâà X1 è X2,
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

Γ(α) = {x ∈ Rn : p∗>x− b>1 v∗1 + α‖p∗‖2 = 0}, (56)
Γ(α) = {x ∈ Rn : p∗>x + b>2 v∗2 − (1− α)‖p∗‖2 = 0}, (57)

ãäå α ∈ [0, 1], ïðè÷åì åñëè 0 < α < 1, òî ýòè ãèïåðïëîñêîñòè ñòðîãî ðàçäåëÿþò X1 è X2.
Ãèïåðïëîñêîñòè Γ(0) è Γ(1) ÿâëÿþòñÿ îïîðíûìè ê ìíîæåñòâàì X1 è X2 ñîîòâåòñòâåí-
íî; òîëùèíà ñåìåéñòâà ýòèõ ãèïåðïëîñêîñòåé ðàâíà ‖p∗‖ è ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì
ìåæäó ïîëèýäðàìè X1 è X2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê v∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (51), (52), òî

A>
1 v∗1 + A>

2 v∗2 = 0n.

Óìíîæàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåâà íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ∈ Rn è âû÷èòàÿ èç ïîëó÷åííîãî
ðåçóëüòàòà ðàâåíñòâî (54), èìååì

x>A>
1 v∗1 + x>A>

2 v∗2 − b>1 v∗1 − b>2 v∗2 = −‖A>
1 v∗1‖2. (58)

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå (58) ìîæíî ïåðåïèñàòü, èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíò α ∈ [0, 1] è
ðàâåíñòâî ‖A>

1 v∗1‖ = ‖A>
2 v∗2‖, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v∗1
>(A1x− b1) + α‖A>

1 v∗1‖2 = v∗2
>(b2 − A2x) + (α− 1)‖A>

2 v∗2‖2.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (55), ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíûì âûðàæåíèÿì (56) è (57) äëÿ ãèïåð-
ïëîñêîñòè.

Ñîâîêóïíîñòü [v∗, p∗, x∗2] îáðàçóåò òî÷êó Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (46). Ïîýòîìó âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè

v∗1
>Lv1(p

∗, x∗2, v
∗) = 0, v∗2

>Lv2(p
∗, x∗2, v

∗) = 0, v∗1 ≥ 0m1 , v∗2 ≥ 0m2 ,

Lv1(p
∗, x∗2, v

∗) ≤ 0n, Lv2(p
∗, x∗2, v

∗) ≤ 0m2 .

Èç íèõ ïîëó÷àåì

v∗1
>(b1 − A1x

∗
1) = 0, v∗2

>(b2 − A2x
∗
2) = 0, A1x

∗
1 ≥ b1, A2x

∗
2 ≥ b2. (59)

Èç ýòèõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî x∗1 ∈ X1, x∗1 ∈ Γ(0), x∗2 ∈ X2, x∗2 ∈ Γ(1).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x èç X1 èìååì A1x ≥ b1; óìíîæàÿ ýòî âûðàæåíèå ñêàëÿðíî

íà íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð v∗1, ïîëó÷àåì v∗1
>(A1x− b1) ≥ 0 è, ó÷èòûâàÿ (55), ïðèõîäèì ê

ñîîòíîøåíèþ
p∗>x− b>1 v∗1 ≥ 0. (60)

Èç (59) íàõîäèì, ÷òî
b>1 v∗1 = p∗>x∗1, (61)
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è èç (60) ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî p∗>x ≥ p∗>x∗1 äëÿ ëþáîãî x ∈ X1 è ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà òî÷êà x∗1 ∈ X1 ëåæèò íà ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè p∗>x = p∗>x∗1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâî X1 ëåæèò â îäíîì èç ïîëóïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëÿåìûõ ãèïåðïëîñêîñòüþ Γ(0),
è ãèïåðïëîñêîñòü Γ(0) ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê ìíîæåñòâó X1 â òî÷êå x∗1. Àíàëîãè÷íî ïîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî Γ(1) � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê ìíîæåñòâó X2 â òî÷êå x∗2. Ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

b>2 v∗2 = −p∗>x∗2. (62)
Âñå òî÷êè èç X2 òàêîâû, ÷òî äëÿ íèõ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî p∗>x ≤ p∗>x∗2 è ïî êðàéíåé
ìåðå îäíà òî÷êà x∗2 ∈ X2 ëåæèò íà ãèïåðïëîñêîñòè p∗>x = p∗>x∗2.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó îïîðíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó X1 è
X2 è ðàâíî ‖p∗‖, ÷òî ñëåäóåò èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è (46), (47). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòè Γ(α) âèäà (56), (57), ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (61), (62),
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Γ(α) = {x ∈ Rn : p∗>x− (1− α)p∗>x∗1 − αp∗>x∗2 = 0}, (63)

ò.å. êàæäóþ ãèïåðïëîñêîñòü èç ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê âûïóêëóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ê ìíîæåñòâàì
X1 è X2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé â âèäå (63) íåîáõîäèìî ðåøèòü çà-
äà÷ó (46), (47) â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ðàçìåðíîñòè 2n. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî æå
ñåìåéñòâà, íî â ôîðìå (56), (57), òðåáóåòñÿ ðåøèòü äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó (51), (52) â ïðî-
ñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ðàçìåðíîñòè m. Âåêòîð p∗, âõîäÿùèé â ýòî ïðåäñòàâëåíèå, âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç v∗ ïî ôîðìóëå (55).

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè èç ñèñòåìû (5) âûäåëèòü òàêîå ðåøåíèå,
÷òîáû îïðåäåëèòü ñåìåéñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé, òîëùèíà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì
ìåæäó ìíîæåñòâàìè X1 è X2. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (12) è (13) âåêòîð ñäâèãà y è òîëùèíà
‖y‖ ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé Γ(α) îïðåäåëÿþòñÿ êàê y = −ρA>

1 u1/‖A>
1 u1‖2

è ‖y‖ = ρ/‖A>
1 u1‖, ãäå u> = [u>1 , u>2 ] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (5). Ïîýòîìó åñòåñòâåííî

ïîñòàâèòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè òàêîãî ðåøåíèÿ u∗> = [u∗1
>, u∗2

>] ∈ U ñèñòåìû (5), ïðè
êîòîðîì òîëùèíà ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé:

1

2
‖A>

1 u∗1‖2 = min
u∈U

1

2
‖A>

1 u1‖2, (64)

U = {u ∈ Rm : A>
1 u1 + A>

2 u2 = 0n, b>1 u1 + b>2 u2 = ρ, u1 ≥ 0m1 , u2 ≥ 0m2}. (65)
Âåêòîð ñäâèãà y = Γ(1)− Γ(0) â äàííîì ñëó÷àå äàåò òîëùèíó ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé,
êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïîëèýäðàìè X1 è X2. Ýòî ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî ïî ðåøåíèþ u∗ çàäà÷è (64), (65) ìîæíî íàéòè ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó
X1 è X2. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷è (64), (65) è (51), (52) ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî
ïî ðåøåíèþ îäíîé èç íèõ íàõîäèòñÿ ðåøåíèå äðóãîé.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ïîëèýäðû X1 è X2 íåïóñòû, à èõ ïåðåñå÷åíèå ïóñòî. Òîãäà ðåøåíèå
v∗ çàäà÷è (51), (52) è ðåøåíèå u∗ çàäà÷è (64), (65) ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ñîîòíîøåíèÿìè

v∗ =
ρu∗

‖A>
1 u∗1‖2

, u∗ =
ρv∗

b>v∗
. (66)

Ñåìåéñòâî ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé ïðåäñòàâèìî â âèäå

Γ(α) = {x ∈ Rn : u∗1
>A1x− b>1 u∗1 + αρ = 0}, (67)

Γ(α) = {x ∈ Rn : −u∗2
>A2x + b>2 u∗2 + (α− 1)ρ = 0}, (68)
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ãäå 0 ≤ α ≤ 1. Òîëùèíà ýòîãî ñåìåéñòâà ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó
ïîëèýäðàìè X1 è X2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîð u∗ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (5), ïîýòîìó ñîãëàñíî ï.1) òåî-
ðåìû 2 èìååò ìåñòî ‖A>

1 u∗1‖ 6= 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5 âûïîëíåíî b>v∗ 6= 0. Ôîðìóëû (66)
ïîëó÷àþòñÿ èç ñðàâíåíèé óñëîâèé Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷ (51), (52) è (64), (65). Ñîãëàñíî
(55), (66) è (12)

p∗ = A>
1 v∗1 =

ρA>
1 u∗1

‖A>
1 u∗1‖2

= −y.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî òîëùèíà ñåìåéñòâà (67), (68) ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé ñîâïà-
äàåò ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïîëèýäðàìè X1 è X2:

‖p∗‖ =
ρ

‖A>
1 u∗1‖

= ‖y‖.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì äëÿ çàäà÷è (64), (65) äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó

max
q∈Rn

max
x∈Rn

max
ξ∈R1

{
ρξ − 1

2
‖q‖2

}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
A1(q + x)− b1ξ ≥ 0m1 , A2x− b2ξ ≥ 0m2 .

Â ðåøåíèè íåèçâåñòíûé âåêòîð q âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå u∗ ïðÿìîé çàäà÷è (64), (65)
ïî ôîðìóëå q∗ = A>

1 u∗1 = −A>
2 u∗2. Îòñþäà, ñîãëàñíî òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè, â ðåøåíèÿõ

u∗ è [q∗, x∗, ξ∗] ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ èìååì ρξ∗ = ‖A>
1 u∗1‖2. Ïîýòîìó ξ∗ > 0 è

p∗ = q∗/ξ∗, x∗2 = x∗/ξ∗.
Èòàê, ïîñòðîåíû òðè ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ (56), (57), (63), (67), (68) îäíîãî

è òîãî æå ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé, òîëùèíà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ìèíè-
ìàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïîëèýäðàìè. Êàæäîå ïðåäñòàâëåíèå òðåáóåò ñâîåé îïòèìè-
çàöèîííîé çàäà÷è.

4. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÐÀÇÄÅËßÞÙÈÕ ÃÈÏÅÐÏËÎÑÊÎÑÒÅÉ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ
ÒÅÎÐÅÌÛ ÔÀÐÊÀØÀ ÎÁ ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÀÕ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äâà ïîëèýäðà ïðåäñòàâëåíû ñèñòåìàìè ðàâåíñòâ íà íåîòðè-
öàòåëüíîì îðòàíòå, ò.å. çàäàíû äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà

X1 = {x ∈ Rn : A1x = b1, x ≥ 0n}, X2 = {x ∈ Rn : A2x = b2, x ≥ 0n}

òàêèõ, ÷òî X = X1 ∩X2 = ∅.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ôàðêàøà îá àëüòåðíàòèâàõ äëÿ íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû ðà-

âåíñòâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè

A1x = b1, A2x = b2, x ≥ 0n

ñîâìåñòíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:

A>
1 u1 + A>

2 u2 ≤ 0n, b>1 u1 + b>2 u2 = ρ. (69)
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Çäåñü ρ � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
Ðåøåíèå ñèñòåìû (69) ñóùåñòâóåò, è äëÿ ëþáûõ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà ‖u1‖ 6= 0, ‖u2‖ 6= 0, ‖A>
1 u1‖ 6= 0, ‖A>

2 u2‖ 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, îò
ïðîòèâíîãî, A>

1 u1 = 0n; òîãäà èç òîãî, ÷òî X1 íåïóñòî, ñëåäóåò, ÷òî àëüòåðíàòèâíàÿ ñèñòåìà
A>

1 u1 ≤ 0, b>1 u1 = ρ1 6= 0 íåðàçðåøèìà, íî èç ïðåäïîëîæåíèÿ A>
1 u1 = 0n ïîëó÷àåì, ÷òî

b>1 u1 = 0. Èç (69) â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñîâìåñòíóþ ñèñòåìó A>
2 u2 ≤ 0n, b>2 u2 = ρ. Íî îíà

àëüòåðíàòèâíà ñèñòåìå A2x = b2, x ≥ 0n, êîòîðàÿ, ïî óñëîâèþ, ñîâìåñòíà, òàê êàê X2

íåïóñòî. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ðàâåíñòâî A>
1 u1 = 0n íåâîçìîæíî. Åñëè u1 = 0m1 ,

òîãäà A>
1 u1 = 0n, ÷òî íåâîçìîæíî.

Â (69), óìíîæàÿ íåðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð x è âû÷èòàÿ èç
ðåçóëüòàòà ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

u>1 (A1x− b1) + u>2 (A2x− b2) ≤ −ρ < 0. (70)

Îïðåäåëèì äâå ëèíåéíûå ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ x ∈ Rn è ïàðàìåòðà α ∈ [0, 1]:

ϕ1(x, α) = u>1 (A1x− b1) + αρ, ϕ2(x, α) = −u>2 (A2x− b2)− (1− α)ρ.

Íåðàâåíñòâî (70) ïðåäñòàâèì â âèäå

ϕ1(x, α) = u>1 (A1x− b1) + αρ ≤ −u>2 (A2x− b2)− (1− α)ρ = ϕ2(x, α). (71)

Çàôèêñèðóåì âåêòîðû u1 è u2, ÿâëÿþùèåñÿ ïðîèçâîëüíûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (69).
Ïðè α ∈ [0, 1] ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ϕ1(x, α) è ϕ2(x, α) ïîëó÷àåì äâà ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñ-
êîñòåé, ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâà X1 è X2.

Åñëè x ∈ X1, òî ϕ1(x, α) ≥ 0 ïðè α ∈ [0, 1]. Åñëè x ∈ X2, òî ïðè α ∈ [0, 1] ôóíêöèÿ
ϕ2(x, α) ≤ 0 è, êàê ñëåäóåò èç (71), ïðè ýòîì ϕ1(x, α) ≤ 0, ò.å. ñåìåéñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé
ϕ1(x, α) = 0 ïðè α ∈ [0, 1] ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì äëÿ ìíîæåñòâ X1 è X2. Èç íåðàâåí-
ñòâà (71) ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 < α < 1 ãèïåðïëîñêîñòü ϕ1(x, α) = 0 ñòðîãî ðàçäåëÿåò ýòè
ìíîæåñòâà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî óñëîâèå ϕ2(x, α) = 0 îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé,
ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâà X1 è X2 ïðè α ∈ [0, 1], è ñòðîãî ðàçäåëÿåò ýòè ìíîæåñòâà ïðè
0 < α < 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ X2, òî ϕ2(x, α) ≤ 0 ïðè α ∈ [0, 1] è ϕ2(x, α) < 0 ïðè
0 ≤ α < 1. Åñëè x ∈ X1, òî, êàê ñëåäóåò èç (71), ϕ2(x, α) ≥ 0 ïðè α ∈ [0, 1] è ϕ2(x, α) > 0
ïðè 0 < α ≤ 1.

Èòàê, â îòëè÷èå îò ïîëèýäðîâ, çàäàííûõ â âèäå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ è ðàññìîòðåííûõ â
ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ðåøèâ àëüòåðíàòèâíóþ ñîâìåñòíóþ ñèñòåìó (69), ïðèõîäèì ê äâóì
ñåìåéñòâàì ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé, îïðåäåëÿåìûõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ϕ1(x, α) è
ϕ2(x, α).

Îïðåäåëèì íåîòðèöàòåëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ôóíêöèé ϕ1(x, α) è ϕ2(x, α), ïî-
ëîæèâ

ϕ3(x, α) = λ1ϕ1(x, α) + λ2ϕ2(x, α).

Çäåñü λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0.
Ââåäåì òðè ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé è èõ îáúåäèíåíèÿ:

Γi(α) = {x ∈ Rn : ϕi(x, α) = 0}, Γi =
1⋃

α=0

Γi(α), i = 1, 2, 3.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ è íå ðàâíûõ íóëþ îäíîâðåìåííî λ1

è λ2 ñåìåéñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé Γ3(α) ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì äëÿ ìíîæåñòâ X1 è X2.
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Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç p∗ âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé äâå áëèæàé-
øèå òî÷êè èç X1 è X2; òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè X1 è X2 ðàâíî ‖p∗‖. Â ðÿäå
ñëó÷àåâ ìîæíî ïîäîáðàòü λ1 è λ2 òàêèì îáðàçîì, ÷òî âåêòîð

p∗ = λ1A
>
1 u1 − λ2A

>
2 u2,

ãäå u> = [u>1 , u>2 ], óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (69). Â ýòîì ñëó÷àå íîðìàëü ñåìåéñòâà Γ3(x, α)
ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì p∗ è ñåìåéñòâî ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé èìååò òîëùèíó, ñîâ-
ïàäàþùóþ ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó X1 è X2. Àíàëîãîì òåîðåìû 4 â äàííîì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòü c>x − γ = 0 ñòðîãî ðàçäåëÿåò íåïóñòûå íåïåðå-
ñåêàþùèåñÿ ïîëèýäðû X1 è X2. Òîãäà íàéäåòñÿ ðåøåíèå u1, u2 ñèñòåìû

A>
1 u1 + A>

2 u2 ≤ 0, b>1 u1 + b>2 u2 = ρ > 0

òàêîå, ÷òî
A>

1 u1 ≤ c, A>
2 u2 ≤ −c, γ = b>1 u1 − ρ1 = −b>2 u2 + ρ2,

ãäå ρ1 + ρ2 = ρ, ρ1, ρ2 � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
Äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.
Òåîðåìà 8 óòâåðæäàåò, ÷òî â îòëè÷èå îò ïîëèýäðîâ, çàäàííûõ ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ, â

ñëó÷àå ïîëèýäðîâ, çàäàííûõ ñèñòåìàìè ðàâåíñòâ íà íåîòðèöàòåëüíîì îðòàíòå, íå âñåãäà
ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå u1 è u2, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîâìåñòíîé àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìå
(69), ÷òîáû ïðè ýòîì âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ëèáî c = A>

1 u1, ëèáî c = −A>
2 u2. Èíûìè

ñëîâàìè, íå âñåãäà ñóùåñòâóþò u1 è u2, óäîâëåòâîðÿþùèå (69) è òàêèå, ÷òî ðàçäåëÿþùàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü c>x− γ = 0 ïðèíàäëåæèò ëèáî Γ1(α), ëèáî Γ2(α).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ïîëèýäðû çàäàþòñÿ óñëîâèÿìè

X1 = {x ∈ R2 : x1 + x2 = 1, x ≤ 02},
X2 = {x ∈ R2 : 2x1 − x2 = 6, x ≥ 02}.

Â ñèñòåìå (69) ïîëîæèì ρ = 1. Òðè îáúåäèíåíèÿ ñåìåéñòâ ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé
Γ1, Γ2 è Γ3 ïîêàçàíû íà ôèã. 2, ãäå òàêæå ïðåäñòàâëåíû âåêòîðû

c>1 = [−1/2 − 1/2], c>2 = [−1/2 1/4], c>3 = [−1 0], x∗> = [2.6 0].

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî

‖p∗‖ = 2, λ1 = 4/3, λ2 = 8/3, u∗1 = −1/2, u∗2 = 1/4,

ϕ1(x, α) = −x1/2− x2/2 + 1/2 + α,

ϕ2(x, α) = −x1/2 + x2/4 + 3/2− (1− α),

ϕ3(x, α) = −2x1 + 2 + 4α.

Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåé ôîðìóëû íàõîäèì ñåìåéñòâî, îáëàäàþùåå ìàêñèìàëüíîé òîëùèíîé:

Γ3(α) = {x ∈ Rn : x1 = 1 + 2α}.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëîæèâ x∗1

> = [1 0], x∗2
> = [3 0], p∗> = [−2 0] â (63), ïðèäåì ê ýòîìó

æå ñåìåéñòâó Γ3(α).
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5. ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÍÜÞÒÎÍÀ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È (15)

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ðàçäåëåíèÿ ïîëèýäðîâ, çàäàííûõ ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ (4), ïðåä-
ïî÷òèòåëüíî ðåøàòü çàäà÷ó (15): ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ F (x) = ‖(b − Ax)+‖2/2 îò n
ïåðåìåííûõ, òàê êàê îáû÷íî n ¿ m. Áåçóñëîâíàÿ ìèíèìèçàöèÿ F (x) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ
ëþáûì ìåòîäîì, íàïðèìåð ìåòîäîì ñîïðÿæåííîãî ãðàäèåíòà. Íî, êàê ïîêàçàë Î. Ìàí-
ãàñàðüÿí â [4, 5], äëÿ áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè îñîáåííî
ýôôåêòèâåí îáîáùåííûé ìåòîä Íüþòîíà. Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå ýòîãî ìåòîäà.

Ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ F (x) â çàäà÷å (15) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷-
íîé è äèôôåðåíöèðóåìîé. Äëÿ òàêîé ôóíêöèè îáû÷íîé ìàòðèöû Ãåññå íå ñóùåñòâóåò.
Äåéñòâèòåëüíî, ãðàäèåíò

Fx(x) = −A>(b− Ax)+

ôóíêöèè F (x) íåäèôôåðåíöèðóåì. Íî äëÿ ýòîé ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü îáîáùåííóþ
ìàòðèöó Ãåññå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ (n× n)-ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííîé
ìàòðèöåé âèäà

∂2F (x) = A>D](z)A,

ãäå ÷åðåç D](z) îáîçíà÷åíà (m × m)-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ i-ì äèàãîíàëüíûì ýëåìåí-
òîì zi, ðàâíûì 1, åñëè (b − Ax)i > 0, è ðàâíûì 0, åñëè (b − Ax)i ≤ 0, i = 1, 2, . . . , m.
Òàê êàê îáîáùåííàÿ ìàòðèöà Ãåññå ìîæåò áûòü âûðîæäåííîé, èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå
ìîäèôèöèðîâàííîå íüþòîíîâñêîå íàïðàâëåíèå:

− [
∂2F (x) + δIn

]−1
Fx(x),

ãäå δ � ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà (îáû÷íî ïðè ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü δ = 10−4) è In �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Â ýòîì ñëó÷àå ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà èìååò
âèä

xs+1 = xs −
[
∂2F (xs) + δIn

]−1
Fx(xs). (72)
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Êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ ðàáîòû áûë ñëåäóþùèì:

‖xs+1 − xs‖ ≤ tol.

Î. Ìàíãàñàðüÿí èññëåäîâàë ñõîäèìîñòü îáîáùåííîãî ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ áåçóñëîâíîé ìè-
íèìèçàöèè ïîäîáíîé âûïóêëîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ñ âûáîðîì øàãà ïî ïðà-
âèëó Àðìèõî. Äîêàçàòåëüñòâî êîíå÷íîé ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòè îáîáùåííîãî ìåòîäà Íüþ-
òîíà ìîæíî íàéòè â [4]�[6].

Îáîáùåííûé ìåòîä Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (15) áûë
ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå MATLAB è ïîêàçàë âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Òàê, ïðè n = 500, m = 104 è ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé íåíóëåâûìè
ýëåìåíòàìè ìàòðèöå A ðåøåíèå çàäà÷è (15) íà êîìïüþòåðå P-IV ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé 2.24
ÃÃö çàíèìàëî ìåíåå îäíîé ìèíóòû.
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