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Â ñòàòüå óñòðàíåíû íåêîòîðûå îïå÷àòêè

Äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ äîêàçàíû íîâûå òåîðåìû îá àëüòåðíàòèâàõ,
êîòîðûå äàëè âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ðÿä ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ýòè ìåòîäû èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ,
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé, äëÿ êîððåêöèè íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì, äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÍËÏ), ñóùåñòâåííî óïðîùàÿ ðåàëèçàöèþ ìå-
òîäà íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Èç ïðèâåäåííûõ òåîðåì êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóþò òåîðåìû îá
àëüòåðíàòèâàõ Ôðåäãîëüìà, Ôàðêàøà, Ãåéëà, Æîðäàíà, Øòèìêå è äð. Áèáë. 21.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû òåîðåì îá àëüòåðíàòèâàõ (ñì., íàïðèìåð, [1] � [10]),
ïðèìåíÿâøèåñÿ â îñíîâíîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ, âûâîäà óñëîâèé
ýêñòðåìóìà â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè. Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ êîíñòðóêòèâíûå äîêàçà-
òåëüñòâà íîâûõ òåîðåì îá àëüòåðíàòèâàõ, îðèåíòèðîâàííûå íà ïîñòðîåíèå íîâûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìåòîäîâ. Ýòè äîêàçàòåëüñòâà äàþò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü íîðìàëüíûå ðåøåíèÿ
ñèñòåì ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ, íàõîäèòü íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà â
çàäà÷àõ ÍËÏ, ñòðîèòü ðàçäåëÿþùèå ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîèçâîäèòü êîððåêöèþ íåñîáñòâåí-
íûõ çàäà÷, êîíñòðóèðîâàòü íîâûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
è ò.ä.

Äëÿ çàäàííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñòðîèòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ ñèñòåìà, ðàçìåðíîñòü ïåðå-
ìåííûõ êîòîðîé ðàâíà ÷èñëó ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ â èñõîäíîé ñèñòåìå (èñêëþ÷àÿ îãðà-
íè÷åíèÿ íà çíàê ïåðåìåííûõ). Ìåòîä ðåøåíèÿ èñõîäíîé ðàçðåøèìîé ñèñòåìû ñîñòîèò â
ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè àëüòåðíàòèâíîé íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû. Ïî ðåçóëüòàòàì ýòîé ìè-
íèìèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ íîðìàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (ðåøåíèå ñ ìèíèìàëü-
íîé åâêëèäîâîé íîðìîé). Áëàãîäàðÿ ðàçëè÷èþ ðàçìåðíîñòåé ïåðåìåííûõ àëüòåðíàòèâíûõ
ñèñòåì ïåðåõîä îò èñõîäíîé ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ê ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè àëüòåðíàòèâ-
íîé íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà öåëåñîîáðàçíûì. Ýòà ðåäóêöèÿ ìîæåò
ïðèâåñòè ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ïî ïåðåìåííûì ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè è äàåò âîçìîæíîñòü
ïîëó÷èòü íîðìàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû.

Èç ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóþò ìíîãèå èçâåñòíûå
òåîðåìû îá àëüòåðíàòèâàõ (Ôðåäãîëüìà, Ôàðêàøà, Ãåéëà, Æîðäàíà, Øòèìêå è äð.). Íî
àâòîðû ñ÷èòàþò, ÷òî ãëàâíûì â ñòàòüå ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû, îòêðûâàþùèå íîâûå âû÷èñ-
ëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ òåîðåì îá àëüòåðíàòèâàõ. Ñ èõ ïîìîùüþ â ðàçä. 2

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 01-01-00804), ïî ïðîãðàììå ãîñó-
äàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (êîä ïðîåêòà 00-15-96080) è ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé
ïîääåðæêå Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå�
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ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ, íàõîäÿùèé
íîðìàëüíîå ðåøåíèå, â ðàçä. 3 ñóùåñòâåííî óïðîùåíû ðàñ÷åòû â ìåòîäå íàèñêîðåéøåãî
ñïóñêà, â ðàçä. 4 ïîëó÷åíû ïðîñòûå ôîðìóëû êîððåêöèè íåñîáñòâåííûõ ñèñòåì, â ðàçä. 7
íàéäåíû ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé, à òàê-
æå ïîñòðîåíû íîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñì. [17]).

Ïðèâåäåííûå â ýòîé ñòàòüå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâåííî îïèðàþòñÿ íà òåîðèþ
äâîéñòâåííîñòè. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ðåçóëüòàòîâ àâòîðîâ (ñì.
[16] � [19]). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì îá àëüòåðíàòèâàõ, îñíîâàííîå íà ìèíèìèçàöèè íåâÿçîê
ñèñòåì, âïåðâûå áûëî ïðåäëîæåíî â [5]. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû [8] è [20, 21], â êîòîðûõ
òåîðåìû îá àëüòåðíàòèâàõ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÒÅÎÐÅÌÛ

Ïóñòü A (ìàòðèöà m× n) çàäàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
.

Çäåñü ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû A11, A12, A21, A22 èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìåðû: m1×n1,
m1×n2, m2×n1, m2×n2. Ïóñòü âåêòîðû x ∈ Rn, z, u, b ∈ Rm èìåþò ðàçáèåíèå x> = [x>1 , x>2 ],
z> = [z>1 , z>2 ], u> = [u>1 , u>2 ], b> = [b>1 , b>2 ], ãäå x1 ∈ Rn1 , x2 ∈ Rn2 , n = n1+n2, z1, u1, b1 ∈ Rm1 ,
z2, u2, b2 ∈ Rm2 , m = m1 + m2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà A è âåêòîð b íåíóëåâûå.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ìíîæåñòâà Πx =
{
[x1, x2] : x1 ∈ Rn1

+ , x2 ∈ Rn2
}
, Πz = {[z1, z2] :

z1 ∈ Rm1
+ , z2 ∈ Rm2

}
, Πu =

{
[u1, u2] : u1 ∈ Rm1

+ , u2 ∈ Rm2
}
. Îïðåäåëèì âåêòîð w ∈ Rn+1,

ïðåäñòàâèìûé â âèäå w> = [w>
1 , w>

2 , w3], ãäå w1 ∈ Rn1 , w2 ∈ Rn2 , w3 ∈ R1, è âñïîìîãàòåëüíîå
ìíîæåñòâî Πw = {[w1, w2, w3] : w1 ∈ Rn1

+ , w2 ∈ Rn2 , w3 ∈ R1}. Âûðàæåíèå ‖a‖ îáîçíà÷àåò
åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðà a, à âûðàæåíèå ‖a‖1 =

n∑
i=1

|ai| � ïåðâàÿ íîðìà âåêòîðà a ∈ Rn.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ

A11x1 + A12x2 ≥ b1, A21x1 + A22x2 = b2, x1 ≥ 0n1 . (I)

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî â çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ î ìèíèìèçàöèè c>x, ãäå c = 0n. Äëÿ ýòîé çàäà÷è âûïèøåì äâîéñòâåííóþ,
â êîòîðîé èùåòñÿ ìàêñèìóì b>u íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå, îïðåäåëÿåìîì ëèíåéíîé ñè-
ñòåìîé ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ

A>
11z1 + A>

21z2 ≤ 0n1 , A>
12z1 + A>

22z2 = 0n2 , z1 ≥ 0m1 . (I)′

Ñèñòåìó (I)′ íàçîâåì ñîïðÿæåííîé ê ñèñòåìå (I).
Çàäàäèì ñèñòåìó

A>
11u1 + A>

21u2 ≤ 0n1 , A>
12u1 + A>

22u2 = 0n2 , b>1 u1 + b>2 u2 = ρ, u1 ≥ 0m1 . (II)

Çäåñü ρ > 0 � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Óñëîâèå b>1 u1+b>2 u2 = ρ
èñêëþ÷àåò òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (I)′.

Äëÿ ñèñòåìû (II) ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

A11w1 + A12w2 − b1w3 ≥ 0m1 , A21w1 + A22w2 − b2w3 = 0m2 , w1 ≥ 0n1 . (II)′

Ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì (I), (I)′, (II) è (II)′ îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç X,Z,U ,
è W . Åñëè ñèñòåìû (I) èëè (II) ðàçðåøèìû, òî áóäåì, ñîîòâåòñòâåííî, ïèñàòü X 6= ∅ èëè
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U 6= ∅. Â îòëè÷èå îò (I) è (II), ñîïðÿæåííûå ñèñòåìû (I)′ è (II)′ âñåãäà èìåþò ðåøåíèÿ,
òàê êàê 0m ∈ Z è 0n+1 ∈ W . Èç âèäà ñèñòåìû (II) ñëåäóåò, ÷òî åñëè îíà ðàçðåøèìà èëè
íå ðàçðåøèìà ïðè íåêîòîðîì ρ = ρ1 > 0, òî ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíèòñÿ è ïðè ëþáîì äðóãîì
ρ = ρ2 > 0.

×åðåç pen (x,X) îáîçíà÷èì øòðàô, âû÷èñëåííûé â òî÷êå x ∈ Πx çà íàðóøåíèå óñëîâèÿ
x ∈ X. Ïî îïðåäåëåíèþ øòðàôíîé ôóíêöèè, åñëè x ∈ Πx, òî pen (x,X) = 0 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ X. Àíàëîãè÷íî ââåäåì îáîçíà÷åíèå pen (u, U). Åñëè u ∈ Πu, òî
pen (u, U) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u ∈ U .

Â êà÷åñòâå øòðàôîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðîâ íåâÿçîê ñèñòåì (I)
è (II), ò.å.

pen (x,X) =
[‖(b1 − A11x1 − A12x2)+‖2 + ‖b2 − A21x1 − A22x2‖2

]1/2
,

pen (u, U) =
[‖(A>

11u1 + A>
21u2)+‖2 + ‖A>

12u1 + A>
22u2‖2 + (ρ− b>1 u1 − b>2 u2)

2
]1/2

.

Çäåñü a+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü âåêòîðà a, ò.å. i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà a+ ñîâïàäàåò ñ
i-é êîìïîíåíòîé âåêòîðà a, åñëè îíà íåîòðèöàòåëüíà, è ðàâíà íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äëÿ ïðîâåðêè ðàçðåøèìîñòè òîé èëè èíîé ñèñòåìû è íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðåøåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîäû áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, ïðèìåíåííûå ê ëþáîé èç
ñëåäóþùèõ çàäà÷:

I1 = min
x∈Πx

[pen (x,X)]2 /2, (1)

I2 = min
u∈Πu

[pen (u, U)]2 /2. (2)

Ñòðîãî ãîâîðÿ, (1) è (2) íå ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, òàê êàê â íèõ
ïðèñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ íà çíàêè êîìïîíåíò âåêòîðîâ x1 è u1, îäíàêî ïîñêîëüêó áîëü-
øèíñòâî ìåòîäîâ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøèõ ìîäèôèêàöèé ìîãóò
ó÷èòûâàòü íàëè÷èå îãðàíè÷åíèé íà çíàê ïåðåìåííûõ, òî ñîõðàíèì çà (1) è (2) ýòîò òåðìèí.
Çàäà÷è (1) è (2) âñåãäà ðàçðåøèìû, òàê êàê êâàäðàòè÷íûå öåëåâûå ôóíêöèè îãðàíè÷åíû
ñíèçó íóëåì íà íåïóñòûõ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ Πx è Πu.

Äâå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ àëüòåðíàòèâíûìè, åñëè ðàçðåøèìà îäíà è òîëüêî îäíà èç
íèõ. Ðàçðåøèìîñòü èëè íåðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ñêàëÿðíîé âå-
ëè÷èíîé � ìèíèìàëüíîé íåâÿçêîé ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé èç ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) èëè (2).
Ïîýòîìó àëüòåðíàòèâíîñòü ñèñòåì ìîæíî îïðåäåëÿòü ÷åðåç ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷. Ïóñòü
x∗ ∈ Πx è u∗ ∈ Πu � ïðîèçâîëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ (1) è (2) ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. I1 =
= [pen (x∗, X)]2 /2 è I2 = [pen (u∗, U)]2 /2. Òîãäà äëÿ ñèñòåì (I) è (II) èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùàÿ

Ëåììà 1 (êðèòåðèé àëüòåðíàòèâíîñòè). Ñèñòåìû (I) è (II) àëüòåðíàòèâíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

pen (x∗, X) pen (u∗, U) = 0, pen (x∗, X) + pen (u∗, U) > 0. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ â (3) ñëåäóåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç
ñèñòåì (I) èëè (II) ðàçðåøèìà. Âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (3) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà èç ñèñòåì íåðàçðåøèìà. Âìåñòå îáà ñîîòíîøåíèÿ óòâåðæäàþò, ÷òî ñèñòåìû (I) è (II)
àëüòåðíàòèâíû.

Ëåììà 2. Ñèñòåìû (I) è (II) íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ðàçðåøèìû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ïóñòü ñóùåñòâóþò x∗ � ðåøåíèå ñèñòåìû

(I) è u∗ � ðåøåíèå ñèñòåìû (II). Òîãäà ïîäñòàâèì â (I) ðåøåíèå x∗ è ñêàëÿðíî óìíîæèì
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ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (I) íà u∗1, âòîðîå ðàâåíñòâî � íà u∗2. Ïîñëå ñëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ è
ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

x∗1
>(A>

11u
∗
1 + A>

21u
∗
2) + x∗2

>(A>
12u

∗
1 + A>

22u
∗
2) ≥ b>1 u∗1 + b>2 u∗2.

Ñîãëàñíî (II), ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà íåïîëîæèòåëüíà, à ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðîãî ïî-
ëîæèòåëüíà, òàê êàê A>

11u
∗
1+A>

21u
∗
2 ≤ 0n1 è b>1 u∗1+b>2 u∗2 = ρ > 0. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìû (I), (II) íå ìîãóò îäíîâðåìåííî áûòü ñîâìåñòíû, äëÿ íèõ âûïîë-
íåíî âòîðîå óñëîâèå â (3). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïåðâîå óñëîâèå èç (3) áóäåò äîêàçàíî íèæå â òåîðåìå 3. Ñðåäè àëüòåðíàòèâíûõ ê àëü-
òåðíàòèâíîé ñèñòåìå (II) ñîäåðæèòñÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à (I). Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà, àëü-
òåðíàòèâíàÿ ê (II), èìååò âèä

A11w1 + A12w2 − b1w3 ≥ 0m1 , A21w1 + A22w2 − b2w3 = 0m2 , ρw3 = ρ′, w1 ≥ 0n1 , (4)

ãäå ρ′ > 0 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó w3 = ρ′/ρ > 0. Ñäåëàâ â (4)
çàìåíó x1 = w1/w3, x2 = w2/w3, ïðèäåì ê èñõîäíîé ñèñòåìå (I).

Ââåäåì ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

Id
1 = max

z∈Z

{
b>z − ‖z‖2/2

}
, (5)

Id
2 = max

w∈W

{
ρw3 − ‖w‖2/2

}
. (6)

Â îòëè÷èå îò ñèñòåì (I), (II), êîòîðûå ìîãóò áûòü ñîâìåñòíû èëè íåñîâìåñòíû, çàäà÷è
(1), (2), (5), (6) âñåãäà èìåþò ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì çàäà÷è (5) è (6) èìåþò åäèíñòâåííûå
ðåøåíèÿ, òàê êàê â íèõ äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà Z è W íåïóñòû è ñòðîãî âîãíóòûå êâàä-
ðàòè÷íûå öåëåâûå ôóíêöèè îãðàíè÷åíû ñâåðõó (ñì. íèæå ôîðìóëó (32)).

Ôîðìàëüíî çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (1) è (2) íå èìåþò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà
è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íèõ íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîñòðîèòü äâîéñòâåííûå çàäà÷è. Òåì
íå ìåíåå ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîñòðîèòü èñêóññòâåí-
íûå îãðàíè÷åíèÿ è ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíûå çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äëÿ
êîòîðûõ îïðåäåëåíû äâîéñòâåííûå çàäà÷è.

Ëåììà 3. Äâîéñòâåííûìè ê çàäà÷àì (5) è (6) ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíè-
ìèçàöèè (1) è (2) ñîîòâåòñòâåííî. Çàäà÷è (1) è (2) ñâîäÿòñÿ ê ýêâèâàëåíòíûì çàäà÷àì
óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè ê (5)
è (6) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òðàäèöèîííûõ ïðåäñòàâëåíèé äâîé-
ñòâåííûõ çàäà÷ äëÿ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [6], [12] �
[14]).

Âòîðîå óòâåðæäåíèå íåñêîëüêî íåòðàäèöèîííî è îñíîâàíî íà äâóõøàãîâîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè çàäà÷ (1) è (2). Òàêîé ïðèåì áûë èñïîëüçîâàí â [14, 15].

Ââåäåì âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ y ∈ Rm, y> = [y>1 , y>2 ], ãäå y1 ∈ Rm1 ,
y2 ∈ Rm2 òàêîâû, ÷òî

y1 = b1 − A11x1 − A12x2, y2 = b2 − A21x1 − A22x2.

Òîãäà çàäà÷à (1) çàìåíÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷åé íà óñëîâíûé ìèíèìóì

I1 = min
[x,y]∈G

f(y), (7)
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ãäå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî G èìåþò âèä

f(y) = ‖(y1)+‖2/2 + ‖y2‖2/2,

G = {[x, y] : A11x1 + A12x2 + y1 = b1, A21x1 + A22x2 + y2 = b2, x ∈ Πx}.

Â îòëè÷èå îò ìíîæåñòâà X ìíîæåñòâî G âñåãäà íåïóñòî.
Äëÿ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (7) îïðåäåëèì âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëà-

ãðàíæà z ∈ Πz è âûïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x, y, z) = f(y) + z>1 (b1 − A11x1 − A12x2 − y1) + z>2 (b2 − A21x1 − A22x2 − y2).

Ïðåîáðàçóåì åå ê âèäó

L(x, y, z) = f(y)− x>1 (A>
11z1 + A>

21z2)− x>2 (A>
12z1 + A>

22z2) + z>1 (b1 − y1) + z>2 (b2 − y2). (8)

Ââåäåì äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ

F (z) = min
x ∈ Πx

min
y∈Rn

L(x, y, z) (9)

è ðàññìîòðèì äâîéñòâåííóþ ê (7) çàäà÷ó î íàõîæäåíèè

max
z∈Πz

F (z).

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å (9) èìåþò âèä

Lx1(x, y, z) = −A>
11z1 − A>

21z2 ≥ 0n1 , D(x1)(A
>
11z1 + A>

21z2) = 0n1 , x1 ≥ 0n1 , (10)

Lx2(x, y, z) = −A>
12z1 − A>

22z2 = 0n2 , (11)

Ly1(x, y, z) = (y1)+ − z1 = 0m1 , Ly2(x, y, z) = y2 − z2 = 0m2 . (12)

Çäåñü è íèæå ÷åðåç D(z) îáîçíà÷åíà äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé i-é äèàãîíàëüíûé
ýëåìåíò åñòü i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà z.

Ïðè z ∈ Πz èç (12) èìååì z = y. Ïîäñòàâèì ýòî ñîîòíîøåíèå â (8) è ïîòðåáóåì âûïîëíå-
íèÿ óñëîâèÿ z ∈ Z. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (9) è óñëîâèÿì (10), (11), äâîéñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä F (z) = b>z − ‖z‖2/2. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê çàäà÷å (5),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê (7) è, ìîæíî ñêàçàòü, ê (1). Èòàê, çàäà÷è áåçóñëîâíîé
ìèíèìèçàöèè (1) è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (5) ìîæíî íàçâàòü âçàèìíî äâîé-
ñòâåííûìè. Àíàëîãè÷íî, çàäà÷è (2) è (6) â óêàçàííîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè
äðóã ê äðóãó. Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ââåäåííûõ çàäà÷ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè î ðàâåíñòâå îïòèìàëüíûõ
çíà÷åíèé öåëåâûõ ôóíêöèé

I1 = Id
1 , I2 = Id

2 . (13)
Ïðîåêöèåé òî÷êè x̄ íà íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî X íàçîâåì òî÷êó x̄∗ ∈ X, áëè-

æàéøóþ ê òî÷êå x, ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è

J = min
x∈X

‖x̄− x‖ = ‖x̄− x̄∗‖. (14)

Áóäåì ïèñàòü x̄∗ = pr (x̄, X), ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x̄ äî ìíîæåñòâà X îáîçíà÷èì ÷åðåç
dist (x̄, X) = ‖x̄∗ − x̄‖.
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Òåîðåìà 1. Âñÿêîå ðåøåíèå x∗ çàäà÷è (1) îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z∗> =
= [z∗>1 , z∗>2 ] çàäà÷è (5) ïî ôîðìóëàì

z∗1 = (b1 − A11x
∗
1 − A12x

∗
2)+, z∗2 = b2 − A21x

∗
1 − A22x

∗
2, (15)

è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

‖z∗‖2 = b>z∗, (16)

z∗ ⊥ Ax∗, z∗ ⊥ (b− z∗), (17)
z∗ = pr (b, Z), ‖z∗‖ = pen (x∗, X), ‖b− z∗‖ = dist (b, Z), (18)

[pen (x∗, X)]2 + [dist (b, Z)]2 = ‖b‖2. (19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òî÷êå x∗ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà çàäà÷è
(1) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

−A>
11(b1 − A11x

∗
1 − A12x

∗
2)+ − A>

21(b2 − A21x
∗
1 − A22x

∗
2) ≥ 0n1 ,

D(x∗1)
[
A>

11(b1 − A11x
∗
1 − A12x

∗
2)+ + A>

21(b2 − A21x
∗
1 − A22x

∗
2)

]
= 0n1 , x∗1 ≥ 0n1 ,

A>
12(b1 − A11x

∗
1 − A12x

∗
2)+ + A>

22(b2 − A21x
∗
1 − A22x

∗
2) = 0n2 .

(20)

Â ôîðìóëàõ (20) ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

z∗1 = (b1 − A11x
∗
1 − A12x

∗
2)+, z∗2 = b2 − A21x

∗
1 − A22x

∗
2 (21)

è ïîêàæåì, ÷òî z∗> = [z∗>1 , z∗>2 ] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (5). Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ìèíèìóìà (20) çàïèøåì â âèäå

A>
11z

∗
1 + A>

21z
∗
2 ≤ 0n1 , A>

12z
∗
1 + A>

22z
∗
2 = 0n2 , (22)

D(x∗1)(A
>
11z

∗
1 + A>

21z
∗
2) = 0n1 x∗1 ≥ 0n1 . (23)

Èç (21) è (22) ñëåäóåò, ÷òî z∗ ∈ Z. Óìíîæèâ â (21) ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ñêàëÿðíî íà z∗1 ,
âòîðîå � íà z∗2 , ïîëó÷èì

‖z∗1‖2 = z∗>1 (b1 − A11x
∗
1 − A12x

∗
2)+ = z∗>1 (b1 − A11x

∗
1 − A12x

∗
2) =

= b>1 z∗1 − x∗>A>
11z

∗
1 − x∗>2 A>

12z
∗
1 ,

‖z∗2‖2 = z∗>2 (b2 − A21x
∗
1 − A22x

∗
2) = b>2 z∗2 − x∗>1 A>

21z
∗
2 − x∗>2 A>

22z
∗
2 .

Ñêëàäûâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, íàõîäèì

‖z∗‖2 = ‖z∗1‖2 + ‖z∗2‖2 = b>1 z∗1 + b>2 z∗2 − x∗>1 (A>
11z

∗
1 + A>

21z
∗
2)− x∗>2 (A>

12z
∗
1 + A>

22z
∗
2) =

= (b− Ax∗)>z∗ = b>z∗.
(24)

Â (24) ó÷òåíî, ÷òî, ñîãëàñíî (22) è (23), x∗>1 (A>
11z

∗
1+A>

21z
∗
2)+x∗>2 (A>

12z
∗
1+A>

22z
∗
2) = x∗>A>z∗ =

= 0. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ðàâåíñòâî (16) è ïîêàçàíî, ÷òî z∗>Ax∗ = 0, ò.å. âåêòîðû z∗ è
Ax∗ îðòîãîíàëüíû. Óñëîâèå (16) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå z∗>(z∗ − b) = 0, îòêóäà ñëåäóåò
ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå â (17).

Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (5) â âèäå

L(z, x) = b>z − ‖z‖2/2− x>1 (A>
11z1 + A>

21z2)− x>2 (A>
12z1 + A>

22z2) (25)
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è ïðèâåäåì óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà

Lz1(z, x) = b1 − z1 − A11x1 − A12x2 ≤ 0m1 , (26)

D(z1)(b1 − z1 − A11x1 − A12x2) = 0m1 , z1 ≥ 0m1 , (27)
Lz2(z, x) = b2 − z2 − A21x1 − A22x2 = 0m2 , (28)

Lx1(z, x) = −(A>
11z1 + A>

21z2) ≥ 0n1 , x1 ≥ 0n1 , D(x1)(A
>
11z1 + A>

21z2) = 0n1 , (29)

Lx2(z, x) = −(A>
12z1 + A>

22z2) = 0n2 . (30)
Ñðàâíèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà (21) � (23) äëÿ çàäà÷è (1) ñ

íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè (26) � (30) äëÿ çàäà÷è êâàä-
ðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (5). Åñëè â óñëîâèÿõ Êóíà�Òàêêåðà (26) � (30) â êà÷åñòâå
âåêòîðà x âçÿòü âåêòîð x∗, à â êà÷åñòâå z âåêòîð z∗, îïðåäåëÿåìûé â (21), òî (29), (30) ïåðå-
õîäÿò â (22), (23). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (21) îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå óñëîâèé
(26) � (28). Òàêèì îáðàçîì, ñåäëîâóþ òî÷êó [z∗, x∗] ôóíêöèè Ëàãðàíæà (25) ñîñòàâëÿþò
âåêòîð z∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (5) è âåêòîð x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1), ïðè÷åì ìåæäó ýòèìè
âåêòîðàìè èìååòñÿ ñâÿçü, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëàìè (15).

Èç (5), (13) è (16) ñëåäóåò

I1 = Id
1 = ‖z∗‖2/2 = [pen (x∗, X)]2/2. (31)

Îòñþäà ïîëó÷àåì âòîðîå óòâåðæäåíèå â (18).
Çàäà÷ó (5) ïðåîáðàçóåì ê ýêâèâàëåíòíûì çàäà÷àì

Id
1 = max

z∈Z

[−‖b− z‖2 + ‖b‖2/2
]

= ‖b‖2/2−min
z∈Z

‖b− z‖2/2. (32)

Òàê êàê z∗ � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5), òî ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî z∗ = pr (b, Z)
è ‖b − z∗‖ = dist (b, Z), ò.å. äîêàçàíû âñå óòâåðæäåíèÿ (18). Ñ ó÷åòîì (16) èìååì ‖z∗‖2+
+‖b− z∗‖2 = ‖b‖2, îòêóäà ñëåäóåò (19). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â òåîðåìå 1 óòâåðæäåíèå (16) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äâîéñòâåííîñòè çàäà÷ (1) è (5) (ñì.
(13)). Ôîðìóëû (15) ïîçâîëÿþò âûðàçèòü îïòèìàëüíûé âåêòîð z∗ â çàäà÷å (5) ÷åðåç îïòè-
ìàëüíûé âåêòîð x∗ çàäà÷è (1). Ïîëó÷åííûé èç (15) âåêòîð z∗ áóäåì íàçûâàòü âåêòîðîì
ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê. Èç (31) ñëåäóåò

Êðèòåðèé 1. Ñèñòåìà (I) ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð ìèíèìàëü-
íûõ íåâÿçîê z∗ ðàâåí íóëþ (çàäà÷à (5) èìååò íóëåâîå ðåøåíèå).

Âåêòîð x∗, óäîâëåòâîðÿþùèé íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ìèíèìóìà (20)
äëÿ çàäà÷è (1), íàçîâåì ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû (I). Åñëè ïñåâäîðåøåíèå x∗ ∈ X, òî
ýòîò âåêòîð x∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (I). Òàêàÿ òåðìèíîëîãèÿ ïðèíÿòà â ìåòîäå
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Àíàëîãè÷íî, ðåøåíèå u∗ çàäà÷è (2) íàçîâåì ïñåâäîðåøåíèåì ñè-
ñòåìû (II).

Àíàëèç çàäà÷ (2) è (6) àíàëîãè÷åí ïðèâåäåííîìó äëÿ çàäà÷ (1), (5), îäíàêî åñòü íåêî-
òîðûå îòëè÷èÿ. Ïîýòîìó îòíîñèòåëüíî çàäà÷ (2), (6) ïðèâåäåì òåîðåìó, àíàëîãè÷íóþ òåî-
ðåìå 1. Ïóñòü Â = [−A, b] � ìàòðèöà m× (n + 1), âåêòîð r ∈ Rn+1 èìååò âèä r> = [0>n , ρ].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü u∗> = [u∗>1 , u∗>2 ] � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2). Òîãäà ðåøåíèå
w∗> = [w∗>

1 , w∗>
2 , w∗

3] çàäà÷è (6) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå u∗ çàäà÷è (2) ïî ôîðìóëàì

w∗
1 = (A>

11u
∗
1 + A>

21u
∗
2)+, w∗

2 = A>
12u

∗
1 + A>

22u
∗
2, w∗

3 = ρ− b>1 u∗1 − b>2 u∗2 (33)
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è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

‖w∗‖2 = ρw∗
3, (34)

w∗ ⊥ Â>u∗, w∗ ⊥ (r − w∗), (35)
w∗ = pr (r,W ), ‖w∗‖ = pen (u∗, U), ‖r − w∗‖ = dist (r,W ), (36)

[pen (u∗, U)]2 + [dist (r,W )]2 = ‖r‖2, (37)
‖w∗‖ ≤ ρ, 0 ≤ w∗

3 ≤ ρ, ‖w∗
1‖2 + ‖w∗

2‖2 ≤ ρ2/4. (38)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à ñòðîãî âûïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (6) ÿâ-
ëÿåòñÿ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèè âåêòîðà [0>n , ρ] íà íåïóñòîå ìíîæåñòâî W , çàäàííîå
ñèñòåìîé ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ (II)′. Ýòà çàäà÷à âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå, è äëÿ íåå ñóùåñòâóåò âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà u ∈ Rn. Ïðèâåäåì ôóíêöèþ
Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (6):

L(w, u) = ρw3 − ‖w‖2/2− u>1 (b1w3 − A11w1 − A12w2)− u>2 (b2w3 − A21w1 − A22w2).

Äëÿ çàäà÷è (6) çàïèøåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè (óñëîâèÿ
Êóíà�Òàêêåðà), âû÷èñëåííûå â ñåäëîâîé òî÷êå [w∗, u∗]:

−w∗
1 + A>

11u
∗
1 + A>

21u
∗
2 ≤ 0n1 , D(w∗

1)(−w∗
1 + A>

11u
∗
1 + A>

21u
∗
2) = 0n1 , w∗

1 ≥ 0n1 , (39)

−w∗
2 + A>

12u
∗
1 + A>

22u
∗
2 = 0n2 , (40)

ρ− w∗
3 − b>1 u∗1 − b>2 u∗2 = 0, (41)

A11w
∗
1 + A12w

∗
2 − b1w

∗
3 ≥ 0m1 , D(u∗1)(A11w

∗
1 + A12w

∗
2 − b1w

∗
3) = 0m1 , u∗1 ≥ 0m1 , (42)

A21w
∗
1 + A22w

∗
2 − b2w

∗
3 = 0m2 . (43)

Èç óñëîâèé (39) � (41) ñëåäóåò, ÷òî w∗ ∈ W è âåêòîð w∗ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå u∗

çàäà÷è (2) ïî ôîðìóëàì (33). Ïîäñòàâëÿÿ èõ â óñëîâèÿ (42), (43), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøå-
íèÿì

A11(A
>
11u

∗
1 + A>

21u
∗
2)+ + A12(A

>
12u

∗
1 + A>

22u
∗
2)− b1(ρ− b>1 u∗1 − b>2 u∗2) ≥ 0m1 , u∗1 ≥ 0m1 ,

D(u∗1)
[
A11(A

>
11u

∗
1 + A>

21u
∗
2)+ + A12(A

>
12u

∗
1 + A>

22u
∗
2)− b1(ρ− b>1 u∗1 − b>2 u∗2)

]
= 0m1 ,

A21(A
>
11u

∗
1 + A>

21u
∗
2)+ + A22(A

>
12u

∗
1 + A>

22u
∗
2)− b2(ρ− b>1 u∗1 − b>2 u∗2) = 0m2 .

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè
çàäà÷è (2), âû÷èñëåííûìè â òî÷êå u∗. Èòàê, èç óñëîâèé Êóíà�Òàêêåðà è óñëîâèé îïòè-
ìàëüíîñòè çàäà÷è (2) ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìîòðåííîé ñåäëîâîé òî÷êå [w∗, u∗] âåêòîð w∗ �
ðåøåíèå çàäà÷è (6) è u∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (2).

Èç ðàâåíñòâà öåëåâûõ ôóíêöèé ïðÿìîé (6) è äâîéñòâåííîé (2) çàäà÷ ñ ó÷åòîì ñîîòíî-
øåíèé (33) ïîëó÷àåì (34).

Äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèé (35) � (37) ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîò-
íîøåíèé (17) � (19) â òåîðåìå 1.

Ïðè ‖w∗‖ 6= 0 èç (34) ñëåäóåò, ÷òî w∗
3 > 0. Ðàññìîòðèì (34) êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

îòíîñèòåëüíî w∗
3:

(w∗
3)

2 − ρw∗
3 + ‖w∗

1‖2 + ‖w∗
2‖2 = 0. (44)
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Èç òîãî, ÷òî ‖r‖ = ρ è âåêòîð w∗ � ïðîåêöèÿ r íà W , ñëåäóåò ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (38).
Âòîðàÿ îöåíêà â (38) ñëåäóåò èç óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà êâàäðàòíîãî
óðàâíåíèÿ w∗

3(ρ − w∗
3) = ‖w∗

1‖2 + ‖w∗
2‖2 ≥ 0, à òðåòüÿ � èç óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè

äåòåðìèíàíòà êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (44). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Êðèòåðèé 2. Ñèñòåìà (II) ðàçðåøèìà (íåðàçðåøèìà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

çàäà÷à (6) èìååò íóëåâîå (íåíóëåâîå) ðåøåíèå w∗.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü x∗ è u∗ � ïðîèçâîëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ (1) è (2) ñîîòâåòñòâåííî,

âåêòîðû ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê z∗ è w∗ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (15) è (33). Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ñèñòåìû (I) è (II) àëüòåðíàòèâíû, ò.å. ðàçðåøèìà îäíà è òîëüêî îäíà èç íèõ;

2) åñëè ñèñòåìà (I) íåñîâìåñòíà, òî íîðìàëüíîå ðåøåíèå ũ∗ ñèñòåìû (II) è âåêòîð
ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê z∗ ñèñòåìû (I) êîëëèíåàðíû è

ũ∗ = ρz∗/‖z∗‖2, z∗ = ρũ∗/‖|ũ∗‖2; (45)

3) åñëè ñèñòåìà (II) íåñîâìåñòíà, òî ñîñòàâëÿþùèå x̃∗> = [x̃∗>1 , x̃∗>2 ] íîðìàëüíîãî ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû (I) èìåþò âèä

x̃∗1 = w∗
1/w

∗
3, x̃∗2 = w∗

2/w
∗
3. (46)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìû (I)è (II) íå ìîãóò áûòü ñîâìåñòíû
îäíîâðåìåííî. Ïîêàæåì, ÷òî îäíà èç íèõ îáÿçàòåëüíî ñîâìåñòíà. Ðàññìîòðèì êàæäûé
ñëó÷àé îòäåëüíî.

Ïóñòü X = ∅, òîãäà pen (x∗, X) 6= 0. Îïðåäåëÿåìûé èç (15) âåêòîð z∗ ∈ Z òàêîâ, ÷òî
‖z∗‖ 6= 0. Óìíîæèì â ïåðâîé ôîðìóëå (45) ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü íà b, ó÷òåì (16), ïîëó÷èì
b>ũ∗ = ρ, ïîýòîìó ũ∗ ∈ U , ñëåäîâàòåëüíî, U 6= ∅. Ïîêàæåì, ÷òî ũ∗ åñòü íîðìàëüíîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (II), ò.å. ũ∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

min
u∈U

‖u‖2/2. (47)

Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (47)

L(u, x̂) = ‖u‖2/2 + x̂>1 (A>
11u1 + A>

21u2) + x̂>2 (A>
12u1 + A>

22u2) + x̂3(ρ− b>1 u1 − b>2 u2).

Äâîéñòâåííîé ê (47) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à

max
x̂1 ∈Rn1

+

max
x̂2 ∈Rn2

max
x̂3∈R1

[
ρx̂3 − ‖(b1x̂3 − A11x̂1 − A12x̂2)+‖2

2
− ‖b2x̂3 − A21x̂1 − A22x̂2‖2

2

]
. (48)

Ïðèâåäåì óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà, âû÷èñëåííûå â ñåäëîâîé òî÷êå [u∗, x̂∗], ãäå u∗> = [u∗>1 ,
u∗>2 ] � ðåøåíèå çàäà÷è (47) è x̂∗> = [x̂∗>1 , x̂∗>2 , x̂∗3] � ðåøåíèå çàäà÷è (48):

u∗1 + A11x̂
∗
1 + A12x̂

∗
2 − b1x̂

∗
3 ≥ 0m1 , D(u∗1)(u

∗
1 + A11x̂

∗
1 + A12x̂

∗
2 − b1x̂

∗
3) = 0, u∗1 ≥ 0m1 , (49)

u∗2 + A21x̂
∗
1 + A22x̂

∗
2 − b2x̂

∗
3 = 0m2 , (50)

A>
11u

∗
1 + A>

21u
∗
2 ≤ 0n1 , D(x̂∗1)(A

>
11u

∗
1 + A>

21u
∗
2) = 0n1 , x̂∗1 ≥ 0n1 (51)

A>
12u

∗
1 + A>

22u
∗
2 = 0n2 , (52)
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ρ− b>1 u∗1 − b>2 u∗2 = 0. (53)
Èç (49) è (50) ïîëó÷àåì, ÷òî u∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (47) � ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì x̂∗ çàäà÷è

(48) ñîîòíîøåíèÿìè

u∗1 = (b1x̂
∗
3 − A11x̂

∗
1 − A12x̂

∗
2)+, u∗2 = b2x̂

∗
3 − A21x̂

∗
1 − A22x̂

∗
2.

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, èç ðàâåíñòâ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé öåëåâûõ ôóíêöèé ïðÿìîé
(47) è äâîéñòâåííîé (48) çàäà÷ èìååì ‖u∗‖2 = ρx̂∗3. Òàê êàê U 6= ∅ è u∗ ∈ U , òî ‖u∗‖ 6= 0 â
ñèëó óñëîâèÿ b>u∗ = ρ > 0. Ïîýòîìó èìååì x̂∗3 > 0.

Ñäåëàâ â (49) � (52) çàìåíó

u∗ = x̂∗3z
∗, x̂∗1 = x̂∗3x

∗
1, x̂∗2 = x̂∗3x

∗
2

è ñîêðàòèâ ýòè âûðàæåíèÿ íà ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó x̂∗3, ïðèäåì ê óñëîâèÿì Êóíà�
Òàêêåðà (26) � (30) äëÿ çàäà÷è (5), âûïîëíåííûì â òî÷êå [z∗, x∗]. Ïîäñòàâèâ u∗ = x̂∗3z

∗ â
(53), ñ ó÷åòîì (16) ïîëó÷èì

ρ/x̂∗3 − b>z∗ = ρ/x̂∗3 − ‖z∗‖2.

Îòñþäà ïðè x̂∗3 = ρ/‖z∗‖2 ñëåäóåò, ÷òî u∗ = x̂∗3z
∗ = ρz∗/‖z∗‖2 = ũ∗, ò.å. íîðìàëüíîå ðåøåíèå

ñèñòåìû (II) âûðàæàåòñÿ ïî ïåðâîé ôîðìóëå â (45).
Èç ïåðâîé ôîðìóëû â (45) ñëåäóåò ρ = ‖ũ∗‖ ‖z∗‖, z∗ = ũ∗‖z∗‖2/ρ = ũ∗ρ2/(ρ‖ũ∗‖2) =

= ρũ∗/‖ũ∗‖2, ò.å. ïðèõîäèì êî âòîðîé ôîðìóëå â (45).
Ïóñòü òåïåðü U = ∅, òîãäà pen (u∗, U) 6= 0. Îïðåäåëÿåìûé èç (33) âåêòîð w∗ ∈ W òàêîâ,

÷òî ‖w∗‖ 6= 0. Ïðè ýòîì â ñèëó óñëîâèÿ (34) èìååì w∗
3 > 0. Èç óñëîâèé (42), (43) ñëåäóåò,

÷òî âåêòîð x∗ = [x∗1, x
∗
2] ñ êîìïîíåíòàìè

x∗1 = w∗
1/w

∗
3, x∗2 = w∗

2/w
∗
3 (54)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (I).
Ïóñòü x̃∗ � íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (I), ò.å. x̃∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

min
x∈X

‖z‖2. (55)

Ïðèâåäåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è:

L(x, µ) = ‖x‖2/2 + µ>1 (b1 − A11x1 − A12x2) + µ>2 (b2 − A21x1 − A22x2),

è óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà, âû÷èñëåííûå â ñåäëîâîé òî÷êå [x̃∗, µ∗], ãäå x̃∗> = [x̃∗>1 , x̃∗>2 ] �
ðåøåíèå çàäà÷è (55), µ∗> = [µ∗>1 , µ∗>2 ] � îïòèìàëüíûé âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â
çàäà÷å (55):

x̃∗1 − A>
11µ

∗
1 − A>

21µ
∗
2 ≥ 0n1 , D(x̃∗1)(x̃

∗
1 − A>

11µ
∗
1 − A>

21µ
∗
2) = 0n1 , x̃∗1 ≥ 0n1 ,

x̃∗2 − A>
12µ

∗
1 − A>

22µ
∗
2 = 0n2 ,

b1 − A11x̃
∗
1 − A12x̃

∗
2 ≤ 0m1 , D(µ∗1)(b1 − A11x̃

∗
1 − A12x̃

∗
2) = 0m1 , µ∗1 ≥ 0m1 ,

b2 − A21x̃
∗
1 − A22x̃

∗
2 = 0m2 .

Ýòè óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (55) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñîîòíîøåíèé (39), (40),
(42), (43), âõîäÿùèõ â óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (6), åñëè ñîîòíîøåíèÿ ðàçäåëèòü
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íà w∗
3 è îáîçíà÷èòü x∗1 = w∗

1/w
∗
3, x∗2 = w∗

2/w
∗
3, µ∗1 = u∗1/w

∗
3, µ∗2 = u∗2/w

∗
3. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó-

÷àåì, ÷òî âåêòîð x̃∗, îïðåäåëÿåìûé ñîñòàâëÿþùèìè (54), ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðåøåíèåì
ñèñòåìû (I). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èòàê, òåîðåìà 3 ñâîäèò âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (I) èëè (II) ê ðåøåíèþ çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè ëþáîé èç ýòèõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì åñëè íîðìà ìèíèìàëüíîé íåâÿçêè
îêàçàëàñü íåíóëåâîé, òî ýòà ñèñòåìà íåñîâìåñòíà è ïî ýòîé íåâÿçêå ïî ïðîñòûì ôîðìóëàì
íàõîäèòñÿ íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñîâìåñòíîé ñèñòåìû.

Åñëè â çàäà÷àõ (1) è (2) èñïîëüçîâàòü âçâåøåííûå íåâÿçêè, òî ââåäåííûå ïðè íåâÿçêàõ
êîýôôèöèåíòû äîëæíû áûòü ó÷òåíû â îáåèõ àëüòåðíàòèâíûõ ñèñòåìàõ è ôîðìóëû (45),
(46) ïðèãîäíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðìàëüíûõ ðåøåíèé â ýòèõ âèäîèçìåíåííûõ ñèñòåìàõ.

Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïðåäñòàâëåíèÿ àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû (II). Êàê ñëå-
äóåò èç ïðèâåäåííûõ òåîðåì, ñèñòåìà, àëüòåðíàòèâíàÿ ê (I), ïîëó÷àåòñÿ èç ñîïðÿæåííîé
ñèñòåìû (I)′ ïóòåì äîáàâëåíèÿ óñëîâèÿ, èñêëþ÷àþùåãî âîçìîæíîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (5). Íàïðèìåð, ìîæíî ïîòðåáîâàòü äëÿ ðåøåíèé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (I)′

âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ b>u > 0 (êàê â ëåììå Ôàðêàøà) ëèáî óñëîâèÿ b>u = 1 (êàê â òåîðåìå
Ãåéëà), è ò.ä. Åñëè â ñèñòåìå (I) îòñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâ, òî â òåîðåìå 3
íà ρ äîñòàòî÷íî íàëîæèòü óñëîâèå ρ 6= 0.

3. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈß ÍÀÈÑÊÎÐÅÉØÅÃÎ ÑÏÓÑÊÀ Â ÌÅÒÎÄÅ
ÂÎÇÌÎÆÍÛÕ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈÉ

Íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñèñòåìû, ÿâëÿþùèåñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñèñòåì
(I) è (II). Çà ýòèìè ñèñòåìàìè ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ (I) è (II), äîáàâëÿÿ èíäåêñû, óêàçû-
âàþùèå íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëîâ.

Ïóñòü íå ðàâåí íóëþ âåêòîð z∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (5). Ââåäåì íîðìèðîâàííûå âåêòîðû
zn = z/‖z∗‖ è z∗n = z∗/‖z∗‖. Îïðåäåëèì äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ

Zn = {zn ∈ Rm : zn ∈ Z, ‖zn‖ = 1},

ãäå Z � ñîïðÿæåííîå ìíîæåñòâî (I)′.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó:

I3 = max
zn∈Zn

b>zn. (56)

Òåîðåìà 4. Ïóñòü x∗ � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), z∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (5),
îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå (15); êðîìå òîãî, ‖z∗‖ 6= 0. Òîãäà ðåøåíèåì çàäà÷è (56) ÿâëÿåòñÿ
âåêòîð z∗n = z∗/‖z∗‖, ïðè÷åì

I3 = b>z∗n = ‖z∗‖. (57)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé öåëåâûõ ôóíêöèé âçàèìíî
äâîéñòâåííûõ çàäà÷ (1) è (5) ñëåäóåò, ÷òî

1/2 = max
zn∈Z

[
b>zn/‖z∗‖ − ‖zn‖2/2

]
.

Òàê êàê Zn ⊂ Z, òî èìååì

1

2
= max

zn∈Z

[
b>zn

‖z∗‖ −
‖zn‖2

2

]
≥ max

zn∈Zn

[
b>zn

‖z∗‖ −
‖zn‖2

2

]
= max

zn∈Zn

[
b>zn

‖z∗‖ −
1

2

]
.
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Îòñþäà ñëåäóåò
‖z∗‖ ≥ max

zn∈Zn

b>zn. (58)

Åñëè â êà÷åñòâå zn âçÿòü âåêòîð z∗/‖z∗‖, êîòîðûé ïðèíàäëåæèò äîïóñòèìîìó ìíîæå-
ñòâó Zn, òî ñîãëàñíî (16), íåðàâåíñòâî (58) ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à âèäà (56) âîçíèêàåò â ìåòîäå âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
ÍËÏ

min
p∈P

f(p), P = {p ∈ Rm : h(p) ≤ 0n1 , g(p) = 0n2}. (59)

Çäåñü f : Rm → R1, h : Rm → Rn1 , g : Rm → Rn2 , ôóíêöèè f(p), h(p), g(p) íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû, ìíîæåñòâî P íå ïóñòî, çàäà÷à (59) èìååò ðåøåíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôèêñèðîâàíà ïðîèçâîëüíàÿ äîïóñòèìàÿ òî÷êà p ∈ P . Ââåäåì âåêòîð
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà x ∈ Rn, x> = [x>1 , x>2 ], ãäå x1 ∈ Rn1

+ , x2 ∈ Rn2 , n = n1 + n2, è
îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(p, x) = f(p) + h>(p)x1 + g>(p)x2.

Ââåäåì óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè

xi
1h

i(p) = 0, 1 ≤ i ≤ n1. (60)

Êîìïîíåíòà hi(p) âåêòîðà h(p) íàçûâàåòñÿ àêòèâíîé â òî÷êå p ∈ P , åñëè hi(p) = 0. Â
ñèëó (60) âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà x1, ñîîòâåòñòâóþùèå íåàêòèâíûì êîìïîíåíòàì âåêòîðà
h(p), ðàâíû íóëþ. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà âõîäèò âåêòîð
h(p), âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî àêòèâíû. Ïðèâåäåì óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (59),
âû÷èñëåííûå â òî÷êå [p, x], ãäå p ∈ P :

Lp(p, x) = fp(p) + hp(p)x1 + gp(p)x2 = 0m, x1 ≥ 0n1 . (I)3

Ïðè ôèêñèðîâàííîì p ∈ P ýòè óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî x ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé ñèñòåìû (I).

Ââåäåì âåêòîð p ′ = p+ τz, ãäå τ � äëèíà øàãà, íàïðàâëåíèå ñïóñêà z ∈ Rm, ‖z‖ = 1. Â
çàäà÷å (59) ëèíåàðèçóåì öåëåâóþ ôóíêöèþ è ôóíêöèè, çàäàþùèå îãðàíè÷åíèÿ. Âåëè÷èíó
τ ñ÷èòàåì ìàëîé; îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé
çàäà÷å îòûñêàíèÿ íàïðàâëåíèÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà:

I4 = min
z∈ Ẑn

z>fp(p), Ẑn = {z ∈ Rm : h>p (p)z ≤ 0n1 , g>p (p)z = 0n2 , ‖z‖ = 1}. (61)

Åñëè çàäà÷à (61) èìååò ðåøåíèå z∗n è ïðè ýòîì I4 < 0, òî òàêîå íàïðàâëåíèå íàçîâåì
íàïðàâëåíèåì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå â ëèíåéíîì ïðè-
áëèæåíèè ìîæíî �óëó÷øèòü� òî÷êó p, âçÿâ íîâûé âåêòîð p ′. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì
øàãå τ âåêòîð p ′ îñòàåòñÿ â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå P è f(p ′) < f(p). Åñëè çàäà÷à (61) íå
èìååò òàêîãî ðåøåíèÿ, òî òî÷êó p íåâîçìîæíî ëîêàëüíî óëó÷øèòü.

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàíåå ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî h>p (p) =
= A>

21, g>p (p) = A>
22, −fp(p) = b2; îñòàëüíûå ïîäìàòðèöû ìàòðèöû A è âåêòîð b1 íóëåâûå.

Òîãäà ñèñòåìà (II), àëüòåðíàòèâíàÿ ê (I), çàïèøåòñÿ â âèäå

u>hp(p) ≤ 0>n1
, u>gp(p) = 0>n2

, −u>fp(p) = ρ > 0. (II)3
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Åñëè ñèñòåìà (I)3 ðàçðåøèìà, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 3 åå íîðìàëüíîå ðåøåíèå èìååò âèä
ũ∗ = ρz∗/‖z∗‖2, ãäå z∗ = −Lp(p, x

∗), è âåêòîð x∗ íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçóñëîâíîé
ìèíèìèçàöèè (1), êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

I1 = min
x1∈Rn1

+

min
x2∈Rn2

‖Lp(p, x)‖2/2. (62)

Íîðìèðóåì âåêòîð ũ∗, ïîëó÷èì ũ∗n = z∗/‖z∗‖ = z∗n. Âåêòîð z∗n ïðèíàäëåæèò Ẑn, è ñîãëàñ-
íî òåîðåìå 4 (ñì. ôîðìóëó (57)) èìååì I4 = −I3 = −‖z∗‖, ò.å. íàïðàâëåíèå z∗n ÿâëÿåòñÿ
íàïðàâëåíèåì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà â ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷å (61). Ýòî íàïðàâëåíèå ñó-
ùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà (I)3 ïðè ôèêñèðîâàííîì p ∈ P íå ìîæåò
áûòü ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà x1 ∈ Rn1

+ , x2 ∈ Rn2 çàäà÷è (59), ò.å.
I1 > 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà íåò íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü çà-
äà÷ó óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (61). Ýòî íàïðàâëåíèå íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçóñëîâ-
íîé ìèíèìèçàöèè (62).

Îòìåòèì, ÷òî òàêîé ïîäõîä îñîáåííî ýôôåêòèâåí, êîãäà n � êîëè÷åñòâî àêòèâíûõ
îãðàíè÷åíèé â òî÷êå p ∈ P � ìíîãî ìåíüøå ðàçìåðíîñòè âåêòîðà p, òàê êàê ìèíèìèçàöèÿ â
çàäà÷å (62) âåäåòñÿ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â òî÷êå p ′ ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ íàáîð àêòèâíûõ
îãðàíè÷åíèé, êîòîðûé ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç h(p).

4. ÇÀÄÀ×È ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈß È ÊÎÐÐÅÊÖÈÈ

Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Èç (16) ñëåäóåò,
÷òî âåêòîð íåâÿçêè z∗ îðòîãîíàëåí âåêòîðó b−z∗. Ïîýòîìó òðè òî÷êè: íà÷àëî êîîðäèíàò â
Rm, òî÷êè z∗ è b � îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî âåêòîð b îïðåäåëÿåò
ãèïîòåíóçó, âåêòîð z∗ � êàòåò äëèíîé, ðàâíîé pen (x∗, X), âåêòîð b − z∗ � âòîðîé êàòåò
äëèíîé dist (b, Z). Èç òåîðåìû Ïèôàãîðà ñëåäóåò (19). Ïóñòü b⊥ � ïðîåêöèÿ âåêòîðà b
íà ìíîæåñòâî Z. Òîãäà îðòîãîíàëüíûé ê íåìó âåêòîð b‖ = b − b⊥ îáðàçîâàí èç äâóõ
ñîñòàâëÿþùèõ: b

‖
1 = b1 − (b1 − A11x

∗
1 − A12x

∗
2)+ è b

‖
2 = A21x

∗
1 + A22x

∗
2. Èç (16), (17) ñëåäóåò,

÷òî äëÿ b⊥1 ⊥ b
‖
1 è b⊥2 ⊥ b

‖
2 ôîðìóëû (18) ïðèìóò âèä

z∗ = b⊥ = pr (b, Z), ‖b⊥‖ = pen (x∗, X), ‖b‖‖ = dist (b, Z). (63)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîîòíîøåíèÿ (16) è (19) ñòàíîâÿòñÿ ñîâåðøåííî î÷åâèäíûìè:
‖b⊥‖2 = ‖b⊥‖2, ‖b⊥‖2+‖b‖‖2 = ‖b‖2. Åñëè Z � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî b⊥ � ïðîåêöèÿ
âåêòîðà b‖ íà Z, à b‖ � ïðîåêöèÿ b íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê Z.

Àíàëîãè÷íî, â òåîðåìå 3 èìååì

w∗ = r⊥ = pr (r,W ), ‖r⊥‖ = pen (u∗, U), r‖ = r − r⊥, ‖r‖‖ = dist (r,W ). (64)

Èç òåîðåì 2 è 3, ôîðìóë (63) è (64) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ (3) êðèòåðèÿ àëüòåðíàòèâíîñòè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

‖b⊥‖‖r⊥‖ = ‖z∗‖‖w∗‖ = 0, ‖b⊥‖+ ‖r⊥‖ = ‖z∗‖+ ‖w∗‖ > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìû (I) è (II) àëüòåðíàòèâíû.
Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ‖z∗‖ ≤ ‖b‖, b>z∗ ≥ 0. Âåêòîð z∗ ëåæèò â ïîëóñôåðå ñ öåíòðîì

â íà÷àëå êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Rm è ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì ‖b‖, ïðè÷åì z∗ ëåæèò â òîé
ïîëîâèíå ñôåðû, ãäå âåêòîð z∗ îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ âåêòîðîì b. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû
r⊥ è r‖ ëåæàò â ñôåðå ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Rn+1.

13



Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (14) î ïðîåêòèðîâàíèè òî÷êè x̄ ∈ Rn íà íåïóñòîå ìíîæåñòâî X.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (I) åñòü ïðîåêöèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò íà
ìíîæåñòâî X: x̃∗ = pr (0n, X). Ñäåëàâ â (14) çàìåíó ïåðåìåííûõ y = x − x̄, ñâåäåì åå ê
çàäà÷å ïðîåêòèðîâàíèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò íà �ñäâèíóòîå� ìíîæåñòâî

X̄ = {y ∈ Rn : A11y1 + A12y2 ≥ b̄1, A21y1 + A22y2 = b̄2, y1 ≥ −x̄1}, (65)

ãäå b̄1 = b1 − A11x̄1 − A12x̄2 è b̄2 = b2 − A21x̄1 − A22x̄2.
Çàäà÷à (14) ïðèìåò âèä

J = min
y∈X̄

‖y‖ = ‖y∗‖ = ‖ pr (0n, X̄)‖. (66)

Ìåæäó ðåøåíèÿìè çàäà÷ (14) è (66) åñòü ïðîñòàÿ ñâÿçü:

x̄∗ = pr (x̄, X) = x̄ + y∗. (67)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè U 6= ∅, òî íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (II) åñòü
ũ∗ = pr (0m, U) è

ū∗ = pr (ū, U) = ū + v∗, (68)
ãäå v∗ = pr (0n, Ū), Ū = {v ∈ Rm : A>

11v1 + A>
21v2 ≤ d1, A>

12v1 + A>
22v2 = d2, b>1 v1 + b>2 v2 =

= d3, v1 ≥ ū1} è d1 = −A>
11ū1 − A>

21ū2, d2 = −A>
12ū1 − A>

22ū2, d3 = ρ− b>1 ū1 − b>2 ū2.
Â [11, 12] ñòàâÿòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé êîððåêöèè ëèíåéíûõ íåñîâìåñòíûõ (íåñîá-

ñòâåííûõ) ñèñòåì. Ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå (I) ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè òàêîãî âåêòîðà
b̃, ÷òîáû ïðè çàìåíå âåêòîðà b íà b − b̃ íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà (I) ñòàíîâèëàñü ñîâìåñòíîé
(ñîáñòâåííîé) è ïðè ýòîì åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà b̃ áûëà ìèíèìàëüíà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü x∗ � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), z∗ � âåêòîð ìèíèìàëüíûõ
íåâÿçîê, âû÷èñëåííûé â òî÷êå x∗. Òîãäà îïòèìàëüíàÿ êîððåêöèÿ ñèñòåìû (I) ñîñòîèò
â çàìåíå âåêòîðà b íà âåêòîð b− z∗. Ïñåâäîðåøåíèå x∗ ñèñòåìû (I) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñêîððåêòèðîâàííîé ñèñòåìû

A11x1 + A12x2 ≥ b1 − z∗1 , A21x1 + A22x2 = b2 − z∗2 , x1 ≥ 0n1 . (69)

Ñîãëàñíî (63), ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà z∗ ïðåäñòàâèìû â âèäå z∗1 = b⊥1 , z∗2 = b⊥2 ; òîãäà
b
‖
1 = b1 − b⊥1 , b

‖
1 ≤ b1, b

‖
2 = b2 − b⊥2 è (69) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A11x1 + A12x2 ≥ b
‖
1, A21x1 + A22x2 = b

‖
2, x1 ≥ 0n1 . (70)

Ïðè çàìåíå b íà b‖ àëüòåðíàòèâíàÿ ñèñòåìà (II) ñòàíîâèòñÿ íåñîâìåñòíîé è ðåøåíèå çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè åå íåâÿçêè ñîãëàñíî òåîðåìå 3 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íîðìàëüíîå ðåøåíèå
x̃∗ ñêîððåêòèðîâàííîé ñèñòåìû (70). Èòàê, êîððåêöèÿ íåñîâìåñòíîé çàäà÷è (I) è íàõî-
æäåíèå íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñêîððåêòèðîâàííîé ñèñòåìû (70) ñîñòîèò â ðåøåíèè äâóõ
çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè â Rn è Rm. Äëÿ íàõîæäåíèÿ m-ìåðíîãî âåêòîðà b̃ = z∗

ñ ìèíèìàëüíîé åâêëèäîâîé íîðìîé ðåøàåòñÿ çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (1) ñ n
ïåðåìåííûìè, à äëÿ íàõîæäåíèÿ n-ìåðíîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà x̃∗ � ðåøåíèÿ ñêîððåê-
òèðîâàííîé ñèñòåìû (70) � ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (1) ñ n
ïåðåìåííûìè.

Ìîæíî ïðåäëîæèòü èíîé ñïîñîá êîððåêöèè íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû (I), ïðè êîòîðîì
âìåñòî ïðèâåäåííûõ äâóõ çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ðåøàåòñÿ òîëüêî îäíà çàäà÷à
áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå Rm. Çàäà÷ó êîððåêöèè ñèñòåìû (I) ñ îäíîâðå-
ìåííûì íàõîæäåíèåì ðåøåíèÿ ïðåäñòàâèì êàê çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ
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ñîâìåñòíîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû (I) ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ b̃1 ∈ Rm1

+ , b̃2 ∈ Rm2 :

A11x1 + A12x2 + b̃1 ≥ b1, A21x1 + A22x2 + b̃2 = b2, x1 ≥ 0n1 , b̃1 ≥ 0m1 . (71)

Ýòà ñèñòåìà âñåãäà ñîâìåñòíà. Ïîýòîìó àëüòåðíàòèâíàÿ ê íåé ñèñòåìà âñåãäà íåñîâìåñòíà
è èìååò âèä

A>
11u1 + A>

21u2 ≤ 0n1 , A>
12u1 + A>

22u2 = 0n2 , u1 ≤ 0m1 , u2 = 0m2 ,

b>1 u1 + b>2 u2 = ρ > 0, u1 ≥ 0m1 .

Ðåøèâ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè ýòîé àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû

min
u1∈Rm1

+

min
u2∈Rm2

‖(A>
11u1 + A>

21u2)+‖2 + ‖A>
12u1 + A>

22u2‖2 + ‖u1‖2 + ‖u2‖2 + (ρ− b>1 u1 − b>2 u2)
2

2
,

â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (46) ïîëó÷èì íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (71):

x̃∗1 =
(A>

11u
∗
1 + A>

21u
∗
2)+

w∗
3

, x̃∗2 =
A>

12u
∗
1 + A>

22u
∗
2

w∗
3

,

b̃∗1 = u∗1/w
∗
3, b̃∗2 = u∗2/w

∗
3, w∗

3 = ρ− b>1 u∗1 − b>2 u∗2.

5. ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà â (I) è (II) îòñóòñòâóþò íåðàâåíñòâà. Òîãäà ñèñòåìà
(I), îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî X, èìååò âèä

Ax = b, (I)5

à àëüòåðíàòèâíàÿ ñèñòåìà, îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî U , çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

A>u = 0n, b>u = ρ 6= 0.

Ýòó ñèñòåìó óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå

Â>u = r, (II)5

ãäå Â = [−A, b] è r> = [0>n , ρ], ρ 6= 0.
Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà: âñåãäà ðàçðåøèìà îäíà è òîëüêî îäíà

ñèñòåìà: ëèáî (I)5, ëèáî (II)5.
Âåêòîð b ðàçëîæèì â ñóììó îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ: b = b‖ + b⊥, ãäå b‖ = pr (b, im A),

b⊥ = (b, ker A>), Z = ker A>. Åñëè ‖b⊥‖ = 0, òî X 6= ∅ è U = ∅. Åñëè ‖b⊥‖ 6= 0, òî X = ∅ è
U 6= ∅.

Äëÿ âûÿâëåíèÿ ðàçðåøèìîñòè òîé èëè èíîé ñèñòåìû è îäíîâðåìåííîãî íàõîæäåíèÿ
ðåøåíèÿ ðàçðåøèìîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî íàéòè õîòÿ áû îäèí âåêòîð x∗ èëè u∗, ðåøèâ
ëþáóþ èç ñëåäóþùèõ çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè:

min
x∈Rn

‖b− Ax‖2

2
=
‖b− Ax∗‖2

2
, min

u∈Rm

‖r − Â>u‖2

2
=
‖r − Â>u∗‖2

2
. (72)

Ýòè çàäà÷è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïðèìåíåííûé, ñî-
îòâåòñòâåííî, ê ñèñòåìàì (I)5 è (II)5. Èç òåîðåì 1 � 3 ïîëó÷èì z∗ = b − Ax∗, w∗> =
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= [w∗>
2 , w∗

3] = [r− Â>u∗‖>, w∗
2 = A>u∗, w∗

3 = ρ− b>u∗. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ìèíèìóìà â çàäà÷àõ (72), îáû÷íî íàçûâàåìûå �íîðìàëüíûìè óðàâíåíèÿìè�, èìåþò âèä

A>(b− Ax∗) = 0n, Â(r − Â>u∗) = 0m. (73)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû z∗ = b⊥ ∈ ker A> è w∗ = r⊥ ∈ ker Â. Âåêòîðû x∗, u∗, óäîâëå-
òâîðÿþùèå (73), ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîðåøåíèÿìè ñèñòåì (I)5 è (II)5 ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè ‖b⊥‖ = 0, òî X 6= ∅, U = ∅, b = b‖, z∗ = 0m, w∗
3 6= 0 è íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû

(I)5 âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé
x̃∗ = A>u∗/(ρ− b>u∗), (74)

ãäå u∗ � ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû (II)5. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôîðìóëó â (I)5, ïîñëå ïðîñòûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

(AA> + bb>)u∗ = ρb. (75)
Åñëè ‖b⊥‖ 6= 0, òî X = ∅, U 6= ∅ è íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (II)5 ïðåäñòàâèìî â

âèäå
ũ∗ = ρ(b− Ax∗)/‖b− Ax∗‖2, (76)

ãäå x∗ � ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû (I)5. Ñèñòåìà (I)5, ñêîððåêòèðîâàííàÿ ïî âòîðîé ôîðìóëå
â (69), ïðåäñòàâèìà â âèäå Ax = Ax∗ = b‖. Åå íîðìàëüíîå ðåøåíèå x∗ îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå (74), â êîòîðîé b = b‖, à u∗ íàõîäèòñÿ èç âòîðîé çàäà÷è â (72) ïðè b = b‖. Åñëè ó
ìàòðèöû A ðàíã ðàâåí n, òî ñêîððåêòèðîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗,
êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ åå íîðìàëüíûì ðåøåíèåì x̃∗.

Íèæå ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðàíã ìàòðèöû A ðàçìåðà m×n áûë ìàêñèìàëüíûì. ×åðåç A+

îáîçíà÷èì (n × m)-ìàòðèöó, ïñåâäîîáðàòíóþ ê A. Ðàññìîòðèì äâà ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿ,
êîãäà çàäà÷è (1), (2), (5), (6) ðåøàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü rank A = m.
Òîãäà n ≥ m, X 6= ∅, ‖b⊥‖ = 0 è U = ∅, A+ = A>(AA>)−1, AA+ = Im, ñòðîêè

ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû, (A>)‖ = A+A � ìàòðèöà n×n ïðîåêòèðîâàíèÿ íà im A>,
In − (A>)‖ = (A>)⊥ � ìàòðèöà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ker A. Ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà�Êàïåëëè
rank A = rank Â < rank [Â>, r] = m + 1. Íîðìàëüíîå ðåøåíèå x̃∗ ñèñòåìû (I)5 ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ:

x̃∗ = A+b = A>(AA>)−1b = pr (0n, X) = (A>)‖x, (77)

ãäå x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç X.
Ìàòðèöà Â> èìååò êîëè÷åñòâî ñòðîê áîëüøåå, ÷åì êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ. Ïîýòîìó

(Â>)+ = (ÂÂ>)−1Â, (Â>)+Â> = Im, (Â>)‖ = Â>(Â>)+ � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà
n + 1 ïðîåêòèðîâàíèÿ íà im Â>, (Â>)⊥ = In+1− (Â>)‖. Ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû (II)5 çàïè-
øåòñÿ â âèäå

u∗ = (Â>)+r = (ÂÂ>)−1Âr. (78)
Âåêòîð u∗ óäîâëåòâîðÿåò ñêîððåêòèðîâàííîé ñèñòåìå Â>u∗ = r‖, ãäå r‖ � ïðîåêöèÿ âåêòîðà
r íà ïîäïðîñòðàíñòâî im Â>:

r‖ = pr (r, im Â>) = (Â>)‖r = Â>(ÂÂ>)−1Âr.

Âåêòîð w∗ � ïðîåêöèÿ r íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ker Â ê ïîäïðîñòðàíñòâó im Â>.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå ðÿäà î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

w∗ = (Â>)⊥r = r⊥.
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Îïðåäåëèì êâàäðàòíóþ ïîðÿäêà m íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó Φ = (ÂÂ>)−1 = (AA>+
+bb>)−1; òîãäà èç (78) ñëåäóåò

u∗ = ρΦb. (79)
Ýòà ôîðìóëà ñëåäóåò òàêæå è èç (75), åñëè â (75) ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìàòðèöà Φ ñóùå-
ñòâóåò. Ïîäñòàâëÿÿ (79) â ôîðìóëó (74), ïîëó÷àåì

x̃∗ = A>Φb/(1− b>Φb). (80)

Òàê êàê íîðìàëüíîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî, òî ìîæíî ïðèðàâíÿòü âûðàæåíèÿ (77) è
(80). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî

A>Φb/(1− b>Φb) = A>(AA>)−1b. (81)

Ñ ïîìîùüþ îïòèìàëüíîãî âåêòîðà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà µ∗ ∈ Rm â çàäà÷å íàõîæäå-
íèÿ íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñîâìåñòíîé ñèñòåìû (I)5 ïðåäñòàâèì (77) â âèäå

x̃∗ = A>µ∗, µ∗ = (AA>)−1b. (82)

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (80) èìååì
µ∗ = Φb/(1− b>u∗). (83)

Èç (82) è (83) ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

Φb = (1− b>Φb)(AA>)−1b. (84)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû AA>. Òàê êàê rank A =
= m, òî γ > 0 è èç (82) ïîëó÷èì

γ‖µ∗‖2 ≤ ‖x̃∗‖2 = µ∗>AA>µ∗ = µ∗>b ≤ ‖b‖‖µ∗‖,
‖µ∗‖ ≤ ‖b‖/γ, ‖x̃∗‖ ≤ ‖b‖/√γ.

(85)

Ïóñòü âåêòîð x̄∗ � ïðîåêöèÿ x̄ íà X. Òîãäà èç (67) èìååì x̄∗ − x̄ = pr (0n, X̄). Ñîãëàñ-
íî (65), ìíîæåñòâî X̄ ïðåäñòàâèìî â âèäå X̄ = {y ∈ Rn : Ay = b̄}, ãäå b̄ = b − Ax̄. Âìåñòå
ñ òåì pr (0n, X̄) � âåêòîð èç X̄ ñ íàèìåíüøåé åâêëèäîâîé íîðìîé, ïîýòîìó, êàê â (77),
ïîëó÷èì

x̄∗ − x̄ = A>(AA>)−1b̄. (86)
Àíàëîãè÷íî (82), (85) èìååì

x̄∗ = A+b̄ = A>µ̄∗, µ̄∗ = (AA>)−1b̄,

γ‖µ̄∗‖2 ≤ ‖x̄∗‖2 = µ̄∗>AA>µ̄∗ = µ̄∗>b̄ ≤ ‖µ̄∗‖‖b̄‖, ‖µ̄∗‖ ≤ ‖b̄‖/γ,

dist (x̄, X) = ‖x̄∗ − x̄‖ = (µ̄>b̄)1/2 ≤ ‖b̄‖/√ γ = pen (x̄, X)/
√

γ.

(87)

Ôîðìóëû (86) è (87) çàïèñûâàþòñÿ îñîáåííî ïðîñòî, åñëè m = 1, â ýòîì ñëó÷àå b ∈ R1,
ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíîé âåêòîð-ñòðîêîé a>. Ôîðìóëà (86) çàäàåò ïðîåêöèþ âåêòîðà
x̄ íà ïëîñêîñòü a>x = b, ôîðìóëà (87) îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå îò x̄ äî ýòîé ïëîñêîñòè, ò.å.

x̄∗ = x̄ + a(b− a>x̄)/‖a‖2, dist (x̄, X) = | b− a>x̄|/‖a‖. (88)

Åñëè x̄ = 0n, òî x̄∗ = ab/‖a‖2, ‖x̃∗‖ = | b|/‖a‖.
Ñëó÷àé 2. Ïóñòü rank A = n.
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Òîãäà n ≤ m. Ïóñòü U 6= ∅, ‖b⊥‖ = 0, òîãäà X = ∅. Òàê êàê ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî
íåçàâèñèìû, òî A+ = (A>A)−1A>, A+A = In, A‖ = AA+ � ìàòðèöà m×m ïðîåêòèðîâàíèÿ
íà im A, Im−A‖ = A⊥ � ìàòðèöà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà îðòîãîíàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ò.å.
íà ker A>. Èç òåîðåìû Êðîíåêåðà�Êàïåëëè ñëåäóåò, ÷òî rank Â = n + 1. Ïñåâäîðåøåíèå
ñèñòåìû (I)5 è íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (II)5 çàïèøóòñÿ â âèäå

x∗ = A+b, A+ = (A>A)−1A>, ũ∗ = Â(Â>Â)−1r = pr (0m, U) = (Â)‖u, (89)

ãäå u ∈ U . Âåêòîð x∗ óäîâëåòâîðÿåò ñêîððåêòèðîâàííîé ñîâìåñòíîé ñèñòåìå Ax∗ = b‖, ãäå
b‖ = pr (b, im A) = A(A>A)−1A>b � ïðîåêöèÿ âåêòîðà b íà ïîäïðîñòðàíñòâî im A. Âåêòîð
z∗ � ïðîåêöèÿ âåêòîðà b íà ker A> � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê im A. Äåéñòâèòåëüíî,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî z∗ = A⊥b = b⊥.

Â (89) ìàòðèöà Â>Â êâàäðàòíàÿ ïîðÿäêà n+1, íåâûðîæäåííà è ïðåäñòàâèìà â áëî÷íîì
âèäå:

Â>Â =

[
A>A −A>b
−b>A b>b

]
.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ôðîáåíèóñà îïðåäåëèì îáðàòíóþ ìàòðèöó è èç (89) ïîëó÷èì

(Â>Â)−1r = ρβ

[ −HA>b
1 + βb>AHA>b

]
,

ũ∗ = βρ
[
(1 + βb>AHA>b)b− AHA>b

]
,

(90)

ãäå β = 1/‖b‖2, H = (A>A− βA>bb>A)−1 � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ïðèðàâíèâàÿ
ôîðìóëû äëÿ ũ∗ èç (76) è (90), ïîëó÷àåì âòîðîå ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî:

[
Im − A(A>A)−1A>]

b

‖[Im − A(A>A)−1A>] b‖2 = β
[
(1 + βb>AHA>b)b− AHA>b

]
. (91)

Ïîñëå òîãî êàê ìàòðè÷íûå òîæäåñòâà (81), (84) è (91) óñòàíîâëåíû, èõ ñïðàâåäëèâîñòü
ìîæíî äîêàçàòü è íåïîñðåäñòâåííî, áåç ïðèâëå÷åíèÿ òåîðåì 1 � 3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç η íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû Â>Â, òîãäà èç (89) ñëå-
äóåò

ũ∗ = Âξ∗, ξ∗ = (Â>Â)−1r,

η‖ξ∗‖2 ≤ ‖ũ∗‖2 = ξ∗>Â>Âξ∗ ≤ ξ∗>r ≤ ‖ξ∗‖/ρ,

‖ξ∗‖ < 1/(ρη), ‖ũ∗‖ ≤ 1/(ρ
√

η),

dist (ū, U) = ‖ū∗ − ū‖ ≤ ‖r − Â>ū‖/√η.

(92)

Èñïîëüçóÿ (68) è ïîñëåäíþþ ôîðìóëó â (89), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïðîåêöèè âåê-
òîðà ū íà íåïóñòîå ìíîæåñòâî U :

ū∗ = pr (ū, U) = ū + pr (0m, Ū) = ū + Â(Â>Â)−1r.

6. ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ

Ïóñòü ñèñòåìà, îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî X, èìååò âèä

Ax ≥ b, (I)6

ãäå A � ìàòðèöà m× n, b ∈ Rm, ‖b‖ 6= 0. Àëüòåðíàòèâíàÿ ñèñòåìà, îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæå-
ñòâî U , çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Â>u = r, u ≥ 0m, (II)6
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ãäå, êàê è â ðàçä. 5, ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà èìååò âèä Â = [−A, b] è r> = [0>m, ρ], ρ > 0.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, ñîâìåñòíà îäíà è òîëüêî îäíà èç ñèñòåì (I)6 èëè (II)6. Ýòî óòâåð-

æäåíèå äëÿ ρ = 1 èçâåñòíî êàê òåîðåìà Ãåéëà.
Ââåäåííûå ðàíåå ìíîæåñòâà ïðèíèìàþò âèä

Z = {z ∈ Rm
+ , A>z = 0n}, W = {w ∈ Rn+1 : Âw ≤ 0m},

X̄ = {y ∈ Rn : Ay = b̄ = b− Ax̄}, Ū = {v ∈ Rm : Â>v = r̄ = r − Â>ū},
pen (x,X) = ‖(b− Ax)+‖, pen (u, U) = ‖r − Â>u‖.

Âåêòîðû x∗, u∗ îïðåäåëÿþòñÿ èç çàäà÷

min
x∈Rn

‖(b− Ax)+‖2

2
=
‖(b− Ax∗)+‖2

2
, min

u∈Rm

+

‖r − Â>u‖2

2
=
‖r − Â>u∗‖2

2
. (93)

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷àõ (93) èìåþò âèä

A>(b− Ax∗)+ = 0n, Â(r − Â>u∗) ≤ 0m, D(u∗)
[
Â(r − Â>u∗)

]
= 0m, u∗ ≥ 0m.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê z∗ ∈ Z è w∗ ∈ W .
Èç òåîðåì 1 � 3 ïîëó÷èì z∗ = (b − Ax∗)+, w∗> = [w∗>

2 , w∗
3] = [r − Â>u∗]>, w∗

2 = A>u∗,
w∗

3 = ρ − b>u∗; åñëè X 6= ∅, òî w∗
3 > 0 è íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (I)6 âûðàæàåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x̃∗ = A>u∗/(ρ− b>u∗). (94)

Ïðè ρ = 1 ýòà ôîðìóëà áûëà ïîëó÷åíà â [8]. Òàê êàê x̃∗ ∈ X, òî èç (94) âûòåêàåò àíàëîã
ôîðìóëû (75): (AA> + bb>)u∗ ≥ ρb.

Åñëè X = ∅, òî z∗ > 0m è íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (II)6 ïðåäñòàâèìî â âèäå

ũ∗ = ρ(b− Ax∗)+/‖(b− Ax∗)+‖2 = ρb⊥/‖b⊥‖2. (95)

Íèæå ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðàíã ìàòðèöû A ðàçìåðà m×n áûë ìàêñèìàëüíûì. ×åðåç A+

îáîçíà÷èì (n×m)-ìàòðèöó, ïñåâäîîáðàòíóþ ê A.
Ñëó÷àé 1. Ïóñòü X 6= ∅.
Òîãäà U = ∅. Ðåøèâ çàäà÷ó (2) (âòîðóþ çàäà÷ó â (93)), èç (94) îïðåäåëèì íîðìàëüíûé

âåêòîð x̃∗ ∈ X, ïîýòîìó Ax̃∗ ≥ b. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ýòîé ñèñòåìå íåðàâåíñòâ â òî÷êå
x̃∗ ïåðâûå s óñëîâèé âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà, îñòàëüíûå c = m − s � êàê ñòðîãèå
íåðàâåíñòâà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàçîáüåì ìàòðèöó A è âåêòîðû b, u : A> = [A>

s , A>
c ],

b> = [b>s , b>c ], u> = [u>s , u>c ]. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

Asx = bs. (96)

Ïóñòü s ≤ n è ðàíã As ðàâåí s; òîãäà ñèñòåìà (96) ðàçðåøèìà è åå íîðìàëüíîå ðåøåíèå,
ñîãëàñíî (77), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x̃ = A+
s bs = pr (0n, Xs),

ãäå A+
s = A>

s (AsA
>
s )−1, Xs = {x ∈ Rn : Asx = bs}. Òàê êàê x̃∗ = x̃, òî ïîëó÷àåì

A>u∗/(ρ− b>u∗) = A>
s u∗s/(ρ− b>s u∗s) = A>

s (AsA
>
s )−1bs.
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Åñëè âñå îãðàíè÷åíèÿ â òî÷êå x̃∗ îêàçàëèñü àêòèâíûìè, òî ïðèõîäèì ê ôîðìóëàì
ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Åñëè b ≤ 0m, òî x̃∗ = 0n. Ïðè b < 0m â òî÷êå x̃∗ íåò àêòèâíûõ
îãðàíè÷åíèé; êðîìå òîãî, åñëè rank A = m, òî u∗ = 0m.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ x̃∗ = pr (0n, X). Âûïèøåì äëÿ
ýòîé çàäà÷è ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L(x, µ) = ‖x‖2/2 + µ>(b− Ax) è óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà

x̃∗ = A>µ∗, Ax̃∗ ≥ b, µ∗>(Ax̃∗ − b) = 0, µ∗ ≥ 0m.

Ïðåäñòàâèì îïòèìàëüíûé âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà êàê µ∗> = [µ∗>s , µ∗>c ], ãäå µ∗s =
= (AsA

>
s )−1bs, µ∗c = 0c. Çäåñü äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïåðâûå s îãðàíè÷åíèé àêòèâíû,

ò.å. Asx̃
∗ = b̄s, Acx̃

∗ < b̄c. Òîãäà µ∗>AA>µ∗ = µ∗>s AsA
>
s µ∗s. Ïóñòü γ̄ � íàèìåíüøåå ñîá-

ñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû AsA
>
s . Î÷åâèäíî, ÷òî γ ≤ γ̄, ãäå γ � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå ìàòðèöû AA>. Ñîãëàñíî óñëîâèþ rank A = m èìååì γ̄ ≥ γ > 0 è

γ̄‖µ∗s‖2 ≤ µ∗>s AsA
>
s µ∗s = µ∗>s bs ≥ 0, ‖µ∗s‖ ≤ ‖b‖/γ̄,

‖x̃∗‖2 = ‖A>
s µ∗s‖2 = µ∗>s bs ≤ ‖bs‖2/γ̄.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîåêöèè âåêòîðà x̄ íà ìíîæåñòâî X âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè
ðàçä. 4: ó÷òåì, ÷òî çäåñü µ∗ = (AA>)−1b̄, b̄ = b− Ax̄, è ïîëó÷èì

[dist (x̄, X)]2 = ‖x̄∗ − x̄‖2 = [pr (x̄, X)]2 = [pr (0n, X̄)]2 = µ∗>(b− Ax̄) ≤
≤ ‖µ∗s‖‖(bs − Asx̄)+‖ ≤ ‖(bs − Asx̄)+‖/γ̄ ≤ ‖(b− Ax̄)+‖/γ̄.

(97)

Îöåíêè (87), (92) è (97) àíàëîãè÷íû íåðàâåíñòâàì Õîôôìàíà (ñì., íàïðèìåð, [2, 3]).
Çàìåòèì, ÷òî â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ åñòü ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ. Âî-ïåðâûõ, êîíêðå-
òèçèðîâàíû êîýôôèöèåíòû γ, η è γ̄, âî-âòîðûõ, äàíû òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó x̄∗ è x̄, ìåæäó ū∗ è ū. Â ïðèâåäåííîì èçëîæåíèè ñîâåðøåííî î÷åâèäíû
óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî γ, γ̄ íå çàâèñÿò îò b, à η íå çàâèñèò îò r (ñì. òåîðåìó 10.1 â [3],
ëåììó 35.5 â [2]).

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü X = ∅.
Òîãäà ‖z∗‖ 6= 0, ñèñòåìà (I)6 íåñîâìåñòíà, ñðåäè êîìïîíåíò âåêòîðà Ax∗ − b åñòü îòðè-

öàòåëüíûå. Ñêîððåêòèðîâàííàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü âèä

Ax ≥ b‖ = b− (b− Ax∗)+.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè (b − Ax∗)i ≤ 0, òî (b‖)i = b i, ò.å. i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà b íå ìåíÿ-
åòñÿ. Åñëè (b − Ax∗)i > 0, òî (b‖)i = (Ax∗)i è âìåñòî b i áåðåòñÿ (Ax∗)i, ÷òî îáåñïå÷èâàåò
äîïóñòèìîñòü âåêòîðà x∗ â ñêîððåêòèðîâàííîé çàäà÷å.

7. ÇÀÄÀ×À Î ÐÀÇÄÅËßÞÙÈÕ ÃÈÏÅÐÏËÎÑÊÎÑÒßÕ

Ïðåäñòàâèì A, b, u è z â âèäå

A =

[
A1

A2

]
, b =

[
b1

b2

]
, u =

[
u1

u2

]
, z =

[
z1

z2

]
,

ãäå A1, A2 � ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìåðîâ k × n, ` × n; âåêòîðû b1, u1, z1 ∈ Rk è
b2, u2, z2 ∈ R`; k + ` = m. Ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâî X ñîñòîèò èç äâóõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ

X1 = {x ∈ Rn : A1x ≥ b1}, X2 = {x ∈ Rn : A2x ≥ b2}
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òàêèõ, ÷òî X1 ∩X2 = ∅. Ïîñòàâèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ãèïåðïëîñêîñòè, ñòðîãî ðàçäåëÿ-
þùåé X1 è X2.

Ââåäåì ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð α ∈ [0, 1].
Òåîðåìà 6 (î ñåìåéñòâå ïàðàëëåëüíûõ ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé). Ïóñòü

ïîëèýäðû X1 è X2 íåïóñòû, èõ ïåðåñå÷åíèå X = X1 ∩X2 = ∅; ðåøåíèåì ïåðâîé çàäà÷è â
(93) ÿâëÿåòñÿ x∗, âåêòîð ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê z∗ = (b − Ax∗)+ èìååò ñâîèìè ñîñòàâ-
ëÿþùèìè z∗1 = (b1 − A1x

∗)+ è z∗2 = (b2 − A2x
∗)+. Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå:

1) ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé, ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâà X1 è X2, ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî äâóìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ôîðìóëàìè:

z∗>1 (A1x− b1) + α‖z∗‖2 = 0, (98)
z∗>2 (b2 − A2x) + (α− 1)‖z∗‖2 = 0, (99)

ïðè÷åì åñëè 0 < α < 1, òî ýòè ãèïåðïëîñêîñòè ñòðîãî ðàçäåëÿþò X1 è X2;

2) åñëè â êà÷åñòâå α âçÿòü
α∗ = ‖z∗1‖2/‖z∗‖2, (100)

òî òî÷êà x∗ ëåæèò íà ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó
çíà÷åíèþ α;

3) ðàññòîÿíèå d ìåæäó ðàçäåëÿþùèìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè α = 0
è α = 1, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

d = ‖z∗‖2/‖A>
1 z∗1‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî

A>z = 0n, b>z∗ = ‖z∗‖2.

Óìíîæàÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ñëåâà íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ∈ Rn è âû÷èòàÿ èç íåãî
âòîðîå, ïîëó÷àåì

z∗>(Ax− b) + ‖z∗‖2 = 0. (101)
Îïðåäåëèì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ϕ(x, α) îò ïåðåìåííîé x ∈ Rn è ïàðàìåòðà α äâóìÿ

ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè:

ϕ(x, α) = z∗>1 (A1x− b1) + α‖z∗‖2, (102)
ϕ(x, α) = z∗>2 (b2 − A2x) + (α− 1)‖z∗‖2. (103)

Óñëîâèå ϕ(x, α) = 0 ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì α ∈ [0, 1] îïðåäåëÿåò ãèïåðïëîñêîñòü,
ðàçäåëÿþùóþ ìíîæåñòâà X1 è X2, òàê êàê åñëè α ≥ 0 è x ∈ X1, òî, ñîãëàñíî (102),
ϕ(x, α) ≥ 0, à åñëè α ≤ 1, x ∈ X2, òî, ñîãëàñíî (103), èìååì ϕ ≤ 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî
ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé, êîòîðûå ïðè 0 < α < 1 ñòðîãî ðàçäåëÿþò X1 è
X2.

Ïðîåêöèÿ x̄∗ òî÷êè x∗ íà ðàçäåëÿþùóþ ãèïåðïëîñêîñòü (98) ñîãëàñíî (88) îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

x̄∗ = x∗ + A>
1 z∗1

[
z∗>1 (b1 − A1x

∗)− α‖z∗‖2
]
/‖A>

1 z∗1‖2.

Çäåñü z∗>1 (b1 −A1x
∗) = ‖z∗1‖2. Ïîýòîìó åñëè α çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (100), òî x̄∗ = x∗, ò.å. x∗

ïðèíàäëåæèò ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè (98).
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Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâëÿÿ α∗ èç (100) â (99), ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 − α∗ = ‖z∗2‖2/‖z∗‖2, ïîëó-
÷àåì, ÷òî x∗ ïðèíàäëåæèò ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè (99).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pr (α) ïðîåêöèþ íà÷àëà êîîðäèíàò íà ãèïåðïëîñêîñòü (98). Òîãäà ñî-
ãëàñíî (88) èìååì

pr (α) = A>
1 z∗1

[
z∗>1 b1 − α‖z∗‖2

]
/‖A>

1 z∗1‖2.

Ïîñëå ïðîñòåéøèõ âû÷èñëåíèé èìååì d = ‖ pr (1) − pr (0)‖ = ‖z∗‖2/‖A>
1 z∗1‖. Òåîðåìà

äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî ï. 1) òåîðåìû 6 áëèçêî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Åðåìèíà (ñì. [2,

òåîðåìà 10.1]), êîòîðîå îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû îá àëüòåðíàòèâàõ. Â òåîðå-
ìå èç [2] ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â îáîçíà÷åíèÿõ íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðåäñòàâëåíà â
ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ âèäàõ:

u∗>1 (A1x− b1) + ρ/2 = 0, u∗>2 (b2 − A2x)− ρ/2 = 0,

ãäå u∗1 è u∗2 � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà

A>
1 u1 + A>

2 u2 = 0n, b>1 u1 + b>2 u2 = ρ > 0, u1 ≥ 0k, u2 ≥ 0`. (104)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè ñîãëàñíî òåîðåìå 6 òðå-
áóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû (I) â ïðî-
ñòðàíñòâå Rn, a ñîãëàñíî òåîðåìå èç [2] òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñîâìåñòíóþ ñèñòåìó (104) ñ m
íåèçâåñòíûìè.

8. ÒÅÎÐÅÌÛ ÆÎÐÄÀÍÀ È ØÒÈÌÊÅ ÎÁ ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÀÕ

Òåîðåìà îá àëüòåðíàòèâàõ Æîðäàíà óòâåðæäàåò, ÷òî ðàçðåøèìà îäíà è òîëüêî îäíà
èç ñëåäóþùèõ ñèñòåì: ëèáî

Ax > 0m, (I)8

ëèáî
A>u = 0n, u ≥ 0m, ‖u‖1 > 0. (II)8

Ýòîò ðåçóëüòàò íåïîñðåäñòâåííî íå ñëåäóåò èç òåîðåìû 3. Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìû (I)6 è
(II)6, ïîëîæèâ b = ρem, ãäå em � åäèíè÷íûé m-ìåðíûé âåêòîð. Òîãäà ñèñòåìû (I)6 è (II)6

ïðèìóò âèä
Ax ≥ ρem, (I)∗8

ëèáî
A>u = 0n, u ≥ 0m, ρ‖u‖1 = ρ. (II)∗8

Ñèñòåìà (I)8 ðàçðåøèìà îäíîâðåìåííî ñ ñèñòåìîé (I)∗8, ò.å. åñëè ðàçðåøèìà ñèñòåìà
(I)8, òî ïî åå ðåøåíèþ x′ ìîæíî îïðåäåëèòü ïàðàìåòð ρ, ðàâíûé ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòå
âåêòîðà Ax′. Ïðè ýòîì ρ âåêòîð x′ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (I)∗8. Îáðàòíî: åñëè ñèñòåìà (I)∗8
èìååò êàêîå-ëèáî ðåøåíèå, òî î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ðåøåíèå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå
(I)8. Àíàëîãè÷íî, åñëè u′ � ðåøåíèå ñèñòåìû (II)8, òî âåêòîð u = u′/‖u′‖1 åñòü ðåøåíèå
ñèñòåìû (II)∗8. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå. Èòàê, àëüòåðíàòèâà â òåîðåìå Æîðäàíà ìîæåò
áûòü çàìåíåíà íà àëüòåðíàòèâó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà ñèñòåìàìè (I)∗8 è (II)∗8, çàäàþùèìè
çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó, â îòëè÷èå îò (I)8 è (II)8, äëÿ àëüòåðíàòèâíûõ ñèñòåì
(I)∗8 è (II)∗8 ìîãóò ñóùåñòâîâàòü íîðìàëüíûå ðåøåíèÿ è èõ ìîæíî èñêàòü íà îñíîâàíèè
ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 3.
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Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñèñòåìû (II)∗8 ìîæíî ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè íà ρ,
îäíàêî ïðè ýòîì íàäî ó÷åñòü ñîìíîæèòåëü ρ2 â âûðàæåíèè

pen (x,X) =
[‖A>u‖2 + ρ2(1− ‖u‖1)

2
]1/2

,

÷òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óòâåðæäåíèÿ (46). Òîëüêî ïîñëå ýòîãî âñå ðåçóëüòàòû ðàçä. 6
ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ñèñòåì (I)8 è (II)8. Ôîðìóëû (94), (95), â ÷àñòíîñòè, ïðèíèìàþò âèä

x̃∗ =
A>u∗

ρ(1− ‖u∗‖1)
, ũ∗ =

ρ(ρem − Ax∗)+

‖(ρem − Ax∗)+‖2
.

Áëèçêàÿ ïî ôîðìå òåîðåìà îá àëüòåðíàòèâàõ Øòèìêå óòâåðæäàåò, ÷òî ðàçðåøèìà îäíà
è òîëüêî îäíà èç ñëåäóþùèõ ñèñòåì: ëèáî Ax ≥ 0m, ‖Ax‖ > 0, ëèáî A>u = 0n, u > 0m.

Êàê è â ñëó÷àå òåîðåìû Æîðäàíà, àëüòåðíàòèâíûå ñèñòåìû â òåîðåìå Øòèìêå ìîæíî
çàìåíèòü ñèñòåìàìè, äëÿ êîòîðûõ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íîðìàëüíîå ðåøåíèå. Ââåäåì âåê-
òîð äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ξ ∈ Rm, òîãäà ïåðâóþ ñèñòåìó â òåîðåìå Øòèìêå ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

Ax− ξ = 0m, ‖ξ‖1 = ρ, ξ ≥ 0m. (I)∗∗8

Ýòà ñèñòåìà ðàçðåøèìà îäíîâðåìåííî ñ ïåðâîé ñèñòåìîé èç òåîðåìû Øòèìêå. Ñèñòåìà
(I)∗∗8 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåé ñèñòåìû (I) èç ðàçä. 2 è ïîýòîìó àëüòåðíàòèâíàÿ ê
íåé ñèñòåìà ïðèìåò âèä

A>u = 0n, −u + emσ ≤ 0m, ρσ = ρ > 0.

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü áîëåå êðàòêî:

A>u = 0n, u ≥ em. (II)∗∗8

Ñèñòåìà (II)∗∗8 ðàçðåøèìà îäíîâðåìåííî ñî âòîðîé àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìîé â òåîðåìå
Øòèìêå. Ê àëüòåðíàòèâíûì ñèñòåìàì (I)∗∗8 è (II)∗∗8 òåïåðü ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà òåîðå-
ìà 3.

9. ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÍÅÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÛÌÈ
ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ

Ïóñòü ñèñòåìà, îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî X, èìååò âèä

Ax = b, x ≥ 0n, (I)9

ãäå A � ìàòðèöà m× n, b ∈ Rm, ‖b‖ 6= 0. Àëüòåðíàòèâíàÿ ñèñòåìà, îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæå-
ñòâî U , çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

A>u ≤ 0n, b>u = ρ > 0, (II)9

ãäå ρ � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ êîíñòàíòà.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, ñîâìåñòíà îäíà è òîëüêî îäíà èç ñèñòåì (I)9 èëè (II)9. Ýòî óòâåð-

æäåíèå ïðè èñïîëüçîâàíèè â (II)9 çàïèñè b>u > 0 èçâåñòíî êàê ëåììà Ôàðêàøà.
Âåêòîð x∗ èëè u∗ íàéäåì èç çàäà÷

min
x∈Rm

+

‖b− Ax‖2/2 = ‖b− Ax∗‖2/2, (105)

min
u∈Rm

[‖(A>u)+‖2 + (ρ− b>u)2
]
/2 =

[‖(A>u∗)+‖2 + (ρ− b>u∗)2
]
/2. (106)
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Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷àõ (105), (106) èìåþò âèä

−A>(b−Ax∗) ≥ 0n, D(x∗)
[
A>(b− Ax∗)

]
= 0n, x∗ ≥ 0n, A(A>u∗)+ − b(ρ− b>u∗) = 0m.

Èç òåîðåì 1 � 3 è ðåçóëüòàòîâ ðàçä. 4 èìååì b⊥ = z∗ = b−Ax∗, b‖ = Ax∗, w∗> = [w∗>
1 , w∗

3],
w∗

1 = (A>u∗)+, w∗
3 = ρ− b>u∗.

Åñëè X 6= ∅, òî ‖b⊥‖ = 0, U = ∅, w∗
3 > 0 è íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (I)9 âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ðåøåíèå çàäà÷è (106) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x̃∗ = (A>u∗)+/(ρ− b>u∗).

Ïðè ýòîì èç óñëîâèÿ x̃∗ ∈ X ïîëó÷àåì àíàëîã ôîðìóëû (75):

A(A>u∗)+ + bb>u∗ = ρb.

Åñëè ‖b⊥‖ 6= 0, òî X = ∅, U 6= ∅, ‖z∗‖ 6= 0m è íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (II)9 èìååò
âèä

ũ∗ = ρ(b− Ax∗)/‖b− Ax∗‖2 = ρb⊥/‖b⊥‖2,

íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà (I)9 â ðåçóëüòàòå îïòèìàëüíîé êîððåêöèè ïðèìåò âèä Ax = b‖, x ≥
≥ 0n è òîãäà àëüòåðíàòèâíàÿ ê íåé íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
A>u ≤ 0n, x∗>A>u = ρ > 0.
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