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ÎÖÅÍÊÈ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ Â ÌÅÒÎÄÀÕ ØÒÐÀÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
Þ.Ã. Åâòóøåíêî

Òî÷íûå øòðàôíûå ôóíêöèè áûëè âïåðâûå ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ [1, 2]. Â äàëü-
íåéøåì ýòîìó íàïðàâëåíèþ áûëî ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé. Óêà-
æåì ëèøü íåñêîëüêî èç íèõ [3] � [7]. Â äàííîé ðàáîòå ðàçâèâàëñÿ ïîäõîä, êðàòêî
èçëîæåííûé â [5], îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè íåðàâåíñòâ Þíãà è Ìèíêîâñêîãî�
Ìàëåðà.

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

min
x∈X

f(x), (1.1)

ãäå x ∈ Rm, Ri åñòü i-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X çàäà-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åíèé òèïà íåðàâåíñòâà

X = {x ∈ Rn : h(x) ≤ 0}.
Âåêòîð-ôóíêöèÿ h(x) îòîáðàæàåò Rn â Rm. ×åðåç X∗ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåøåíèé
çàäà÷è (1.1). Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, u) = f(x) + 〈u, h(x)〉, u ≥ 0,

çäåñü u ∈ Rm, 〈a, b〉 îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b.
Ñ÷èòàåì, ÷òî â çàäà÷å (1.1) ñóùåñòâóþò òî÷êè x∗, u∗ ≥ 0, ÿâëÿþùèåñÿ ñåäëîâû-

ìè òî÷êàìè ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ò.å. äëÿ ëþáûõ x ∈ Rn, 0 ≤ u ∈ Rm âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

L(x∗, u) ≤ L(x∗, u∗) ≤ L(x, u∗). (1.2)
Ñîãëàñíî [5] èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò

x∗ ∈ X∗, hi(x∗)ui
∗ = 0, i ∈ [1 : m]. (1.3)

Ñëó÷àé u∗ = 0 èñêëþ÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ, òàê êàê îí ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷àì, â
êîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿ íåñóùåñòâåííû.

Ïóñòü âåêòîðû a, b ∈ Rm, çàäàíû ìíîæåñòâà G, G∗ èç Rm. Íà ìíîæåñòâå G îïðå-
äåëåíû ôóíêöèè A(b), B(b). Ôóíêöèþ A∗(a), îïðåäåëåííóþ íà G∗, áóäåì íàçûâàòü
ñîïðÿæåííîé ê A è ñòðîèòü èñõîäÿ èç ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ:

A∗(a) = sup
b∈G

[〈a, b〉 − A(b)] . (1.4)

Ôóíêöèÿ B0(a), ïîëÿðíàÿ ê B, îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ a ∈ G∗ èç ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

B0(a) = inf
µ∈R1

{µ : 〈a, b〉 ≤ µB(b), ∀ b ∈ G} . (1.5)

Åñëè B ïîëîæèòåëüíà âñþäó íà G, òî ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

B0(a) = sup
b∈G

〈a, b〉
B(b)

. (1.6)
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Èç îïðåäåëåíèé (1.4) � (1.6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ b ∈ G, a ∈ G∗ âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

〈a, b〉 ≤ A(b) + A∗(a), (1.7)
〈a, b〉 ≤ B(b)B0(a). (1.8)

Íåðàâåíñòâî (1.7) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Þíãà, (1.8) � Ìèíêîâñêîãî�Ìàëåðà.
Íå äëÿ âñÿêèõ ôóíêöèé A è B ñóùåñòâóþò ôóíêöèè A∗ è B0, äàþùèå ñîäåðæà-
òåëüíûå íåðàâåíñòâà. Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òîëüêî òå ñëó÷àè, êîãäà
ôóíêöèè A∗ è B0 îãðàíè÷åíû íà G∗.

Ïðèìåì
Rm

+ = {a ∈ Rm : a ≥ 0}, Rm
− = {a ∈ Rm : a ≤ 0}.

Çäåñü Rm
+ � íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò, Rm

− � íåïîëîæèòåëüíûé îðòàíò. Óñëîâèå a ∈
Rm
− îçíà÷àåò, ÷òî âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà a íåïîëîæèòåëüíû; óñëîâèå a /∈ Rm

− îçíà-
÷àåò, ÷òî õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà a áîëüøå íóëÿ.

Ïóñòü G = G∗ = Rm, òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
åñëè A(b) = N(tb), t > 0, òî A∗(a) = N∗(a/t),
åñëè A(b) = N(βb)/(αβ), α, β > 0, òî A∗(a) = N∗(αa)/(αβ),
åñëè B(b) = M(tb), t > 0, òî B0(a) = M0(a/t).
Ìíîãèå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) îñíîâàíû íà ðåäóêöèè ê ïîñëå-

äîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ðàçëè÷íûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé. Ðàñ-
ñìîòðèì äâå òàêèå ôóíêöèè:

F1(x, u) = f(x) + A(h(x)) + A∗(u),

F2(x, u) = f(x) + B(h(x))B0(u).

Â êà÷åñòâå G∗ âñþäó áóäåì áðàòü Rm
+ , â êà÷åñòâå G çäåñü âîçüìåì Rm. Èç (1.7), (1.8)

òîãäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ Rn, u ∈ Rm
+ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

L(x, u) ≤ F1(x, u), L(x, u) ≤ F2(x, u).

Âîçüìåì â íèõ â êà÷åñòâå u âåêòîð u∗, ó÷òåì (1.2), (1.3), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ x∗ ∈ X∗ è
ëþáûõ x ∈ X

f(x∗) ≤ F1(x, u∗), (1.9)
f(x∗) ≤ F2(x, u∗). (1.10)

Åñëè â (1.9), (1.10) â êà÷åñòâå x âçÿòü x∗, òî ïîëó÷èì 0 ≤ A(h(x∗)) + A∗(u∗), 0 ≤
B(h(x∗))B0(u∗).

2. Íàéäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò èñêëþ÷èòåëüíî ïðîñòî îáîáùèòü ðÿä âàæ-
íåéøèõ ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè øòðàôíûõ ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì

F3(x, t) = f(x) + tB(h(x))B0(u∗), B : Rm → R1, B0 : Rm
+ → R1,

X3(t) = Arg min
x∈Rn

F3(x, t).
(2.1)

Òåîpåìà 1. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1) ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà [x∗, u∗], u∗ ≥ 0. Ïóñòü ôóíêöèÿ B(h) òàêîâà, ÷òî B(h) = 0 ïðè âñåõ h ∈ Rm

−
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è 0 < B(h)B0(u∗) < +∞ ïðè âñåõ h /∈ Rm
− . Òîãäà ïðè t ≤ 1 çàäà÷à (2.1) ðàçðåøèìà,

ïðè÷åì f(x∗) = F3(x̄, t) äëÿ êàæäîãî x̄ ∈ X3(t), ïðè t > 1 ìíîæåñòâà X∗ è X3(t)
ñîâïàäàþò.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (1.10). Ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåî-
ðåìû B(h(x∗)) = 0, ïîýòîìó äëÿ âñåõ x ∈ Rn, x̄ ∈ X3(t) èìååì

f(x∗) ≤ F2(x, u∗) ≤ F3(x, t), (2.2)
f(x∗) ≤ F3(x̄, t) ≤ F3(x∗, t) = f(x∗). (2.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ t ≥ 1

f(x∗) = f(x̄) + tB(h(x̄))B0(u∗) = F3(x̄, t). (2.4)

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà X∗ è X3(t) ïðè t > 1 ñîâïàäàþò. Åñëè x̄ ∈ X, òî
B(h(x̄)) = 0 è ñîãëàñíî (2.4) f(x∗) = f(x̄), ÷òî îçíà÷àåò x̄ ∈ X∗. Åñëè x̄ /∈ X, òî,
âçÿâ â (2.4) âìåñòî t ÷èñëî τ = t− ε, ãäå ε < t− 1, ïîëó÷èì

f(x∗) > f(x̄) + τB(h(x̄))B0(u∗) = F3(x̄, τ),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (2.2).
Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ñîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

F4(x, τ) = f(x) + τB(h(x)), τ > B0(u∗).

Âñÿêàÿ òî÷êà áåçóñëîâíîãî ìèíèìóìà F4 áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1). Âñïîìîãàòåëü-
íûå ôóíêöèè F , óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâèÿì, íàçûâàþòñÿ òî÷íûìè øòðàôíû-
ìè ôóíêöèÿìè. Ôóíêöèÿ B ðàâíà íóëþ íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå è îòëè÷íà íó-
ëÿ âíå åãî. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò âíåøíèìè øòðàôíûìè ôóíêöèÿìè. Óñëîâèÿ
òåîðåìû 1 ìîæíî êîðîòêî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ôóíêöèÿ B äîëæíà áûòü âíåøíèì
øòðàôîì è èìåòü ïîëÿðíóþ ôóíêöèþ. Îáû÷íî B ñòðîèòñÿ â âèäå B = B(h+), ïðè
ýòîì G = Rm

+ .
Íåðàâåíñòâà (1.7), (1.8) ìîæíî ïðèìåíÿòü íå òîëüêî ê îöåíêå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ, íî è ê îòäåëüíûì ÷àñòÿì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, è â ÷àñòíîñòè ê êàæäîìó
ïðîèçâåäåíèþ aibi. Íåîáõîäèìîñòü â ýòîì âîçíèêàåò â òîì ñëó÷àå, åñëè êîìïîíåíòû
âåêòîðà h èìåþò ðàçíûå çíàêè. Îáîçíà÷èì

hi
+ = max [0, hi], hi

− = min [0, hi].

×åðåç h+ îáîçíà÷èì âåêòîð, îáúåäèíÿþùèé âñå êîìïîíåíòû h, áîëüøèå íóëÿ, âåê-
òîð h− ñîäåðæèò âñå îòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû, âñå íóëåâûå êîìïîíåíòû h îáú-
åäèíèì â âåêòîð h0. Òîãäà h ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü òðåõ âåêòîðîâ
h = [h+, h−, h0]. Ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðàì h+, h−, h0 êîìïîíåíòû âåêòîðà u∗ ïðåä-
ñòàâèì êàê òðè âåêòîðà u∗+, u∗−, u∗0. Âñå êîìïîíåíòû u∗+, u∗−, u∗0 ïîëîæèòåëüíûå, òàê
êàê u∗ ≥ 0. Â çàâèñèìîñòè îò x ìåíÿþòñÿ íàáîðû h+, h−, h0 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
êîìïîíåíòû u∗, ïîýòîìó ìîæíî ïèñàòü

h(x) = [h+(x), h−(x), h0(x)], u∗ = [u∗+, u∗−, u∗0],

〈u∗, h(x)〉 = 〈u∗+, h+(x)〉 − 〈u∗−, d(x)〉,
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ãäå d(x) = −h−(x) > 0. Åñëè x ∈ X, òî ìíîæåñòâà h+(x), u∗+(x) ïóñòû. Ââåäåì
ôóíêöèþ F5 è ìíîæåñòâî X5:

F5(x, t, τ) = f(x) + tB1(h(x))B0
1(u

∗
+)− τB2(d(x))B0

2(u
∗
−), (2.5)

X5(t, τ) = Arg min
x∈Rm

F5(x, t, τ). (2.6)

Çäåñü B0
1 , B0

2 � ôóíêöèè, ïîëÿðíûå ê ôóíêöèÿì B1 è B2 ñîîòâåòñòâåííî. Â òîì
ñëó÷àå, åñëè â òî÷êå x âåêòîðû h+(x) èëè h−(x) îòñóòñòâóþò, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðî-
èçâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèå B1 èëè B2, èñêëþ÷àþòñÿ èç ôîðìóëû (2.5).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç int X ñîâîêóïíîñòü âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà X. Äëÿ êàæäîé
òî÷êè x ∈ int X ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí òàêîé íîìåð i, ÷òî hi(x) < 0.

Òåîpåìà 2. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1) ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà [x∗, u∗], u∗ ≥ 0, int X 6= ∅. Ïóñòü ôóíêöèè B1, B2 òàêîâû, ÷òî B1(0) = B2(0) =
B0

1(0) = B0
2(0) = 0,

0 < B1(h+(x))B0
1(u

∗
+(x)) < +∞ äëÿ âñåõ x /∈ X,

0 < B2(h−(x))B0
2(u

∗
−(x)) < +∞ äëÿ âñåõ x /∈ int X\X∗.

Òîãäà ïðè t > 1, 0 ≤ τ < 1 çàäà÷à (2.6) ðàçðåøèìà, f(x∗) = F5(x̄, t, τ) äëÿ êàæäîãî
x̄ ∈ X5(t, τ), ïðè t > 1, 0 ≤ τ < 1 ìíîæåñòâà X∗ è X5(t, τ) ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå òåîðåìû 1. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 2 ïðèâåäåì òðèâèàëüíóþ çàäà÷ó î íàõîæäåíèè

min
x≤0

[−x].

Â äàííîì ñêàëÿðíîì ñëó÷àå

B1(h+) = h+, B2(−h−) = −h−, B0
1(u) = B0

2(u) = u.

Ðåøåíèå çàäà÷è î÷åâèäíî:

x∗ = 0, u∗ = 1, L(x, u) = x(u− 1), L(x, u∗) ≡ 0.

Ôóíêöèÿ F èìååò âèä
F6(x, t, τ) = −x + tx+ + τx−.

Çäåñü x+ = max [0, x], x− = min [0, x]. Ïðè t > 1, 0 < τ < 1 ìèíèìóì ôóíêöèè F6

äåéñòâèòåëüíî äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x∗ = 0.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè âèäà F1 ïîçâîëÿþò îòûñêèâàòü ïðèáëèæåííûå ðå-
øåíèÿ çàäà÷. Îáîçíà÷èì

F7(x, t) = f(x) + (1/t)A(th(x)),

X7(t) = Arg min
x∈Rm

F7(x, t). (3.1)

Ïóñòü ôóíêöèÿ A(h) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì: ïðè h /∈ Rm
−

lim
t→∞

1

t
A(th) = +∞, (3.2)
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ïðè h ∈ Rm
−

lim
t→∞

1

t
A(th) = 0. (3.3)

Èç (1.9) ñëåäóåò îöåíêà òî÷íîñòè

f(x∗)− 1

t
A∗(u∗) ≤ F7(x(t), t) ≤ F7(x∗, t), (3.4)

çäåñü x(t) ∈ X7(t). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî X7(t) íå ïóñòî äëÿ âñåõ t ≥ t0. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî h(x∗) ∈ Rm

− , è èñïîëüçóÿ óñëîâèå (3.3), ïîëó÷èì

lim
t→∞

[
f(x(t)) +

1

t
A(th(x(t)))

]
= f(x∗).

Ñ ïîìîùüþ (3.3) ïîëó÷èì
lim
t→∞

f(x(t)) = f(x∗). (3.5)

Ñîîòíîøåíèÿì (3.2), (3.3) óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, ôóíêöèè

A(h) =
m∑

i=1

ehi

, G = Rm, A∗(u) =
m∑

i=1

ui[ln ui − 1].

4. Ïóñòü a è b � ñêàëÿðû. Îáîçíà÷èì
A1(b) = bp/p, 1 ≤ p ≤ +∞, G = R1

+,

A2(b) = −bβ/β, −∞ < β < 1, β 6= 0, G = R1
+,

A3(b) = eb, G = R1.

Ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè áóäóò
A∗

1 = aq/q, G∗ = R1
+,

A∗
2 = −(−a)α/α, G∗ = R1

−, a 6= 0,

A∗
3(a) =

{
a(ln a− 1), åñëè a > 0,

0, åñëè a = 0,
G∗ = R1

+.

Çäåñü 1/p + 1/q = 1, 1/α + 1/β = 1.
Íåðàâåíñòâî Þíãà (1.7) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì: ïðè b ≥ 0, a ≥ 0,

1 ≤ p ≤ +∞ èìååì
ab ≤ bp/p + aq/q, (4.1)

ïðè a > 0, b < 0, −∞ < β < 1, β 6= 0

ab ≤ −bβ/β − |a|α/α, (4.2)

ïðè a > 0 è ëþáûõ b
ab ≤ eb + a(ln a− 1). (4.3)

Äëÿ a ∈ Rm, a ≥ 0 ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîðìó Ãåëüäåðà ïîðÿäêà p:

‖b‖p =

[
m∑

i=1

|bi|p
]1/p

, 1 ≤ p ≤ ∞,

‖b‖∞ = max
i∈[1:m]

|bi|, ‖b‖1 =
m∑

i=1

|bi|.
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Çíàê íîðìû ñîõðàíèì è äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñëåäóþùåé ôóíêöèè:

‖b‖β =

[
m∑

i=1

|bi|β
]1/β

,

çäåñü
β < 1, ‖b‖−∞ = min

i∈[1:m]
|bi|.

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ââåäåííûõ ôóíêöèé Ai íà ñëó÷àé âåêòîðíîãî àðãóìåíòà
áóäóò ôóíêöèè

A1(b) =
1

p
‖b‖p

p, A2(b) = − 1

β
‖b‖β

β, A3(b) =
m∑

i=1

ebi

.

Âîçüìåì â (4.1) � (4.3) â êà÷åñòâå a è b ñîîòâåòñòâåííî ai, bi ïðîñóììèðóåì:

A∗
1(a) =

1

q
‖a‖q

q, A∗
2(a) =

−1

α
‖a‖α

α, A∗
3(a) =

m∑
i=1

ai[ln ai − 1].

Íåðàâåíñòâî Þíãà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

〈a, b〉 ≤ 1

p
‖b‖p

p +
1

q
‖a‖q

q, 1 ≤ p ≤ +∞, G = G∗ = Rm
+ , (4.4)

〈a, b〉 ≤ − 1

β
‖b‖β

β −
1

α
‖a‖α

α, −∞ ≤ β < 1, β 6= 0, (4.5)

〈a, b〉 ≤
m∑

i=1

[ebi

+ ai(ln ai − 1)], G = Rm, G∗ = Rm
+ . (4.6)

Ïóñòü B1(b) = ‖b‖p äëÿ G = R1
+ è B2(b) = −‖b‖β äëÿ G = R1

−, èç îïðåäåëåíèÿ
(1.5) ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëÿðíûå ôóíêöèè. Ïðîùå èõ íàéòè èç ïðèâåäåííûõ íåðà-
âåíñòâ. Âîçüìåì â (4.4) â êà÷åñòâå ai, bi ñîîòâåòñòâåííî ai/‖a‖q è bi/‖b‖p, ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà

〈a, b〉 ≤ ‖a‖q · ‖b‖p, B0
1(a) = ‖a‖q. (4.7)

Åñëè ai = (ci)1/q, bi = (ci)1/p äëÿ âñåõ i ∈ [1 : m], òî ýòî íåðàâåíñòâî ïåðåõîäèò â
ðàâåíñòâî.

Àíàëîãè÷íî èç (4.5) äëÿ a > 0, b < 0 ïîëó÷èì

〈a, b〉 ≤ −‖a‖α · ‖b‖β, B0
2(a) = ‖a‖α. (4.8)

5. Âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèåé (2.5) è íåðàâåíñòâàìè (4.7), (4.8):

F8(x, t, τ) = f(x) + t‖u∗+(x)‖q · ‖h+(x)‖p − τ‖u∗−(x)‖α · ‖h−(x)‖β,

F9(x, t, τ) = f(x) + tc1‖h+(x)‖p − τc2‖h−(x)‖β,

c1 = ‖u∗‖q, c2 = min
i∈[1:m]

ui
∗.
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Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè t > 1, 0 < τ < 1 ìíîæåñòâî òî÷åê, äîñòàâëÿþùèõ
áåçóñëîâíûé ìèíèìóì ôóíêöèÿì F8 è F9, ñîâïàäàåò ñ X∗. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåí-
ñòâîì (4.8), ñ÷èòàÿ, ÷òî h−(x) = h(x) < 0. Ïóñòü β = −1, α = 1/2, òîãäà

f(x∗) ≤ f(x)− τc2

[
m∑

i=1

|hi(x)|−1

]−1

, c =
m∑

i=1

√
ui∗. (5.1)

Åñëè β = 1/2, α = −1, òî

f(x∗) ≤ f(x)− τ

d

[
m∑

i=1

√
−hi(x)

]2

, d =
m∑

i=1

(ui
∗)
−1. (5.2)

Åñëè 0 < τ < 1 è ìèíèìóìû ïðàâûõ ÷àñòåé (5.1) è (5.2) äîñòèãàþòñÿ â òî÷êàõ
x̄ ∈ X, òî îíè ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó X∗.

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëàì, âûòåêàþùèì èç íåðàâåíñòâà Þíãà (1.7). Ïóñòü òî÷êè x
òàêîâû, ÷òî h(x) < 0, òîãäà èç (1.9), (4.5) ñëåäóåò

f(x∗) +
1

α
‖τu∗‖α

α ≤ f(x)− 1

β

∥∥∥∥
h(x)

τ

∥∥∥∥
β

β

.

Ïîëîæèì, â ÷àñòíîñòè, β = −1, α = 1/2, ïîëó÷èì

f(x∗) + 2
√

τ c ≤ f(x) + τ

m∑
i=1

[−hi(x)]−1. (5.3)

Ïðè β = 1/2, α = −1 èìååì

f(x∗)− τd ≤ f(x)− 2
√

τ

m∑
i=1

√
−hi(x). (5.4)

Åñëè ìèíèìóìû ïðàâûõ ÷àñòåé (5.3) è (5.4) äîñòèãàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ x̄
è x̃, ïðèíàäëåæàùèõ X, òî

f(x∗) + 2c
√

τ ≤ f(x̄) + τ

m∑
i=1

[−hi(x̄)]−1 ≤ f(x∗) + τ

m∑
i=1

[−hi(x∗)]−1,

f(x∗)− τd ≤ f(x̃)− 2
√

τ

m∑
i=1

√
−hi(x̃) ≤ f(x∗)− 2

√
τ

m∑
i=1

√
−hi(x∗).

Ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ f(x∗), âîçíèêàþùèå ïðè çàìåíå èñõîäíîé çàäà-
÷è íà çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè τ → 0. Îáû÷íî â
ìåòîäå âíóòðåííèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà
âíóòðåííåé ÷àñòè X è ñòðåìÿùèåñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà x ïðèáëèæàåòñÿ ê ãðà-
íèöå îáëàñòè, íàïðèìåð

m∑
i=1

[−hi(x)]−1. Â òîì ñëó÷àå, åñëè 0 < β < 1, òàêîãî ñâîéñòâà
íåò. Êëàññ òàêèõ ôóíêöèé âïåðâûå áûë ââåäåí â [6].
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6. Ðàññìîòðèì âíåøíèå øòðàôíûå ôóíêöèè â ñëó÷àå, êîãäà h(x) ≥ 0. Ïîëîæèì

A(h) =
1

p
‖th+‖p

p, B(h) = ‖h+‖p.

Òîãäà èç (1.9) è (1.10) ñëåäóåò

f(x∗)− 1

q

∥∥∥u∗
t

∥∥∥
q

q
≤ f(x) +

1

p
‖th+(x)‖p

p, (6.1)

f(x∗) ≤ f(x) +
∥∥∥u∗

t

∥∥∥
·

q
‖th+(x)‖p. (6.2)

Ïóñòü ìèíèìóì ïðàâîé ÷àñòè (6.1) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x̄, òîãäà èç (6.1) ïîëó÷èì

f(x∗)− 1

q

∥∥∥u∗
t

∥∥∥
q

q
≤ f(x̄) +

1

p
‖th+(x̄)‖p

p ≤ f(x∗). (6.3)

Èç (6.2) ñëåäóåò òàêæå è äðóãàÿ îöåíêà:

f(x∗)− 1

2

∥∥∥u∗
t

∥∥∥
2

q
≤ f(x) +

1

2
‖th+(x)‖2

p = F10(x, t).

Åñëè ìèíèìóì F10(x, t) ïî x äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x̄, òî

1

2
‖th+(x̄)‖2

p ≤ f(x∗)− f(x̄). (6.4)

Âíîâü ïðèìåíèì (6.2) äëÿ îöåíêè ðàçíîñòè, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè (6.4):

‖th+(x̄)‖p ≤ 2
∥∥∥u∗

t

∥∥∥
q
, (6.5)

f(x∗)− f(x̄) ≤ 2
∥∥∥u∗

t

∥∥∥
2

q
, (6.6)

f(x∗)− 1

2

∥∥∥u∗
t

∥∥∥
2

q
≤ F10(x̄, t) ≤ f(x∗). (6.7)

Åñëè p = 2, τ = t2/2, òîãäà q = 2 è èç (6.5) � (6.7) ñëåäóåò

f(x∗)− 1

4τ

m∑
i=1

(ui
∗)

2 ≤ f(x̄) + τ

m∑
i=1

[hi
+(x̄)]2 ≤ f(x∗), (6.8)

τ

[
m∑

i=1

[hi
+(x̄)]2

]1/2

≤
[

m∑
i=1

(ui
∗)]

2

]1/2

= ‖u∗‖2, (6.9)

f(x∗)− f(x̄) ≤ 1

τ
‖u∗‖2

2. (6.10)

Ôîðìóëó (6.8) ìîæíî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî èç (6.3). Îöåíêè, áëèçêèå ê
(6.8) � (6.10), áûëè ïîëó÷åíû â [7] äëÿ çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çàìåòèì,
÷òî çäåñü íå äåëàëîñü íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î âûïóêëîñòè èëè äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ çàäà÷ó (1.1).
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7. Èçëîæåííûé âûøå ïîäõîä ìîæíî îáîáùèòü íà âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè âèäà

F11(x, u, t) = L(x, u) + A(h(x)) + A∗(u∗ − u),

F12(x, u, t) = L(x, u) + tB(h(x))B0(u∗ − u).

Ïóñòü ôóíêöèÿ B(h) è âåêòîð v òàêîâû, ÷òî B(h) = 0 ïðè âñåõ h ∈ Rm
− è 0 ≤

B(h(x))B0(u∗ − u) < +∞ ïðè âñåõ b ∈ Rm
+ . Òîãäà ïðè t ≥ 1 çàäà÷à ìèíèìèçàöèè F12

ïî x ðàçðåøèìà è
f(x∗) = min

x∈Rn
F12(x, u, t).

Åñëè â êà÷åñòâå B âçÿòü B = ‖h+‖p, òî B0(u∗ − u) = ‖u∗ − u‖q, ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî u∗ ≥ u ≥ 0.

Ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå îöåíêè ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé èñïîëüçîâàíèÿ
âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè F11. Îñîáåííî ïðîñòî ýòî äåëàåòñÿ, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî u∗ ≥
u > 0. Åñëè ìèíèìóì F11 ïî x äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x̄, òî îöåíêà (6.1), íàïðèìåð,
ïðèìåò âèä

f(x∗)− 1

q

∥∥∥∥
u∗ − u

t

∥∥∥∥
q

q

≤ L(x̄, u) +
1

p
‖th+(x̄)‖p

p ≤ f(x∗).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãèå îöåíêè.
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