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Ðàçðàáîòàí ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ. Àëãîðèòì îñíîâàí íà ìåòîäå íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé, ïðåäëîæåííîì
Þ.Ã. Åâòóøåíêî äëÿ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà. Àëãîðèòì ðå-
àëèçîâàí íà ÿçûêå Ñ â MPI-ñèñòåìå ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïåðåäà÷åé
ñîîáùåíèé. Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû ïîèñ-
êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ðàáîòà àëãîðèòìà äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå ðàñ÷åòà
ñòðîåíèÿ àòîìíîãî êëàñòåðà.

1. Ââåäåíèå

Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ òðåáóåòñÿ íàéòè ãëîáàëüíûé îï-
òèìóì. Îäíàêî èç-çà áîëüøîé ñëîæíîñòè ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà îáû÷íî îãðàíè-
÷èâàþòñÿ îòûñêàíèåì ëîêàëüíûõ ðåøåíèé. Ñîâðåìåííûå ìíîãîïðîöåññîðíûå ÝÂÌ ñóùå-
ñòâåííî ðàñøèðÿþò âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, ïîçâîëÿÿ èñ-
ïîëüçîâàòü ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ðàñ÷åòîâ. Ïåðåíîñ ïîñëåäîâàòåëüíûõ àëãîðèòìîâ è
ñîçäàíèå íîâûõ ïàðàëëåëüíûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ñòàíîâÿòñÿ âåñüìà àêòó-
àëüíûìè. Îáçîð ìíîãî÷èñëåííûõ ïóáëèêàöèé ïî ïîèñêó ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ïðèâåäåí
â [1]. Ïðîáëåìû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé ïîäðîáíî èçëîæåíû â [2].

Â 1971 ã. â [3] áûë ïðåäëîæåí è íà ÿçûêå ÀËÃÎË-60 ðåàëèçîâàí ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ
ïîêðûòèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé. Äàëüíåéøåå
ðàçâèòèå ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë â [4, 5]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûé âà-
ðèàíò ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé, äàåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè
åãî íà ÿçûêå Ñ â MPI-ñèñòåìå ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïåðåäà÷åé ñîîáùåíèé
(Message Passing Interface). Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïðî-
öåäóðû ïîèñêà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ðàáîòà àëãîðèòìà äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå
ðàñ÷åòà ñòðîåíèÿ àòîìíîãî êëàñòåðà. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâåäåíû íà âû-
÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñàõ MVS 6000 è MVS 15000 [6].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû N◦ 14 ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðå-
çèäèóìà ÐÀÍ �Ðàçäåë II: Âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ è ìíîãîïðîöåññîðíûå ñèñòåìû� 2006 ã., à
òàêæå ïðîãðàììû N◦ 15 Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ �Èññëåäîâàíèå è ñîçäàíèå íàó÷íûõ ïðèëîæåíèé â ðàñïðåäåëåí-
íîé ñðåäå ñóïåðêîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé íà áàçå ÂÖ ÐÀÍ� 2006 ã.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îáùàÿ èäåÿ ìåòîäà ïîêðûòèé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé è
íåïðåðûâíîé íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå P ⊂ Rn

f∗ = glob min
x∈P

f(x). (1)

×åðåç X∗ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1), ÷åðåç f∗ � ìèíèìàëüíîå çíà÷å-
íèå öåëåâîé ôóíêöèè f(x). Ââåäåì ìíîæåñòâî ε-îïòèìàëüíûõ (ïðèáëèæåííûõ) ðåøåíèé
çàäà÷è (1):

Xε
∗ = {x ∈ P : f(x) ≤ f∗ + ε}. (2)

Î÷åâèäíî, X∗ ⊂ Xε
∗ ⊂ P . Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî íàéòè õîòÿ

áû îäíó òî÷êó xr ∈ Xε
∗ è âçÿòü â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ f∗ ÷èñëî fr = f(xr). Äðó-

ãèìè ñëîâàìè, íàäî ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà
ôóíêöèè è íàéòè õîòÿ áû îäíó òî÷êó xr, ãäå ýòî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ.

Ââåäåì íàáîð ìíîæåñòâ Bm = [P1, P2, . . . , Pm] èç Rn è íàáîð n-ìåðíûõ òî÷åê Nm =
= [c1, c2, . . . , cm] òàêèõ, ÷òî ci ∈ Pi ⊂ P äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ m. Îáúåäèíåíèå m ìíîæåñòâ Pi

îáîçíà÷èì ÷åðåç

Um =
m⋃

i=1

Pi.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ Pi ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî P , åñëè

P = Um. (3)

Â êàæäîé òî÷êå ci âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè f , è ïî ôîðìóëå

Rm = min
1≤i≤m

f(ci) = f(cr) (4)

îïðåäåëÿåòñÿ ðåêîðäíàÿ òî÷êà cr è ðåêîðä Rm.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f è ìíîæåñòâî Pi òàêîâû, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Pi âûïîëíåíî

óñëîâèå
f(x) ≥ Rm − ε. (5)

Îñíîâîé ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ëåãêî ïðîâåðÿåìîå
Óòâåpæäåíèå 1. Ïóñòü íàáîð ìíîæåñòâ Bm è ôóíêöèÿ f òàêîâû, ÷òî Um = P è

âûïîëíåíî óñëîâèå (5) äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ m. Òîãäà ðåêîðäíàÿ òî÷êà cr ∈ Xε
∗ .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàáîð ìíîæåñòâ Pi ïîëíîñòüþ ïîêðûâàåò P , òî êàæäàÿ òî÷êà x∗
èç X∗ áóäåò ïðèíàäëåæàòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó èç ìíîæåñòâ Pi. Ïóñòü x∗ ∈ Ps, s ≤ m;
òîãäà, ó÷èòûâàÿ (5), ïîëó÷èì

f∗ = f(x∗) ≥ Rm − ε = f(cr)− ε.

Ñîãëàñíî (2), ðåêîðäíàÿ òî÷êà cr ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ε-ðåøåíèé çàäà÷è (1).
Äàííîå óòâåðæäåíèå âûðàæàåò îñíîâíóþ èäåþ ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé: âìå-

ñòî ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íà P èùóòñÿ ãëîáàëüíûå ìèíèìóìû íà ïîäìíîæåñòâàõ,
îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ P . Ìíîæåñòâà Pi ìîãóò áûòü ñàìûìè ðàçíîîáðàçíûìè.
Íàïðèìåð, íà êàæäîì Pi ôóíêöèÿ f ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Ëèïøèöà ñî ñâîåé
êîíñòàíòîé Li. Â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ ôóíêöèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ âûïóêëîé èëè äâàæäû
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äèôôåðåíöèðóåìîé. Âñå ýòè îñîáåííîñòè öåëåñîîáðàçíî ó÷èòûâàòü äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷å-
òîâ.

Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà íàáîðû Bm è Nm ñòðîÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå êàæäîãî
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ïðîèñõîäèò óòî÷íåíèå ðåêîðäà. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîñëåäíåå
âû÷èñëåíèå f áûëî âûïîëíåíî â òî÷êå cm, ðåêîðäíàÿ òî÷êà áûëà cr, à ðåêîðä áûë Rm.
Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ëåáåãîâî ìíîæåñòâî:

Lm = {x ∈ P : Rm − ε ≤ f(x)}. (6)

Ïóñòü ãëîáàëüíûé ìèíèìóì íà Lm äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x`. Òîãäà Rm − f(x`) = f(cr)−
−f(x`) ≤ ε è, ñëåäîâàòåëüíî, â ðåçóëüòàòå ãëîáàëüíîé ìèíèìèçàöèè íà Lm ðåêîðä Rm

ìîæåò áûòü óòî÷íåí íå áîëåå ÷åì íà ε. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî Lm íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà
è ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíî èç îáëàñòè ïîèñêà P .

Åñëè ïîñëå îïèñàííûõ âû÷èñëåíèé óñëîâèå P = Um íå âûïîëíåíî, òî ïîèñê ìèíèìóìà
ïðîäîëæàåòñÿ íà ìíîæåñòâå Wm = P\Um. Ïóñòü îïðåäåëåíû cm+1 ∈ Pm+1 ⊆ Wm, âû÷èñ-
ëåíû f(cm+1) è Rm+1. Åñëè íà Pm+1 âûïîëíåíî óñëîâèå f(x) ≥ Rm+1 − ε, òî ìíîæåñòâî
Pm+1 ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíî è ïîèñê ìèíèìóìà ïðîäîëæàåòñÿ íà Wm\Pm+1. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî Pm+1 ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ, â êàæäîì èç íèõ
âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f , ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ðåêîðä, íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà èñ-
êëþ÷àþòñÿ, äðóãèå äðîáÿòñÿ è ò. ä. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà âñå ìíîæåñòâî P áóäåò
ïîëíîñòüþ ïîêðûòî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåêîðäîâ � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ëåáåãîâûõ ìíîæåñòâ Lm, íàïðîòèâ, ðàñøèðÿþùàÿñÿ, ò. å. L ⊆ Lm+k ïðè k ≥ 0.
Ïîýòîìó åñëè ïðè íåêîòîðîì s ≤ m èç P áûëî èñêëþ÷åíî ìíîæåñòâî Ps, òî Ps ìîæåò áûòü
èñêëþ÷åíî èç P è ïðè âñåõ s ≥ m.

Ëåáåãîâî ìíîæåñòâî L áóäåò íàèáîëüøèì, åñëè â (6) âçÿòü Rm = f∗. Îäíàêî àïðèîðè
âåëè÷èíà f∗ íå èçâåñòíà. Ïîýòîìó äëÿ óìåíüøåíèÿ ðåêîðäà öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü
ìåòîäû ëîêàëüíîãî ïîèñêà ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå P . Â òåõ òî÷êàõ ci ∈ P ,
ãäå ïîëó÷åíî, ÷òî f(ci) < Rm, ïðîèñõîäèò óëó÷øåíèå ðåêîðäà, è åñòü îñíîâàíèå ïîëàãàòü,
÷òî ðåøàÿ çàäà÷ó ëîêàëüíîãî ïîèñêà

loc min
x∈P

f(x),

ñòàðòóÿ èç òî÷êè ci, óäàñòñÿ íàéòè äðóãóþ òî÷êó c̄ ∈ P , â êîòîðîé f(c̄) < f(ci). Òàêîé ïðèåì
÷àñòî ñóùåñòâåííî óñêîðÿåò ðàñ÷åòû, ïîçâîëÿÿ óëó÷øèòü ðåêîðä è òåì ñàìûì ðàñøèðèòü
îáëàñòü, êîòîðóþ ìîæíî îòáðàñûâàòü â ïðîöåññå ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà P .

Íàèáîëåå òðóäíûì ýòàïîì â ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïîèñêà ýêñòðåìóìà ÿâëÿåòñÿ îïðå-
äåëåíèå õîòÿ áû íåêîòîðîé ÷àñòè ìíîæåñòâà Lm. Çäåñü ïðèõîäèòñÿ íàëàãàòü íà ôóíêöèþ
f äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ f(x) ìîæíî ïîñòðîèòü ìèíîðàíòó
g(ci, x) òàêóþ, ÷òî äëÿ âñåõ x, ci ∈ P âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

g(ci, x) ≤ f(x), g(ci, ci) = f(ci). (7)

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Ni = {x ∈ P : Rm − ε ≤ g(ci, x)}. (8)

Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî Ni ⊆ Lm, ïîýòîìó ìíîæåñòâî Ni ìîæíî èñêëþ÷èòü èç îáëàñòè ïîèñêà
P . Ïðèâåäåì äâà ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿ, êîãäà ìèíîðàíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå (7), ëåãêî ñòðî-
ÿòñÿ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L, ò. å. äëÿ ëþáûõ
x è ci èç P âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x)− f(ci)| ≤ L‖x− ci‖∞. (9)
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Çäåñü è íèæå èñïîëüçóåòñÿ p-ÿ ãåëüäåðîâñêàÿ íîðìà

‖v‖p =

(
n∑

j=1

|vj|p
)1/p

,

êîòîðàÿ ïðè p = ∞ ñîâïàäàåò ñ ÷åáûøåâñêîé íîðìîé

‖v‖∞ = max
1≤j≤n

|vj|.

Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ P èìååì

f(x) ≥ f(ci)− L‖x− ci‖∞.

Ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü óäîâëåòâîðÿþùóþ (7) ìèíîðàíòó

g(ci, x) = f(ci)− L‖x− ci‖∞. (10)

Ââåäåì ìíîæåñòâî
Ki = {x ∈ Rn : ‖x− ci‖∞ ≤ ρim}, (11)

ãäå
ρim = (f(ci)−Rm + ε) /L. (12)

Çäåñü Ki � êóá ñ öåíòðîì â òî÷êå ci è ãëàâíîé äèàãîíàëüþ 2ρim (èëè åñëè p = ∞, òî
øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå ci è ðàäèóñîì ρim).

Åñëè ci ∈ P äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ m, òî ñîãëàñíî (5) f(ci) ≥ f(cr), ïîýòîìó ðàäèóñ ρim,
çàäàâàåìûé ôîðìóëîé (12), áóäåò áîëüøå èëè ðàâåí ε/L:

min
x∈Ki

g(ci, x) = f(ci)− L max
x∈Ki

‖x− ci‖∞ = f(ci)− Lρim ≥ Rm − ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, êóá Ki ìîæíî èñêëþ÷èòü èç îáëàñòè ïîèñêà P . Åñëè îáúåäèíåíèå êóáîâ
Ki, 1 ≤ i ≤ m, óäîâëåòâîðÿþùèõ (10), ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî P , òî cr ∈ Xε

∗ .
Ðàäèóñ øàðà Ki áóäåò áîëüøèì, åñëè f(ci) À f(cr), è ìàëûì â îáëàñòÿõ, ãäå f(ci) ≈

≈ f(cr). Áëàãîäàðÿ ýòîìó âîçìîæíî íåðàâíîìåðíîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà P øàðàìè ðàç-
ëè÷íîãî ðàäèóñà.

Åñëè, ïîìèìî (9), âûïîëíåíî óñëîâèå âèäà ‖f ′(x) − f ′(z)‖1 ≤ M‖x − z‖∞ è σ åñòü
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ f ′(ci) è x− ci, òî

f(x)− f(ci) ≥ σ −M‖x− ci‖∞ ≥ −‖x− ci‖ · ‖f ′(ci)‖1 −M‖x− ci‖2
∞.

Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ (10), ïîëó÷èì, ÷òî ìèíîðàíòîé áóäåò

g(ci, x) = f(ci)− ‖x− ci‖ ·min{L, ‖f ′(ci)‖1 + M‖x− ci‖∞}.
Âîçìîæíû äðóãèå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ íèæíåé îöåíêè ôóíêöèè f .

3. Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîêðûòèÿ

Ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óïðîùàþùèå ïðåä-
ïîëîæåíèÿ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî P � ýòî n-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ
ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì:

P = {x ∈ Rn, a ≤ x ≤ b}.
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Çäåñü è íèæå íåðàâåíñòâî a ≤ x îçíà÷àåò, ÷òî aj ≤ xj äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ n.
Â ïðîöåññå ðàñ÷åòîâ èñïîëüçóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå âåêòîðû ai, bi ∈ Rn è ïîðîæäàåìûå

èìè ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëåëåïèïåäû ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêî-
ñòÿì: Pi = {x ∈ Rn : ai ≤ x ≤ bi}.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âåêòîðû ai ≥ a è bi ≤ b. Òàêèì îáðàçîì, âñå ïàðàëëåëåïèïåäû
Pi ⊆ P . Â êà÷åñòâå òî÷åê ci áåðóòñÿ öåíòðû ïàðàëëåëåïèïåäîâ Pi:

cj
i = (aj

i + bj
i )/2, 1 ≤ j ≤ n.

Âåêòîð ãëàâíîé äèàãîíàëè di ïàðàëëåëåïèïåäà Pi èìååò êîìïîíåíòû dj
i = bj

i − aj
i , 1 ≤

≤ j ≤ n.
Ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà (9) âñþäó íà P ñ îäíîé è

òîé æå êîíñòàíòîé L. Âîñïîëüçóåìñÿ ìèíîðàíòîé (10). Îáîçíà÷èì

yi = min
x∈Pi

g(ci, x) = f(ci)− L

2
max
1≤j≤n

‖dj
i‖ = f(ci)− L

2
‖di‖∞. (13)

Åñëè yi ≥ Rm − ε, òî ïàðàëëåëåïèïåä Pi ìîæåò áûòü èñêëþ÷åí, òàê êàê ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì íà íåì íå äàåò óëó÷øåíèÿ òåêóùåãî ðåêîðäà Rm áîëåå ÷åì íà ε, è ïîèñê ïðî-
äîëæàåòñÿ íà ìíîæåñòâå P\Pi. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åñëè yi < Rm − ε, òî ïàðàëëåëåïèïåä
Pi äåëèòñÿ ïîïîëàì ïî ìàêñèìàëüíîìó ðåáðó è ïîèñê âåäåòñÿ íà ýòèõ äâóõ ÷àñòÿõ. Åñëè
ãëàâíûå äèàãîíàëè îäíîé èëè îáåèõ ÷àñòåé ìåíüøå, ÷åì 2ε/L, òî ýòè ÷àñòè èñêëþ÷àþòñÿ
èç îáëàñòè ïîèñêà. Â öåíòðàõ îñòàâøèõñÿ ÷àñòåé âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ f(x). Ïðè ýòîì,
åñëè âîçìîæíî, óëó÷øàåòñÿ ðåêîðä è ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå ïîêðûòèÿ îáåèõ ÷àñòåé. ×àñòè,
êîòîðûå îêàçàëèñü ïîêðûòûìè, èñêëþ÷àþòñÿ èç îáëàñòè ïîèñêà. Åñëè îáå ÷àñòè èñêëþ-
÷åíû, òî Pi èñêëþ÷åí, åñëè íåò, òî ïðîäîëæàåòñÿ äàëüíåéøåå äåëåíèå äî òåõ ïîð, ïîêà
ïàðàëëåëåïèïåä Pi íå áóäåò ïîêðûò. Âîçìîæíû ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå ñïîñîáû ïîêðûòèÿ
ïàðàëëåëåïèïåäà P . Â [3], íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèâíûõ ïðîöåäóð íà ÿçûêå ÀËÃÎË-
60 ðåàëèçîâàíî ïîñëîéíîå ïîêðûòèå. Ýòîò âàðèàíò èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëî-
áàëüíîé îïòèìèçàöèè â ñëó÷àå, êîãäà n ≤ 15. Íèæå, ñëåäóÿ [4], äëÿ ïîêðûòèÿ P ïðèìåíèì
ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä äëÿ çàäà÷ ðàíöåâîãî òèïà èñïîëüçîâàëñÿ â
[7].

Ñ êàæäûì ïàðàëëåëåïèïåäîì Pi ñâÿæåì íàáîð Si = (ci, di, yi). Ñîâîêóïíîñòü íàáîðîâ
Si äëÿ âñåãî íàáîðà íåïîêðûòûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ Bm áóäåì íàçûâàòü ñïèñêîì íàáîðîâ
è îáîçíà÷àòü S = {S1, S2, . . . , Sm}. Çàïèñü S = ∅ îçíà÷àåò, ÷òî ñïèñîê S ïóñò.

Â ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå àëãîðèòìà áóêâà k áóäåò îáîçíà÷àòü ïîðÿäêîâûé íîìåð
èòåðàöèè îñíîâíîãî öèêëà.

Íà÷àëüíûå îïåðàöèè. Ïîëîæèòü k = 1, m = 1, P1 = P . Çàäàòü ε > 0, L è íåêîòîðóþ
òî÷êó x0 ∈ P . Âû÷èñëèòü c1, d1, f(c1), f(x0), y1, z = ε/L, R̃ = min{f(c1), f(x0)}. Ïîëîæèòü
N

(1)
1 = {c1}, B

(1)
1 = {P1}, S1 = (c1, d1, y1), S(1) = {S1}. Åñëè R̃ = f(c1), òî â êà÷åñòâå

ðåêîðäíîé òî÷êè âçÿòü c1, èíà÷å � òî÷êó x0. Åñëè y1 ≥ R̃− ε, òî çàêîí÷èòü ðàáîòó.

Îñíîâíîé öèêë. Ïîâòîðÿòü ñëåäóþùèå øàãè 1�5, ïîêà S(k) 6= ∅, ò. å. äî òåõ ïîð, ïîêà
ìíîæåñòâî P íå áóäåò ïîëíîñòüþ ïîêðûòî.

1. Èç òåêóùåãî íàáîðà ïàðàëëåëåïèïåäîâ B
(k)
m âûáðàòü òîò ïàðàëëåëåïèïåä Ps, äëÿ

êîòîðîãî
ys = min

1≤i≤m
yi.

2. Â ïàðàëëåëåïèïåäå Ps îïðåäåëèòü t � íîìåð íàèáîëüøåãî ðåáðà:

dt
s = max

1≤j≤n
dj

s.
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3. Ðàçäåëèòü ïàðàëëåëåïèïåä Ps ïîïîëàì ïî t-é êîîðäèíàòå, ïîðîäèâ òåì ñàìûì äâà
íîâûõ ïàðàëëåëåïèïåäà P ′ è P

′′ . Èõ öåíòðû è ãëàâíûå äèàãîíàëè îáîçíà÷èì c′, d′ è c
′′ , d

′′

ñîîòâåòñòâåííî. Èñêëþ÷èòü ïàðàëëåëåïèïåä Ps èç íàáîðà B
(k)
m , óäàëèòü íàáîð Ss èç ñïèñêà

S(k) è ïîëîæèòü m = m− 1.
4. Âû÷èñëèòü

R̃ = min{f(c′), f(c
′′
)} (14)

è, èñïîëüçóÿ (12), îïðåäåëèòü y′ = f(c′)− Ld′/2, y
′′

= f(c
′′
)− Ld

′′
/2.

Åñëè R̃ ≥ R(k), òî ïîëîæèòü R(k+1) = R(k). Åñëè y′ < R(k+1) − ε è d′ ≥ 2z, òî âêëþ÷èòü
S ′ = (c′, d′, y′) â ñïèñîê íàáîðîâ è ïîëîæèòü m = m + 1; åñëè y

′′
< R(k+1) − ε è d

′′ ≥ z, òî
âêëþ÷èòü S

′′
= (c

′′
, d

′′
, y

′′
) â ñïèñîê íàáîðîâ è ïîëîæèòü m = m + 1.

Åñëè R̃ < R(k), òî ïîëîæèòü R(k+1) = R̃. Â êà÷åñòâå ðåêîðäíîé òî÷êè xr âçÿòü òó èç
òî÷åê c′, c

′′ , â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì (14). Êàæäûé íàáîð Si èç {Si}1≤i≤m, óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèþ yi ≥ R(k+1) − ε, èñêëþ÷èòü èç ýòîãî ñïèñêà. Íîâûé ñïèñîê íàáîðîâ
{Si1, Si2, . . . , Sim} ïåðåíóìåðîâàòü è îáîçíà÷èòü S(k+1) = {Sj}1≤j≤m.

5. Ïîëîæèòü k = k + 1.

Çàìåòèì, ÷òî ãëàâíàÿ äèàãîíàëü ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîëó÷åííîãî îïèñàííûì äðîáëåíè-
åì, íå ìåíüøå, ÷åì 2ε/L. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ôàêòà íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî

Óòâåpæäåíèå 2. Ïóñòü â çàäà÷å (1) ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
ñ êîíñòàíòîé L íà n-ìåðíîì ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå P . Òîãäà îïèñàííûé àëãî-
ðèòì çà êîíå÷íîå ÷èñëî âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèè f îïðåäåëÿåò ðåêîðäíóþ òî÷êó
xr ∈ Xε

∗ .
Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàñ÷åòîâ ìíîæåñòâî P áóäåò ïîëíîñòüþ ïîêðûòî ïàðàëëåëåïèïåäà-

ìè Pi, à ðåêîðäíàÿ òî÷êà xr áóäåò ε-ðåøåíèåì çàäà÷è (1). Ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãèå,
îòëè÷àþùèåñÿ îò óêàçàííîãî íà øàãå 1, ïðàâèëà âûáîðà ïàðàëëåëåïèïåäà èç òåêóùåãî
íàáîðà. Óêàæåì ñëåäóþùèå äâà ïðàâèëà:

• âûáðàòü òîò ïàðàëëåëåïèïåä Ps, êîòîðûé áûë âêëþ÷åí ïåðâûì â òåêóùèé íàáîð
ïàðàëëåëåïèïåäîâ;

• âûáðàòü òîò ïàðàëëåëåïèïåä Ps, êîòîðûé áûë âêëþ÷åí ïîñëåäíèì â òåêóùèé íàáîð
ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

Ðàáîòó îïèñàííîãî àëãîðèòìà ñóùåñòâåííî óñêîðÿþò ïðîöåäóðû ëîêàëüíîãî ïîèñêà
ýêñòðåìóìà. Â ïðèâåäåííûõ íèæå ðåçóëüòàòàõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà èñïîëüçî-
âàëñÿ ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ îïåðàöèåé ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïàðàëëåëåïèïåä P .
Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ áûëà îñóùåñòâëåíà Í.È. Ãðà÷åâûì.

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö [7]:

• íà øàãå 1 îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîð ìíîæåñòâà äëÿ âåòâëåíèÿ;

• íà øàãå 2 ðåàëèçóåòñÿ ïðàâèëî, îïðåäåëÿþùåå ñïîñîá âåòâëåíèÿ;

• íà øàãå 3 âûïîëíÿåòñÿ âåòâëåíèå;

• íà øàãå 4 ïî ôîðìóëå (13) âû÷èñëÿþòñÿ îöåíêè y′, y′′ , îòâå÷àþùèå íîâûì ìíîæåñòâàì-
êàíäèäàòàì äëÿ âåòâëåíèÿ, âûïîëíÿåòñÿ ïåðåñ÷åò ðåêîðäà R è ïðîèçâîäèòñÿ (åñëè
ðåêîðä óëó÷øåí) îòñåâ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû èç îáëàñòè ïîèñêà.
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Íà êàæäîì øàãå îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà îäèí ïàðàëëåëåïèïåä èç òåêóùåãî íàáî-
ðà ðàçáèâàåòñÿ ïîïîëàì íà äâà íîâûõ ïî íàèáîëüøåìó ðåáðó ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé
êîîðäèíàòíîé. Ïðîöåññ ïîëîâèííûõ äåëåíèé ïàðàëëåëåïèïåäîâ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê ðîñò äâîè÷íîãî äåðåâà (ðèñ. 1). Âåðøèíàì äåðåâà ñîîòâåòñòâóþò ïàðàëëåëåïèïåäû,
ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàçáèåíèÿ. Äóãè ñîåäèíÿþò äàííûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ ïàðàëëå-
ëåïèïåäàìè, ïîëó÷åííûìè èç íåãî â ðåçóëüòàòå äåëåíèÿ.

Ðèñ. 1. Äåðåâî âåòâëåíèÿ äëÿ ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé.

Ïàðàëëåëåïèïåäû, îòâå÷àþùèå êîíöåâûì âåðøèíàì (P11, P121, P122) äåðåâà, îáðàçóþò òå-
êóùèé íàáîð ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Íåêîòîðûå êîíöåâûå âåðøèíû ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû èç
ýòîãî íàáîðà ñîãëàñíî ïðàâèëó îòñåâà (ñì. øàã 4).

Ðàäè êðàòêîñòè áóäåì äàëåå íàçûâàòü òåêóùèé íàáîð ïàðàëëåëåïèïåäîâ ïóëîì, à äåé-
ñòâèÿ îñíîâíîãî öèêëà, îïèñûâàåìûå øàãàìè 1�5, � èòåðàöèåé.

4. Îïèñàíèå ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà

Ãëàâíàÿ èäåÿ ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûïîëíÿòü èòåðàöèè ïà-
ðàëëåëüíî, ñ ïåðèîäè÷åñêèì îáìåíîì ðåêîðäàìè è ïåðåðàñïðåäåëåíèåì îáëàñòåé ïîèñêà
ìåæäó ïðîöåññîðàìè. Äëÿ ïàðàëëåëüíîãî âûïîëíåíèÿ èòåðàöèé íóæåí ñïîñîá ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ èç ïóëîâ ìåæäó ïðîöåññîðàìè.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âàðèàíò àëãîðèòìà, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò ïåðåäà÷è ïàðàëëåëå-
ïèïåäîâ èç îäíîãî ïóëà â äðóãîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòîâ èìååòñÿ p ïðîöåññîðîâ.
Ïðîñòåéøèé âàðèàíò ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ðàçîáüåì P íà p ÷àñòåé,
ïîëó÷èì íàáîð ïàðàëëåëåïèïåäîâ Pi, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (3). Êàæäûé i-é ïàðàëëå-
ëåïèïåä ïåðåäàäèì i-ìó ïðîöåññîðó, 1 ≤ i ≤ p. Êàæäîìó i-ìó ïðîöåññîðó äàäèì çàäàíèå:
èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íàéòè íà ìíî-
æåñòâå Pi ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè f . Ïîñëå òîãî êàê âñå ïðîöåññîðû âûïîëíÿò ýòî
çàäàíèå, âûáåðåì íàèëó÷øèé èç ïîëó÷åííûõ p ðåêîðäîâ. Ýòîò ðåêîðä áóäåò ε-ðåøåíèåì
èñõîäíîé çàäà÷è. Ïðèâëåêàòåëüíà àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîñòîòà òàêîãî ïîäõîäà. Âìåñòå ñ òåì
îí èìååò ðÿä ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ. Óêàæåì èõ.

• Âðåìÿ ñ÷åòà íà ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîðàõ ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ. Â ðåçóëüòàòå òè-
ïè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà îäíè ïðîöåññîðû áûñòðî çàâåðøàþò ðàñ÷åòû, à çà-
òåì ïðîñòàèâàþò, òîãäà êàê äðóãèå, íàïðîòèâ, ïîñòîÿííî çàíÿòû ðàñ÷åòàìè. Âðåìÿ
ñ÷åòà îïðåäåëÿåòñÿ òåì ïðîöåññîðîì, êîòîðûé ðàáîòàåò äîëüøå âñåõ.

• Èç-çà îòñóòñòâèÿ îáìåíà èíôîðìàöèåé ïîëó÷åííûå ðåêîðäû íå ïåðåäàþòñÿ äðóãèì
ïðîöåññîðàì, òåì ñàìûì óïóñêàåòñÿ âîçìîæíîñòü óñêîðèòü ðàñ÷åòû.
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• Îòñóòñòâóåò âîçìîæíîñòü ïîäêëþ÷èòü ïðîñòàèâàþùèå ïðîöåññîðû è ðàçãðóçèòü çà-
íÿòûå.

Ðàññìîòðèì âàðèàíò ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà, â êîòîðîì ïåðèîäè÷åñêè îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ îáìåí ðåêîðäàìè è ïåðåðàñïðåäåëåíèå îáëàñòåé ïîèñêà ìåæäó ïðîöåññîðàìè â ïðîöåññå
ñ÷åòà.

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bm = {P1, P2, . . . , Pm} ïàðàë-
ëåëåïèïåäîâ Pi, ïðèíàäëåæàùèõ P , íàïðèìåð ïîñòðîåííàÿ â ïðîöåññå ðàáîòû ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî àëãîðèòìà. Ïóñòü Nm = {c1, c2, . . . , cm} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðîâ ýòèõ
ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ïóñòü ïî (4) âû÷èñëåíû òåêóùèé ðåêîðä Rm è òåêóùàÿ ðåêîðäíàÿ
òî÷êà xr.

Ñïîñîá ðàñïðåäåëåíèÿ ðàáîòû ìåæäó ïðîöåññîðàìè òåñíî ñâÿçàí ñ âûáîðîì åäèíèöû
ðàáîòû àëãîðèòìà. Â êà÷åñòâå åäèíèöû ðàáîòû îïðåäåëèì âû÷èñëèòåëüíóþ ðàáîòó, ñâÿ-
çàííóþ ñ Q-êðàòíûì (Q ≥ 1) âûïîëíåíèåì èòåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà.

Ïóñòü ïîìèìî p = m ðàáî÷èõ ïðîöåññîðîâ èìååòñÿ åùå îäèí ïðîöåññîð, íàçûâàåìûé
äèñïåò÷åðîì. Êàê è ðàíåå, ðàñïðåäåëèì ïàðàëëåëåïèïåäû íà÷àëüíîãî íàáîðà Bm ìåæäó
ðàáî÷èìè ïðîöåññîðàìè.

Ïðè âûïîëíåíèè èòåðàöèé ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà êàæäûé ðàáî÷èé ïðîöåññîð
ïîääåðæèâàåò ñâîé èíäèâèäóàëüíûé ïóë. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàñòóïàåò çàâåðøåíèå ðàáî-
òû ïðîöåññîðà, åñëè èì âûïîëíåíû Q öèêëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà (ò. å. ñäåëàíî Q
ïîëîâèííûõ äåëåíèé) èëè åñëè åãî èíäèâèäóàëüíûé ïóë ñòàë ïóñòûì. Ïðîöåññîð, êîòîðûé
çàâåðøèë ðàáîòó, ñîîáùàåò äèñïåò÷åðó ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: ÷èñëî ïàðàëëåëåïèïåäîâ â
èíäèâèäóàëüíîì ïóëå, ìèíèìàëüíóþ îöåíêó y äëÿ êàæäîãî èç íèõ è ñâîé èíäèâèäóàëüíûé
ðåêîðä (ò. å. ëó÷øåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f , ïîëó÷åííîå â õîäå âû÷èñëåíèé). Ýòîò ïðîöåññîð
ñòàâèòñÿ â ïîääåðæèâàåìóþ äèñïåò÷åðîì î÷åðåäü îæèäàþùèõ ïðîöåññîðîâ. Îæèäàþùèé
ïðîöåññîð íàçîâåì ñâîáîäíûì, åñëè åãî èíäèâèäóàëüíûé ïóë ïóñò.

Ðàññìîòðèì ìåòîä êîììóíèêàöèè ìåæäó ïðîöåññîðàìè. Îáìåí èíôîðìàöèåé áûë áû
èäåàëüíûì, åñëè êàæäûé ïðîöåññîð ñîîáùèë áû äðóãèì î íàèëó÷øåì íàéäåííîì ðåêîðäå,
î êîëè÷åñòâå èìåþùèõñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ è î çíà÷åíèÿõ íèæíåé îöåíêè äëÿ ïàðàëëå-
ëåïèïåäîâ â òåêóùåì èíäèâèäóàëüíîì íàáîðå. Îäíàêî ñëèøêîì ÷àñòûå îáìåíû ìåæäó
ïðîöåññîðàìè ìîãóò ïðèâåñòè ê ÷ðåçìåðíîìó óâåëè÷åíèþ êîììóíèêàöèîííûõ ðàñõîäîâ è
ïîíèæåíèþ ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà â öåëîì.

Â ïðåäëàãàåìîì âàðèàíòå àëãîðèòìà êàæäûé ïðîöåññîð ïîñûëàåò äèñïåò÷åðó ïåðå÷èñ-
ëåííûå âûøå äàííûå â àñèíõðîííîì ðåæèìå, ò. å. íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ïðîöåññîðîâ. Íà
îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ äèñïåò÷åð óëó÷øàåò ðåêîðä R è ñîîáùàåò åãî âñåì îæèäàþùèì
ïðîöåññîðàì, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòü íîâûé ðåêîðä äëÿ îòñåâà ïàðàëëåëåïèïåäîâ èç
ñâîèõ íàáîðîâ. Äèñïåò÷åð âûÿâëÿåò ñðåäè îæèäàþùèõ ïðîöåññîðîâ òå, êîòîðûå ñîäåðæàò
òîëüêî îäèí ïàðàëëåëåïèïåä â ñâîåì èíäèâèäóàëüíîì íàáîðå, è èì ïðèêàçûâàåò âûïîë-
íèòü îñíîâíîé öèêë Q ðàç, âçÿâ íîâûé R â êà÷åñòâå ðåêîðäà. Òî÷íî òàêîé æå ïðèêàç
ïîëó÷àþò äðóãèå îæèäàþùèå ïðîöåññîðû, åñëè â äàííûé ìîìåíò îòñóòñòâóþò ñâîáîäíûå.

Êàê òîëüêî äèñïåò÷åð âûÿâèò ñâîáîäíûé ïðîöåññîð, îí ñðåäè îæèäàþùèõ ïîäáåðåò
åìó ïàðòíåðà äëÿ ïåðåäà÷è ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ìèíèìàëüíîé íèæíåé îöåíêîé. Ïîäáîð
òàêîé ïàðû çàâåðøàåòñÿ äâóìÿ ïðèêàçàìè: ñâîáîäíîìó ïðîöåññîðó äàåòñÿ ïðèêàç ïðèíÿòü
ïàðàëëåëåïèïåä îò îæèäàþùåãî ïðîöåññîðà, à îæèäàþùåìó � ïåðåäàòü ïàðàëëåëåïèïåä
äàííîìó ñâîáîäíîìó.

Äèñïåò÷åð çàâåðøàåò âûïîëíåíèå àëãîðèòìà, åñëè âñå ðàáî÷èå ïðîöåññîðû ñâîáîäíû.
Â ïðåäëàãàåìîì àëãîðèòìå ÷àñòîòà îáðàùåíèÿ ïðîöåññîðîâ ê äèñïåò÷åðó çàâèñèò îò

ïàðàìåòðà Q. Êàê òîëüêî íàéäåòñÿ ñâîáîäíûé ïðîöåññîð, ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåðàñïðåäåëå-
íèå âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû ìåæäó ïðîöåññîðàìè ïóòåì ïåðåäà÷è ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ïðè
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òàêîé ñõåìå îðãàíèçàöèè ðàáîòû ïðîöåññîðû âûïîëíÿþò àëãîðèòì àñèíõðîííî, îáìåíèâà-
ÿñü èíôîðìàöèåé òîëüêî ïðè îáðàùåíèè ê äèñïåò÷åðó. Â ðåçóëüòàòå ïðîöåññ âûïîëíåíèÿ
àëãîðèòìà ñòàíîâèòñÿ �íåäåòåðìèíèðîâàííûì�, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðîæäàåìûõ ïà-
ðàëëåëåïèïåäîâ è ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàçëè÷íûìè äëÿ ðàçíûõ çàïóñêîâ
îäíîé è òîé æå çàäà÷è (äàæå ïðè îäíîì è òîì æå íàáîðå ïðîöåññîðîâ).

Îïèøåì ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì äëÿ èçëîæåííîé âûøå ñõåìû âçàèìîäåéñòâèÿ ïðî-
öåññîðîâ. Äëÿ îáìåíà äàííûìè ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðîöåññîðàìè ïðåäïîëàãàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü ÿâíóþ ïåðåäà÷ó ñîîáùåíèé. Ñîîáùåíèå, ïåðåäàâàåìîå îò ðàáî÷åãî ïðîöåññîðà
äèñïåò÷åðó, ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î çíà÷åíèÿõ ñëåäóþùèõ âåëè÷èí:

• ÷èñëî ïàðàëëåëåïèïåäîâ â òåêóùåì ïóëå;

• ìèíèìàëüíûå îöåíêè y äëÿ âñåõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ òåêóùåãî ïóëà;

• èíäèâèäóàëüíûé ðåêîðä R = f(c).

Äèñïåò÷åð ïîñûëàåò ðàáî÷èì ïðîöåññîðàì ñëåäóþùèå ñîîáùåíèÿ-êîìàíäû:

• work(Q,R) � âûïîëíèòü Q ðàç îñíîâíîé öèêë, ñ÷èòàÿ R òåêóùèì ðåêîðäîì;

• take(i) � ïðèíÿòü ïàðàëëåëåïèïåä îò ïðîöåññîðà i;

• give(j) � ïåðåäàòü ïàðàëëåëåïèïåä ïðîöåññîðó j;

• finish � çàâåðøèòü ðàáîòó.

Àëãîðèòì äëÿ ïðîöåññîðà-äèñïåò÷åðà:
1. Îáúÿâèòü ñâîáîäíûìè âñå ðàáî÷èå ïðîöåññîðû, êðîìå îäíîãî, íàïðèìåð p1. Îáú-

ÿâèòü ïðîöåññîð p1 îæèäàþùèì è óêàçàòü, ÷òî â åãî èíäèâèäóàëüíîì ïóëå åäèíñòâåííûé
ïàðàëëåëåïèïåä � èñõîäíûé; ïðèíÿòü ðåêîðä R = f(x0), ãäå x0 ∈ P � çàäàííàÿ íà÷àëü-
íàÿ òî÷êà; ïîëîæèòü îöåíêó y ðàâíîé îöåíêå èñõîäíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, çàäàòü ïàðàìåòð
Q ≥ 1.

2. Ïîêà âñå ïðîöåññîðû íå ñòàëè ñâîáîäíûìè, ïîâòîðÿòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ 3�6.
3. Åñëè íåò ñâîáîäíûõ ïðîöåññîðîâ, òî êàæäîìó îæèäàþùåìó äàòü êîìàíäó work, à

ñïèñîê îæèäàþùèõ îïóñòîøèòü.
4. Êàæäîìó îæèäàþùåìó ïðîöåññîðó ñ åäèíñòâåííûì ïàðàëëåëåïèïåäîì â ïóëå äàòü

êîìàíäó work(Q,R) è óäàëèòü èç ñïèñêà îæèäàþùèõ.
5. (Öèêë âûáîðà ïàð ïðîöåññîðîâ äëÿ ïåðåäà÷è ïàðàëëåëåïèïåäîâ.) Ïîêà ñïèñêè îæè-

äàþùèõ è ñâîáîäíûõ ïðîöåññîðîâ îáà íåïóñòû, âûáðàòü ñðåäè îæèäàþùèõ ïðîöåññîð i ñ
ìèíèìàëüíîé îöåíêîé, à ñðåäè ñâîáîäíûõ � íåêîòîðûé ïðîöåññîð j è óäàëèòü âûáðàííûå
ïðîöåññîðû èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïèñêîâ; îòïðàâèòü ïåðâîìó êîìàíäó give(j), âòîðîìó �
take(i).

6. Ïðèíÿòü ïîñòóïàþùèå îò ïðîöåññîðîâ ñîîáùåíèÿ; çàíåñòè ïîñëàâøèé ñîîáùåíèå
ïðîöåññîð â ñïèñîê îæèäàþùèõ èëè ñâîáîäíûõ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïàðàëëåëåïèïåäîâ
â åãî ïóëå. Ïåðåñ÷èòàòü òåêóùèé ðåêîðä ñ ó÷åòîì äàííûõ, ïîëó÷åííûõ îò ïðîöåññîðîâ.

7. Êàæäîìó ïðîöåññîðó (îíè âñå ñâîáîäíû) äàòü êîìàíäó finish.

Àëãîðèòì äëÿ ðàáî÷åãî ïðîöåññîðà:
1. Ïîêà íå ïîñòóïèëà êîìàíäà finish, âûïîëíÿòü äåéñòâèÿ 2�4.
2. Ïðèíÿòü î÷åðåäíóþ êîìàíäó äèñïåò÷åðà.
3. Åñëè ïîëó÷åíà êîìàíäà give(j) èëè take(i), òî âûïîëíèòü åå è îòïðàâèòü äèñïåò÷åðó

ñîîáùåíèå î ÷èñëå ñâîèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ è î ìèíèìàëüíûõ îöåíêàõ y.
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4. Åñëè ïîëó÷åíà êîìàíäà work(Q,R), òî âûïîëíÿòü èòåðàöèè, ïîêà èíäèâèäóàëüíûé
ïóë íåïóñò è âûïîëíåíî ìåíåå Q èòåðàöèé; îòïðàâèòü äèñïåò÷åðó ñîîáùåíèå ñ ðåçóëüòà-
òàìè ðàáîòû.

5. Åñëè ïîëó÷åíà êîìàíäà finish, òî çàâåðøèòü ðàáîòó.

5. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Äëÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ýíåðãèþ àòîì-
íûõ êëàñòåðîâ Ìîðñà, ñîñòîÿùèõ èç n àòîìîâ:

f(x1, x2, . . . , xn, ρ) =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

[(
eρ(1−‖xi−xj‖) − 1

)2 − 1
]
,

ãäå ρ � ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð, xi ∈ R3 è xj ∈ R3 � òðåõìåðíûå âåêòîðû êîîðäèíàò öåíòðîâ
àòîìîâ i è j ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò n àòîìîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ρ çíà÷åíèå ôóíêöèè f äîñòèãàëî ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà. Âåëè÷èíà ρ ïðèíèìàëàñü ðàâíîé 3, 6 è 8, ÷èñëî àòîìîâ êëàñòåðà äîñòèãàëî 80,
ïðè ýòîì ÷èñëî èñêîìûõ ñêàëÿðíûõ ïåðåìåííûõ � 240. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ f
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé L. Òàê êàê çíà÷åíèå L àïðèîðè
íåèçâåñòíî, òî äåëàëîñü íåñêîëüêî ðàñ÷åòîâ: âíà÷àëå ñ íåáîëüøèì çíà÷åíèåì L, à ïîñëå
íàõîæäåíèÿ íåêîòîðîãî ðåêîðäà çíà÷åíèå L ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàëîñü òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû âðåìÿ ñ÷åòà áûëî ïðèåìëåìûì.

Äëÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëñÿ âû÷èñëèòåëüíûé êîìïëåêñ MVS15000 Ìåæâåäîìñòâåí-
íîãî ñóïåðêîìïüþòåðíîãî öåíòðà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê [6]. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëè-
òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñîïîñòàâëÿëèñü ñ ðàñ÷åòàìè, ïðèâåäåííûìè â Cambridge Cluster
Database (áàçå äàííûõ ïî àòîìíûì êëàñòåðàì Êåìáðèäæà).

Ñòðóêòóðà êëàñòåðà äëÿ 25 àòîìîâ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2. Çíà÷åíèÿ ρ áðàëèñü ðàâíûìè
3 è 6. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ñîâïàëè ñ ðåçóëüòàòàìè, ïðèâåäåííû-
ìè â óïîìÿíóòîé áàçå. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû Ëèïøèöà áûëî 26, 3, òî÷íîñòü
ε = 0, 1. Â îïðåäåëåíèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà P âñå ýëåìåíòû âåêòîðà a áðàëèñü ðàâ-
íûìè −2, 1, à âåêòîðà b � ðàâíûìè 1, 5. Äëÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ñî-
ïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðàñ÷åòû íà÷èíàëèñü ñ îäíîé è òîé æå íà÷àëüíîé
ñòðóêòóðû êëàñòåðà.

Ðèñ. 2. Ñòðóêòóðà êëàñòåðà (n = 25, ρ = 6).
Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ñ÷åòà îò ïàðàìåòðà Q ïîêàçàíà íà ðèñ. 3 ïðè èñïîëüçîâàíèè

ðàçíîãî ÷èñëà ïðîöåññîðîâ. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî íàèìåíüøåå âðåìÿ ñ÷åòà äîñòèãàåòñÿ,
åñëè 20 ≤ Q ≤ 40.
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ñ÷åòà îò ïàðàìåòðà Q.

Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ñ÷åòà îò ÷èñëà ïðîöåññîðîâ p ïîêàçàíà íà ðèñ. 4. Äëÿ êàæäîãî
÷èñëà ïðîöåññîðîâ áûëî âçÿòî íàèëó÷øåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Q, îïðåäåëÿåìîå ðèñ. 3. Èç
ýòîãî ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî âðåìÿ ñ÷åòà ñîêðàùàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ïðîöåññîðîâ
äî 20. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ÷èñëà ïðîöåññîðîâ âðåìÿ íå óëó÷øàåòñÿ èç-çà óâåëè-
÷åíèÿ ïðîñòîåâ, íåðàâíîìåðíîñòè çàãðóçêè ïðîöåññîðîâ è íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ, ñâÿçàííûõ
ñ êîììóíèêàöèîííûìè îáìåíàìè. Ïðè p = 4 âðåìÿ ñ÷åòà t = 154c, ïðè p = 20 � t = 15c.

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ñ÷åòà îò ÷èñëà ïðîöåññîðîâ.

Ðèñóíîê 5 ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷åòûðüìÿ ïðîöåññîðàìè óñêîðÿ-
åòñÿ ñ÷åò ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ïðîöåññîðîâ p. Òàê, ïðè p = 10 äîñòèãàåòñÿ äâóêðàòíîå
óñêîðåíèå, à ïðè p = 20 � äåñÿòèêðàòíîå. Ýòî óñêîðåíèå ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷åò çíà÷èòåëü-
íîãî ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà ïàðàëëåëåïèïåäîâ â ïóëàõ è ÷àñòîãî îáìåíà ìåæäó ïðîöåññîðàìè
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èíôîðìàöèåé î òåêóùåì ðåêîðäå. Íî êîãäà ÷èñëî ïðîöåññîðîâ ïðåâûøàåò 40, ïðîèñõîäèò
çàìåäëåíèå ñ÷åòà èç-çà óïîìÿíóòûõ âûøå íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ.

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ñ÷åòà îò ÷èñëà ïðîöåññîðîâ.

Ðèñóíîê 6 ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü ÷èñëà âñåõ ïîðîæäåííûõ â ïðîöåññå ñ÷åòà ïàðàë-
ëåëåïèïåäîâ îò ÷èñëà ïðîöåññîðîâ. Ïðè p = 100 ýòî ÷èñëî ïðåâîñõîäèëî 200 000.

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà ïàðàëëåëåïèïåäîâ îò ÷èñëà ïðîöåññîðîâ.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè äâóõ ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ MVS6000
è MVS15000 êàæäûé èç íèõ èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû êëàñòå-
ðà, ñîäåðæàùåãî 80 àòîìîâ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ñ÷åòà çàêàçûâàëîñü ïî 50 ïðîöåññîðîâ.
Ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ñ÷åòà îãðàíè÷èâàëîñü âîñåìüþ ÷àñàìè. Áûë èñïîëüçîâàí îäèíàêî-
âûé íàáîð ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà: ε = 0, 01, n = 240, ρ = 3, L = 1, 28. Íà âû÷èñëèòåëüíîì
êîìïëåêñå MVS6000 áûëî ïîñòðîåíî 70499 ïàðàëëåëåïèïåäîâ è ïîëó÷åíî f∗ = −690, 578,
ò. å. áûëî äîñòèãíóòî çíà÷åíèå, óêàçàííîå â Êåìáðèäæñêîé áàçå äàííûõ êàê îïòèìàëü-
íîå. Ïðè÷åì ýòà âåëè÷èíà áûëà ïîëó÷åíà ÷åðåç 5 ÷ 20 ìèí. Íà âòîðîì âû÷èñëèòåëüíîì
êîìïëåêñå ÷åðåç 5 ÷ 20 ìèí. Íà âòîðîì âû÷èñëèòåëüíîì êîìïëåêñå MVS15000 çà 8 ÷
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äîñòèãíóòûé ðåêîðä ñîñòàâèë ëèøü −686, 306, êîìïëåêñ ðàáîòàë ìåíåå ïðîèçâîäèòåëüíî,
ïîñòðîèâ òîëüêî 28653 ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîé çàäà÷è îáúåì âû-
÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû, ïðîâåäåííîé ïåðâûì êîìïëåêñîì, îêàçàëñÿ â 2, 5 ðàçà áîëüøå, ÷åì
âòîðûì, âñëåäñòâèå ÷åãî óäàëîñü ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûé îòâåò. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû
∆f(xr) = |f(xr)− f∗| îò âðåìåíè ñ÷åòà íà îáîèõ êîìïëåêñàõ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 7.

Ðèñ. 7. Âðåìÿ ñ÷åòà íà äâóõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñàõ.

6. Çàêëþ÷åíèå

Îïèñàííûé â äàííîé ñòàòüå ïàðàëëåëüíûé âàðèàíò ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé
ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ãëîáàëüíóþ îïòèìèçàöèþ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé â ñëó÷àå íåâûñîêîé
ðàçìåðíîñòè (äî 200 ïåðåìåííûõ). Íà ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ îêàçûâàåò ñó-
ùåñòâåííîå âëèÿíèå íå òîëüêî âûáîð çíà÷åíèé êîíñòàíòû Ëèïøèöà L è ïàðàìåòðà Q (ñì.
ðàçäåë 4), íî è çàäàíèå ñòðàòåãèè ïîèñêà ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïàðàëëåëüíîãî ãëîáàëüíîãî ïîèñêà ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ðåøåíèþ
çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ñîñòîèò â èñïîëüçîâà-
íèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [8]. Ýòîò ìåòîä òàêæå ïåðåíîñèòñÿ íà îòûñêàíèå ðåøåíèé çàäà÷è
ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìàêñà àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî ñäåëàíî â [9]. Êðîìå òîãî, åãî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ìèíèìèçàöèè ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáî-
âàíèè öåëî÷èñëåííîñòè âñåõ èëè íåêîòîðûõ êîìïîíåíò âåêòîðà x.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ñîòðóäíèêó ÂÖ ÐÀÍ À.ß. Áåëÿíêîâó çà îáñóæäåíèå
ñòàòüè è ñäåëàííûå ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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