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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ, ñõîäíóþ ñ ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèåé Ëàãðàíæà (ñì., íà-
ïðèìåð, [1, 2]). Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé, êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé, îäèí ðàç íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé, ó íåå ñóùåñòâóåò îáîáùåííàÿ ìàòðèöà Ãåññå, ÷òî ïîçâîëÿåò
äëÿ åå ìàêñèìèçàöèè ïðèìåíèòü îáîáùåííûé ìåòîä Íüþòîíà.

Ýòîò ïîäõîä õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà-
÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà øòðàôà, ïîñëå îäíîêðàòíîé áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè âñïîìîãà-
òåëüíîé ôóíêöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðîñòûì ôîðìóëàì òî÷íàÿ ïðîåêöèÿ çàäàííîé òî÷êè
íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è ËÏ (òåîðåìà 1). Â ýòîé òåîðåìå ïðè îïðåäåëåí-
íîì ïðåäïîëîæåíèè ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà øòðàôà.
Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ ïðîåêöèþ âî âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ è ìàêñèìèçèðóÿ åå, íàõî-
äèì òî÷íîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è ËÏ (òåîðåìà 2). Â òåîðåìå 3 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî
äëÿ ïðèâåäåííîãî íèæå èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà, íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî
êîýôôèöèåíòà øòðàôà è ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî âåêòîðà ïðÿìîé çàäà÷è, ïîëó÷àþòñÿ
òî÷íûå ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Âñïîìîãàòåëüíàÿ
çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî ìåòîäà Íüþòîíà, êîòîðûé äëÿ
äàííîé çàäà÷è ãëîáàëüíî ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷è ËÏ ñ áîëüøèì ÷èñëîì íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ (íåñêîëüêî ìèëëèîíîâ)
è ñðåäíèì ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé-ðàâåíñòâ (íåñêîëüêî òûñÿ÷). Âðåìÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷
íà êîìïüþòåðå P-IV ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé 2.6 ÃÃö ñîñòàâëÿëî îò íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ äî
íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ ñåêóíä. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îñíîâíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òðóäíîñòü
ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ïðèõîäèòñÿ íà ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìàê-
ñèìèçàöèè, êîòîðàÿ, âî-ïåðâûõ, ðåøàåòñÿ áûñòðîñõîäÿùèìñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà è ïðè êî-
òîðîé, âî-âòîðûõ, åå ðàçìåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâà,
÷èñëî êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ïåðåìåííûõ â ïðÿìîé çàäà÷å ËÏ.

Ïóñòü çàäàíà ïðÿìàÿ çàäà÷à ËÏ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

f∗ = min
x∈X

c>x, X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0n}. (P)

Äâîéñòâåííàÿ ê íåé èìååò âèä

f∗ = max
u∈U

b>u, U = {u ∈ Rm : A>u ≤ c}. (D)

Çäåñü A ∈ Rm×n, c ∈ Rn è b ∈ Rm çàäàíû, x � âåêòîð ïðÿìûõ ïåðåìåííûõ, à u � äâîéñòâåí-
íûõ, ÷åðåç 0i îáîçíà÷åí i-ìåðíûé íóëåâîé âåêòîð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé
X∗ ïðÿìîé çàäà÷è (P) íåïóñòî, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ðåøåíèé U∗ äâîéñòâåííîé çà-
äà÷è (D) òàêæå íåïóñòî. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè (óñëîâèÿ
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Êóíà-Òàêêåðà) äëÿ çàäà÷ (P) è (D) çàïèøåì â âèäå

Ax∗ − b = 0m, x∗ ≥ 0n, x>∗ v∗ = 0, v∗ = c− A>u∗ ≥ 0n. (1)

Çäåñü â îãðàíè÷åíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D) ââåäåí íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð äîïîëíè-
òåëüíûõ ïåðåìåííûõ v = c− A>u ≥ 0n.

Ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x̂ ∈ Rn. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèè
x̂∗ ýòîé òî÷êè x̂ íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗ ïðÿìîé çàäà÷è (P)

1

2
‖x̂∗ − x̂‖2 = min

x∈X∗

1

2
‖x− x̂‖2, X∗ = {x ∈ Rn : Ax = b, c>x = f∗, x ≥ 0n}. (2)

Çäåñü è âñþäó íèæå èñïîëüçóåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðîâ.
Ââåäåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (2)

L(x, p, β, x̂) =
1

2
‖x− x̂‖2 + p>(b− Ax) + β(c>x− f∗),

ãäå p ∈ Rm è β ∈ R1 � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, à x̂ áóäåì ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûì âåêòîðîì
ïàðàìåòðîâ. Âûïèøåì çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ ê (2):

max
p ∈Rm

max
β∈R1

min
x∈Rn

+

L(x, p, β, x̂). (3)

Â íåé âíóòðåííÿÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à (3)
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

max
p ∈Rm

max
β∈R1

L̃(p, β, x̂), (4)

ãäå L̃(p, β, x̂) � äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

L̃(p, β, x̂) = b>p− 1

2
‖(x̂ + A>p− βc)+‖2 − βf∗ +

1

2
‖x̂‖2.

Ðåøåíèå x̂∗ ïðÿìîé çàäà÷è (2) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå [p∗, β∗] äâîéñòâåííîé çàäà÷è (4)
ïî ôîðìóëå

x̂∗ = (x̂ + A>p∗ − β∗c)+.

Çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè (4) ñîäåðæèò àïðèîðè íåèçâåñòíóþ âåëè÷èíó f∗ �
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è ËÏ. Çàäà÷ó (4) ìîæíî óïðîñòèòü, èçáà-
âèâøèñü îò ýòîãî íåäîñòàòêà. Äëÿ ýòîãî âìåñòî (4) áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó

I1 = max
p∈Rm

S(p, β, x̂), (5)

ãäå âåêòîð x̂ è ñêàëÿð β ôèêñèðîâàíû, à ôóíêöèÿ S(p, β, x̂) îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

S(p, β, x̂) = b>p− 1

2
‖(x̂ + A>p− βc)+‖2. (6)

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå ` êîìïîíåíò âåêòîðà x̂∗ ñòðîãî áîëüøå
íóëÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðåäïîëîæåíèåì ïðåäñòàâèì âåêòîðû x̂∗, x̂, v∗ è c, à òàêæå
ìàòðèöó A â âèäå

x̂>∗ =
[
[x̂`
∗]
>, [x̂d

∗]
>]

, x̂> =
[
[x̂`]>, [x̂d]>

]
, v>∗ =

[
[v`
∗]
>, [vd

∗ ]
>]

, c> =
[
[c`]>, [cd]>

]
, A = [A` | Ad],
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ãäå x̂`
∗ > 0`, x̂d

∗ = 0d, d = n − `, è ñîãëàñíî óñëîâèþ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè (x̂>∗ v∗ = 0,
x̂∗ ≥ 0n, v∗ ≥ 0n) âûðàæåíèå (1) çàïèøåòñÿ â âèäå

v`
∗ = c` − A>

` u∗ = 0`, vd
∗ = cd − A>

d u∗ ≥ 0d.

Ââåäåì èíäåêñíîå ìíîæåñòâî σ = {` + 1 ≤ i ≤ n : (vd
∗)

i > 0}. Îïðåäåëèì ÷èñëî

β∗ =





max
i∈σ

qi

(vd∗)i
, åñëè σ 6= ∅,

α > −∞, åñëè σ = ∅,
(7)

ãäå qi åñòü i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà q = x̂d + A>
d (A`A

>
` )−1A`(x̂

`
∗ − x̂`) è α � ïðîèçâîëüíîå

÷èñëî.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗ çàäà÷è (P) íåïóñòî, ðàíã ìàòðèöû A`,

ñîîòâåòñòâóþùèé íåíóëåâûì êîìïîíåíòàì âåêòîðà x̂∗, ðàâåí m. Òîãäà ïðè ëþáîì β ≥
≥ β∗ ïðîåêöèÿ x̂∗ òî÷êè x̂ íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗ ïðÿìîé çàäà÷è (P) îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

x̂∗ = (x̂ + A>p (β)− βc)+, (8)
ãäå p (β) � ðåøåíèå çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè (5).

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò çàìåíèòü çàäà÷ó (4), ñîäåðæàùóþ àïðèîðè íåèçâåñòíîå ÷èñ-
ëî f∗, íà çàäà÷ó (5), â êîòîðîé âìåñòî ýòîãî ÷èñëà ôèãóðèðóåò ïîëóèíòåðâàë [β∗, +∞),
÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ. Òåîðåìà îáîáùàåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [3]
è ïîñâÿùåííûå íàõîæäåíèþ íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ËÏ (ïðîåêöèè íóëÿ íà
ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (P)). Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå β∗, íàéäåííîå èç ôîðìóëû (7),
ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèè íóëÿ ïðè-
âåäåí â [3].

Ôîðìàëüíî çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè (5) íå èìååò ôóíêöèè Ëàãðàíæà è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà. Íî â çàäà÷ó
(5) ìîæíî ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå è ñ èõ ïîìîùüþ ñêîíñòðóèðîâàòü èñêóñ-
ñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ, ò.å. ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, äëÿ êîòîðîé óæå ìîæíî ïîñòðîèòü äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó. Òàêîå ïîñòðîåíèå äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì, îíî îñíîâàíî íà äâóõøàãîâîì ïðåäñòàâëåíèè
çàäà÷è (5) (ñì., íàïðèìåð, [4]). Â ýòîì ñìûñëå çàäà÷à (5) ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî äâîéñòâåííîé
ê ñëåäóþùåé çàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

I2 = min
x∈X

{
βc>x +

1

2
‖x− x̂‖2 − 1

2
‖x̂‖2

}
, X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0n}. (9)

Çàäà÷ó (9) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìóùåííóþ, èëè ðåãóëÿðèçîâàííóþ, çàäà÷ó (P).
Ðåøåíèå x(β) çàäà÷è (9) åäèíñòâåííî è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå p (β) çàäà÷è (5) ïî
ôîðìóëå

x(β) = (x̂ + A>p (β)− βc)+.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ïðè β ≥ β∗ ïðîåêöèÿ x̂∗ ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è (9); êðîìå
òîãî, ýòà ïðîåêöèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå çàäà÷è (5) ïî ôîðìóëå (8).

Åñëè ðàíã ìàòðèöû A` ðàâåí m, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ïðè ‖v∗‖ = 0 çíà÷åíèå β∗ ìîæåò
áûòü ëþáûì. Åñëè q ≤ 0d, òîãäà β∗ ≤ 0. Åñëè ïîëîæèòü β = 0, òî ðåãóëÿðèçîâàííàÿ çàäà-
÷à (9) ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèè x̂∗ çàäàííîãî âåêòîðà x̂ íà äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî X çàäà÷è (P). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå β∗ ≤ 0 ðàññòîÿíèå îò çàäàííîãî âåêòîðà
x̂ äî ìíîæåñòâà ðåøåíèé X∗ çàäà÷è (P) ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì îò x̂ äî äîïóñòèìîãî
ìíîæåñòâà X çàäà÷è (P).
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Ïîëîæèì x̂ = 0n â S(p, β, x̂). Òîãäà çàäà÷à (5) ïðèìåò âèä

max
p∈Rm

{
b>p− 1

2
‖(A>p− βc)+‖2

}
. (10)

Ïóñòü â ýòîé çàäà÷å β ≥ β∗ è β > 0. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîëîæèâ p = βu. Òîãäà
çàäà÷à (10) çàìåíÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé

max
u∈Rm

{
b>u− β

2
‖(A>u− c)+‖2

}
, (11)

ò.å. ïðèõîäèì ê ìåòîäó âíåøíåãî êâàäðàòè÷íîãî øòðàôà, ïðèìåíåííîìó ê çàäà÷å (D). Èç
òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè β > β∗ ðåøåíèå u(β) çàäà÷è (11) îïðåäåëÿåò ïî ôîðìóëå

x̃∗ = β
(
A>u(β)− c

)
+

(12)

òî÷íîå íîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (P). Åñëè β∗ ≤ 0, òî ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì β, è
åñëè β∗ > 0, òî ïðè ëþáîì β ≥ β∗ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ u(β) çàäà÷è (11) ïîëó÷èì íîð-
ìàëüíîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (P). Èç ñâîéñòâ ìåòîäà âíåøíåãî êâàäðàòè÷íîãî øòðàôà
ñëåäóåò, ÷òî u(β) = p (β)/β ñòðåìèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ u∗ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D)
òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè, ïðè β → +∞. Çàäà÷à (10) áûëà ââåäåíà â ðàáîòàõ [3, 10]. Òàê êàê
çàäà÷à (10) ýêâèâàëåíòíà (11), òî (10) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íîâûé âàðèàíò ìåòîäà
âíåøíåé øòðàôíîé ôóíêöèè, ïðèìåíåííîãî ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å (D).

Çàäà÷à (11) ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî äâîéñòâåííîé ê ñëåäóþùåé êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ðåãóëÿ-
ðèçàöèè ËÏ ïî Òèõîíîâó (ñì., íàïðèìåð, [5]�[7]):

min
x∈X

{
c>x +

1

2β
‖x‖2

}
. (13)

Ïðè β ≥ β∗ > 0 ðåøåíèå çàäà÷è (13) è íîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (P) ñîâïàäàþò è
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè (11) è (10) ñîîòâåòñòâåííî
ïî ôîðìóëàì (12) è (8). Åñëè β∗ ≤ 0, òî óêàçàííîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì β > 0.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè èçâåñòíà êàêàÿ-íèáóäü òî÷êà x∗ ∈ X∗, òî
ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D) ïîñëå îäíîêðàòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè (5).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗ çàäà÷è ËÏ (P) íåïóñòî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
β > 0 è x̂ = x∗ ∈ X∗ òî÷íîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå
u∗ = p (β)/β, ãäå p (β) � òî÷êà, äîñòàâëÿþùàÿ ìàêñèìóì ôóíêöèè S(p, β, x∗).

Ôóíêöèþ (6) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ
äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D). Çàïèøåì èòåðàòèâíûé ïðîöåññ

pk+1 ∈ arg max
p∈Rm

{
b>p− 1

2
‖(xk + A>p− βc)+‖2

}
, (14)

xk+1 = (xk + A>pk+1 − βc)+, (15)

ãäå x0 � ïðîèçâîëüíàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà.
Ýòîò èòåðàòèâíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì è äàåò òî÷íîå ðåøåíèå x∗ ïðÿìîé çàäà÷è

(P) è òî÷íîå ðåøåíèå u∗ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗ ïðÿìîé çàäà÷è (P) íåïóñòî. Òîãäà ïðè

ëþáîì β > 0 è ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êå x0 èòåðàòèâíûé ïðîöåññ (14)�(15) ñõîäèòñÿ ê x∗ ∈
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∈ X∗ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ω. Ôîðìóëà u∗ = pω+1/β äàåò òî÷íîå ðåøåíèå äâîéñòâåí-
íîé çàäà÷è (D).

Åñëè â (14), (15) ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ p = βu, òî ïðèõîäèì ê ìåòîäó ìîäèôèöè-
ðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ËÏ [1, 2]. Çàìåòèì, ÷òî xω = x∗ ∈ X∗
ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè xω−1 íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗ çàäà÷è (P).

Ìàêñèìèçèðóåìûå ôóíêöèè â çàäà÷àõ (5) è (14) ÿâëÿþòñÿ âîãíóòûìè êóñî÷íî-êâàäðà-
òè÷íûìè è äèôôåðåíöèðóåìûìè. Âûïèøåì ãðàäèåíò ôóíêöèè S(p, β, xk) èç çàäà÷è (14)

Sp (p, β, xk) = b− A(xk + A>p− βc)+

è îáîáùåííóþ ìàòðèöó Ãåññå

∂2
pS(p, β, xk) = −AD](z)A>,

ãäå ÷åðåç D](z) îáîçíà÷åíà äèàãîíàëüíàÿ (n× n)-ìàòðèöà ñ i-ì äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì
zi, ðàâíûì 1, åñëè (xk +A>p−βc)i > 0, è ðàâíûì 0, åñëè (xk +A>p−βc)i ≤ 0, i = 1, . . . , n.
Â ýòîì ñëó÷àå ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà èìååò âèä

ps+1 = ps −
(
∂2

pS(ps, β, xk)− δIm

)−1
Sp(ps, β, xk). (16)

Òàê êàê îáîáùåííàÿ ìàòðèöà Ãåññå ìîæåò áûòü âûðîæäåííîé, òî â (16) èñïîëüçóåòñÿ
åå êîððåêöèÿ íà âåëè÷èíó δIm, ãäå δ åñòü ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà (îáû÷íî ïðè
ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü δ = 10−4) è Im � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m. Êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ
ðàáîòû ìåòîäà ïîëàãàëñÿ ñëåäóþùèì: ‖ps+1 − ps‖ ≤ tol.

Äîêàçàòåëüñòâî êîíå÷íîé ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòè îáîáùåííîãî ìåòîäà Íüþòîíà ñ âûáî-
ðîì øàãà ïî ïðàâèëó Àðìèõî äëÿ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ïîäîáíîé âûïóêëîé êóñî÷íî-
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ìîæíî íàéòè â [8]�[10].

Â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå çàäà÷è ËÏ ãåíåðèðîâàëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çà-
äàâàëèñü ÷èñëà m è n, îïðåäåëÿþùèå êîëè÷åñòâî ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, è ρ �
ïëîòíîñòü çàïîëíåíèÿ ìàòðèöû A íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèå ρ = 1
îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíûì îáðàçîì ãåíåðèðîâàëèñü âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû A, à çíà÷åíèå
ρ = 0.01 óêàçûâàåò, ÷òî â ìàòðèöå A ãåíåðèðîâàëñÿ òîëüêî 1% ýëåìåíòîâ, à îñòàëüíûå
ïîëàãàëèñü ðàâíûìè íóëþ. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A îïðåäåëÿëèñü cëó÷àéíûì îáðàçîì èç
èíòåðâàëà [50, +50]. Ðåøåíèå x∗ ïðÿìîé çàäà÷è (P) è ðåøåíèå u∗ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D)
ãåíåðèðîâàëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëàãàëè, ÷òî â âåêòîðå x∗ ñîäåðæèòñÿ n−3m íóëå-
âûõ êîìïîíåíò, à îñòàëüíûå âûáèðàëè ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç èíòåðâàëà [0, 10]. Ïîëîâèíó
êîìïîíåíò âåêòîðà u∗ âûáèðàëè ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç èíòåðâàëà [−10, 10], à îñòàëüíûå
ïîëàãàëè ðàâíûìè íóëþ. Ðåøåíèÿ x∗ è u∗ èñïîëüçîâàëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
öåëåâîé ôóíêöèè c è ïðàâûõ ÷àñòåé b çàäà÷è ËÏ (P). Âåêòîðû b è c îïðåäåëÿëè ïî ôîð-
ìóëàì b = Ax∗, c = A>u∗+ ξ. Ïðè ýòîì åñëè x∗i > 0, òî ξi = 0; åñëè x∗i = 0, òî êîìïîíåíòà
ξi âûáèðàëàñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç èíòåðâàëà 0 ≤ γi ≤ ξi ≤ θi. Â ïðèâåäåííûõ íèæå
ðåçóëüòàòàõ ðàñ÷åòîâ ñ÷èòàëîñü, ÷òî âñå γi = 1 è θi = 10. Çàìåòèì, ÷òî ïðè áëèçêèõ ê
íóëþ γi âåëè÷èíà ξi = (c−A>u∗)i = (vd

∗)
i ìîæåò òàêæå îêàçàòüñÿ î÷åíü ìàëîé âåëè÷èíîé.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (7) àïðèîðè íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà β∗ ìîæåò áûòü î÷åíü áîëüøîé. Òîãäà
ñãåíåðèðîâàííàÿ çàäà÷à ËÏ ìîæåò îêàçàòüñÿ òðóäíî ðåøàåìîé.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ËÏ, ñî÷åòàþùèé â ñå-
áå èòåðàòèâíûé ïðîöåññ (14), (15) è îáîáùåííûé ìåòîä Íüþòîíà, ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå
MATLAB 6.5. Äëÿ âû÷èñëåíèé áûë èñïîëüçîâàí êîìïüþòåð ñ ïðîöåññîðîì Pentium-4, òàê-
òîâîé ÷àñòîòîé 2.6 ÃÃö, îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ 1 Ãá. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñëó÷àéíûì
îáðàçîì ñãåíåðèðîâàííûõ çàäà÷ ËÏ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.
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Òàáëèöà 1

m× n× ρ T , c It ‖Ax̂∗ − b‖ ‖(A>u∗ − c)+‖ |c>x̂∗ − b>u∗| B

100× 106 × 0.01 29.3 17 1.7× 10−11 2.0× 10−13 9.7× 10−11 5
300× 106 × 0.01 42.0 13 1.0× 10−10 7.0× 10−13 2.6× 10−10 5
600× 106 × 0.01 68.4 12 3.1× 10−10 1.7× 10−12 2.8× 10−10 5
1000× 106 × 0.01 95.8 10 9.4× 10−10 3.5× 10−12 6.9× 10−10 8
3000× 104 × 0.01 81.5 7 2.0× 10−9 9.1× 10−12 3.7× 10−9 2
4000× 104 × 0.01 196.2 8 2.9× 10−9 1.2× 10−11 2.6× 10−8 2

500× (3 · 106)× 0.01 179.1 12 3.2× 10−10 1.4× 10−12 1.9× 10−11 8
1000× (3 · 106)× 0.01 309.1 11 1.2× 10−9 4.1× 10−12 4.9× 10−9 10
500× (5 · 106)× 0.01 300.8 12 3.8× 10−10 1.6× 10−12 8.4× 10−11 10
1000× (5 · 106)× 0.01 412.8 8 7.3× 10−9 7.4× 10−12 7.0× 10−8 100

500× 107 × 0.01 387.8 8 7.6× 10−9 3.6× 10−12 1.1× 10−7 400
1000× 104 × 1 117.2 7 1.3× 10−7 1.0× 10−10 2.9× 10−7 2
1000× 105 × 1 1496.5 5 5.2× 10−7 1.9× 10−10 8.2× 10−7 200
100× 106 × 1 376.5 9 4.2× 10−8 1.2× 10−11 3.0× 10−7 500

Â òàáëèöå 1 óêàçàíû ðàçìåðíîñòè m, n è ρ (ρ � ïëîòíîñòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðè-
öû A), T � âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ËÏ â ñåêóíäàõ, It � êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, ñäåëàííûõ
ìåòîäîì Íüþòîíà ïðè ïåðâîì ðåøåíèè çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè (14). Â ÷åòâåðòîì, ïÿòîì è
øåñòîì ñòîëáöàõ ïðèâåäåíû òî÷íîñòè âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèé ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé
çàäà÷ è ðàçíîñòü îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé öåëåâûõ ôóíêöèé ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷.
Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö AD](z)A> äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ, à òàêæå â ñëó-
÷àå çàäà÷ îñîáî âûñîêîé ðàçìåðíîñòè (n ∼ 3 · 106) èç-çà íåõâàòêè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè
ìàòðèöà A ðàçáèâàëàñü íà B áëîêîâ è óìíîæåíèå ïðîèçâîäèëîñü ïîáëî÷íî. Ñîîòâåòñòâó-
þùåå êîëè÷åñòâî áëîêîâ B ïðèâåäåíî â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû.

Íà÷àëüíóþ òî÷êó â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå (14), (15) âî âñåõ ïðèìåðàõ áðàëè ðàâíîé
íóëþ: x0 = 0n. Âñþäó ïîëàãàëîñü β = 1, tol = 10−12. Îêàçàëîñü, ÷òî âî âñåõ ïðèìåðàõ
èìåëî ìåñòî β > β∗. Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíîå ðåøåíèå x̂∗ ïðÿìîé çàäà÷è (P) áûëî
ïîëó÷åíî èç ïðîöåññà (14), (15) çà îäíó èòåðàöèþ, ò.å. ω = 1. ×èñëî èòåðàöèé îáîáùåííîãî
ìåòîäà Íüþòîíà (16) ïðèâåäåíî â òðåòüåì ñòîëáöå. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ìàêñèìèçàöèÿ
ôóíêöèè S(p, β, x̂∗) ïî p äàåò âåêòîð p(β), êîòîðûé ðàâåí u∗β. Âî âñåõ ïðèìåðàõ äëÿ
ýòîé ìàêñèìèçàöèè îáîáùåííûì ìåòîäîì Íüþòîíà (16) ïîòðåáîâàëîñü âñåãî ëèøü äâå
èòåðàöèè.

Ïðèâåäåííûå â òàáëèöå 1 ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåí-
íîãî ìåòîäà. Äëÿ çàäà÷ ËÏ, îáëàäàþùèõ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ è ñðåäíèì êîëè÷åñòâîì îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâà, ðåàëèçàöèÿ íà êîìïüþòåðå
ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïðåâîñõîäèëà èìåþùèåñÿ â ðàñïîðÿæåíèè àâòîðîâ êîìïëåêñû ïðî-
ãðàìì ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ, îñíîâàííûå íà ñèìïëåêñ-ìåòîäå.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà àâòîðû âèäÿò â èñïîëüçîâàíèè ïàðàëëåëü-
íûõ ðàñ÷åòîâ ïðè ðåàëèçàöèè îáîáùåííîãî ìåòîäà Íüþòîíà, ÷òî ïîçâîëèò ðåøàòü çàäà÷è
ËÏ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû �Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû�
(ãðàíò ÍØ�1737.2003.1) è ÐÔÔÈ (ãðàíò 03-01-00465).
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