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Áîëüøèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ), êàê ïðàâèëî, èìåþò íååäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå. Ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ (ñèìïëåêñ-ìåòîä, ìåòîä âíóòðåííèõ
òî÷åê, ìåòîä êâàäðàòè÷íîé øòðàôíîé ôóíêöèè) äàþò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå
ðåøåíèÿ â ñëó÷àå íååäèíñòâåííîñòè. Òàê ñèìïëåêñ-ìåòîä äàåò ðåøåíèå, êîòîðîå ïðèíàäëå-
æèò âåðøèíå ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà. Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ,
â êîòîðîì âûïîëíåíî óñëîâèå ñòðîãîé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè.

Â äàííîé ðàáîòå ìåòîä êâàäðàòè÷íîé øòðàôíîé ôóíêöèè ïðèìåíÿåòñÿ ê äâîéñòâåííîé
çàäà÷å ËÏ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü òî÷íîå íîðìàëüíîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è
ËÏ â ðåçóëüòàòå îäíîêðàòíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè êîýôôè-
öèåíòà øòðàôà. Àíàëîãè÷íî ïîêàçàíî êàê, ïðèìåíÿÿ êâàäðàòè÷íóþ øòðàôíóþ ôóíêöèþ
ê ïðÿìîé çàäà÷å ËÏ, ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà øòðàôà ïîëó÷èòü òî÷íîå íîð-
ìàëüíîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è ËÏ. Ïðèìåíåíèå îáîáùåííîãî ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ
ìèíèìèçàöèè òàêèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé äàåò âîçìîæíîñòü íàõîäèòü íîðìàëüíûå ðåøåíèÿ
äëÿ çàäà÷ ËÏ ñ î÷åíü áîëüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ (íåñêîëüêî ìèëëèîíîâ) ïðè óìåðåí-
íîì ÷èñëå îãðàíè÷åíèé (íåñêîëüêî òûñÿ÷). Â ðàáîòå ïðåäëîæåí íåñêîëüêî íåñòàíäàðòíûé
âèä êâàäðàòè÷íîãî øòðàôà äëÿ çàäà÷ ËÏ è ïðèâåäåíû îöåíêè ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ êîýô-
ôèöèåíòà øòðàôà, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî â ðåçóëüòàòå îäíîêðàòíîé ìèíèìèçàöèè íàõîäèòñÿ
òî÷íîå íîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ.

Ïóñòü çàäàíà ïðÿìàÿ çàäà÷à ËÏ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

f∗ = min
x∈X

c>x, X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0n}. (P)

Äâîéñòâåííàÿ ê íåé èìååò âèä

f∗ = max
u∈U

b>u, U = {u ∈ Rm : A>u ≤ c}. (D)

Çäåñü A ∈ Rm×n, c ∈ Rn è b ∈ Rm çàäàíû, x � âåêòîð ïðÿìûõ ïåðåìåííûõ, à u � äâîé-
ñòâåííûõ, ÷åðåç 0i îáîçíà÷åí i-ìåðíûé íóëåâîé âåêòîð.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗ ïðÿìîé çàäà÷è (Ð) íåïóñòî, ñëåäîâàòåëüíî
ìíîæåñòâî ðåøåíèé U∗ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D) òàêæå íåïóñòî. Íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè (óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà) äëÿ çàäà÷ (Ð) è (D) çàïèøåì â
âèäå

Ax∗ − b = 0m, x∗ ≥ 0n, D(x∗)v∗ = 0n, (1)
v∗ = c− A>u∗ ≥ 0n. (2)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 06-01-00547), ïî ïðîãðàììå ïîä-
äåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (êîä ïðîåêòà ÍØ-2240.2006.1).
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Çäåñü â îãðàíè÷åíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D) ââåäåí íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð äîïîëíè-
òåëüíûõ ïåðåìåííûõ v = c − A>u ≥ 0n. ×åðåç D(z) îáîçíà÷åíà äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó
êîòîðîé i-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò åñòü i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà z.

Ðàññìîòðèì çàäà÷è íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (Ð) è äâîéñòâåí-
íîé çàäà÷è (D) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïðîåêöèé íà÷àëà êîîðäèíàò
íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗ ïðÿìîé çàäà÷è (Ð) è íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé U∗ äâîéñòâåííîé
çàäà÷è (D) ñîîòâåòñòâåííî:

1

2
‖x̂∗‖2 = min

x∈X∗

1

2
‖x‖2, X∗ = {x ∈ Rn : Ax = b, c>x = f∗, x ≥ 0n}, (3)

1

2
‖û∗‖2 = min

u∈U∗

1

2
‖u‖2, U∗ = {u ∈ Rm : A>u ≤ c, b>u = f∗}. (4)

Çäåñü è âñþäó íèæå èñïîëüçóåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðîâ, f∗ � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè èñõîäíîé çàäà÷è ËÏ.

Äëÿ ýòèõ çàäà÷ ââåäåì ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L1(x, p, β) =
1

2
‖x‖2 + p>(b− Ax) + β(c>x− f∗),

L2(u, y, α) =
1

2
‖u‖2 + y>(A>u− c) + α(f∗ − b>u).

Çäåñü p ∈ Rm, β ∈ R1 è y ∈ Rn
+, α ∈ R1 ñóòü ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâåííî äëÿ

çàäà÷ (3) è (4).
Äâîéñòâåííûå çàäà÷è ê (3) è ê (4) èìåþò âèä

max
p ∈Rm

max
β∈R1

min
x ∈Rn

+

L1(x, p, β), (5)

max
y ∈Rn

+

max
α∈R1

min
u ∈Rm

L2(u, y, α). (6)

Çàïèøåì óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (3):

x− A>p + βc ≥ 0n, D(x)(x− A>p + βc) = 0n, x ≥ 0n, (7)

Ax = b, c>x = f∗. (8)
Óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (4) èìåþò âèä

u + Ay − αb = 0m, A>u− c ≤ 0n, D(y)(A>u− c) = 0n,

y ≥ 0n, f∗ − b>u = 0.
(9)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëû (7) ýêâèâàëåíòíû âûðàæåíèþ

x = (A>p− βc)+, (10)

ãäå a+ îáîçíà÷àåò âåêòîð a, ó êîòîðîãî âñå îòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû çàìåíåíû íà íóëè.
Ýòà ôîðìóëà äàåò ðåøåíèå âíóòðåííåé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè â çàäà÷å (5). Èç (9) ïîëó÷àåì
ðåøåíèå âíóòðåííåé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè â (6):

u = αb− Ay. (11)
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Ïîäñòàâëÿÿ (10) â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L1(x, p, β) è ïîäñòàâëÿÿ (11) â ôóíêöèþ Ëà-
ãðàíæà L2(u, y, α), ïîëó÷àåì äâîéñòâåííûå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ çàäà÷ (5) è (6):

L̃1(p, β) = b>p− 1

2
‖(A>p− βc)+‖2 − βf∗,

L̃2(y, α) = −c>y − 1

2
‖αb− Ay‖2 + αf∗.

Ôóíêöèÿ L̃1(p, β) âîãíóòà, êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî
ñâîèì ïåðåìåííûì p è β. Ôóíêöèÿ L̃2(y, α) âîãíóòà, êâàäðàòè÷íà è äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà ïî ñâîèì àðãóìåíòàì.

Äâîéñòâåííûå çàäà÷è (5) è (6) ñîîòâåòñòâåííî ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ âíåøíèõ çàäà÷è
ìàêñèìèçàöèè

max
p ∈Rm

max
β∈R1

L̂1(p, β), (12)

max
y ∈Rn

+

max
α∈R1

L̂2(y, α). (13)

Ðåøèâ çàäà÷ó (12), íàéäåì îïòèìàëüíûå p è β. Ïîñëå èõ ïîäñòàíîâêè â (10) ïîëó÷àåì
ðåøåíèå çàäà÷è (3), ò.å. íîðìàëüíîå ðåøåíèå x̂∗ ïðÿìîé çàäà÷è ËÏ (Ð). Íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (12) èìåþò âèä

L̂1
p(p, β) = b− A(A>p− βc)+ = b− Ax = 0m,

L̂1
β(p, β) = c>(A>p− βc)+ − f∗ = c>x− f∗ = 0,

ãäå x îïðåäåëåí ôîðìóëîé (10). Ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ X∗
è x = x̂∗.

Ðåøèâ çàäà÷ó (13), íàéäåì îïòèìàëüíûå y è α, ïîñëå èõ ïîäñòàíîâêè â (11) ïîëó÷àåì
ðåøåíèå çàäà÷è (4), ò.å. íîðìàëüíîå ðåøåíèå û∗ äâîéñòâåííîé çàäà÷è ËÏ (D). Ïðèâåäåì
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (13):

L̂2
y(y, α) = −c + A>(αb− Ay) = −c + A>u ≤ 0n,

D(y)(−c + A>u) = 0n, y ≥ 0n,

L̂2
α(y, α) = −b>(αb− Ay) + f∗ = −b>u + f∗ = 0.

Çäåñü âåêòîð u îïðåäåëåí ôîðìóëîé (11). Ýòè óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âûïîëíåíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà u ∈ U∗ è u = û∗.

Ê ñîæàëåíèþ, çàäà÷è áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè (12) è (13) ñîäåðæàò íåèçâåñòíóþ àïðè-
îðè âåëè÷èíó f∗ � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è ËÏ. Îäíàêî ýòè çàäà÷è
ìîæíî óïðîñòèòü, èçáàâèâøèñü îò ýòîãî íåäîñòàòêà. Äëÿ ýòîãî âìåñòî (12) ïðåäëàãàåòñÿ
ðåøàòü ñëåäóþùóþ óïðîùåííóþ çàäà÷ó áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè:

I1 = max
p∈Rm

S1(p, β), (14)

ãäå ñêàëÿð β ôèêñèðîâàí, à ôóíêöèÿ S1(p, β) îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S1(p, β) = b>p− 1

2
‖(A>p− βc)+‖2. (15)

Âìåñòî (13) òàêæå áóäåì ðåøàòü ñëåäóþùóþ óïðîùåííóþ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè íà ïîëî-
æèòåëüíîì îðòàíòå:

I1 = max
y∈Rn

+

S2(y, α), (16)
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ãäå ñêàëÿð α ôèêñèðîâàí, à ôóíêöèÿ S2(y, α) îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S2(y, α) = −c>y − 1

2
‖αb− Ay‖2. (17)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó (14) è åå ñâÿçü ñ ïðÿìîé çàäà÷åé ËÏ (Ð). Çàìåòèì, ÷òî,
â îòëè÷èå îò çàäà÷è (3), äâîéñòâåííàÿ ê íåé çàäà÷à (12) èìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î íàõîæäåíèè ñðåäè âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è (12) ìèíèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ β∗ ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà β. Òîãäà â äâîéñòâåííîé çàäà÷å (12), êàê áóäåò
ïîêàçàíî â òåîðåìå 1, ìîæíî çàôèêñèðîâàòü β ≥ β∗ è ðåøàòü çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè äâîé-
ñòâåííîé ôóíêöèè L̂1(p, β) òîëüêî ïî ïåðåìåííûì p, ò.å. ðåøàòü çàäà÷ó (14). Ïðè ýòîì
ïàðà [p, β] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (12), òðîéêà [x̂∗, p, β] � ñåäëîâàÿ òî÷êà çàäà÷è (3), â
êîòîðîé íîðìàëüíîå ðåøåíèå x̂∗ çàäà÷è (Ð) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (10).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî β îáðàòèìñÿ ê óñëîâèÿì Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è
(3), êîòîðûå äëÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè îïòè-
ìàëüíîñòè. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå ` êîìïîíåíò âåêòîðà x̂∗ ñòðîãî
áîëüøå íóëÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðåäïîëîæåíèåì ïðåäñòàâèì âåêòîðû x̂∗, c è ìàòðèöó
A â âèäå

x̂>∗ = [x̂`>
∗ , x̂d>

∗ ], c> = [c`>, cd>], A = [A` | Ad], (18)
ãäå x̂`

∗ > 0`, x̂d
∗ = 0d, d = n− `.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì (18) îïòèìàëüíûé âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ
v∗ èç óñëîâèé Êóíà�Òàêêåðà (1), (2) äëÿ çàäà÷ (Ð) è (D) ïðåäñòàâèì â âèäå v>∗ = [v`>

∗ , vd>
∗ ].

Òîãäà ñîãëàñíî óñëîâèþ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè x>∗ v∗ = 0, x∗ ≥ 0n, v∗ ≥ 0n âûðàæåíèå
(2) çàïèøåòñÿ â âèäå

v`
∗ = c` − A>

` u∗ = 0`, (19)
vd
∗ = cd − A>

d u∗ ≥ 0d. (20)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé èç (18) íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè
(7), (8) äëÿ çàäà÷è (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ðàçâåðíóòîì âèäå

x̂`
∗ = A>

` p− βc` > 0`, (21)
x̂d
∗ = 0d, A>

d p− βcd ≤ 0d, (22)
A` x̂`

∗ = b, c`>x̂`
∗ = f∗. (23)

Ñðåäè ðåøåíèé ñèñòåìû (21) � (23) íàéäåì òàêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà [p, β], ÷òî β
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì, ò.å. ïðèõîäèì ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

β∗ = inf
β∈R1

inf
p∈Rm

{β : A>
` p− βc` = x̂`

∗, A>
d p− βcd ≤ 0d}. (24)

Îãðàíè÷åíèÿ â ýòîé çàäà÷å ñîâìåñòíû, íî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü íå îãðàíè÷åíà
ñíèçó. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïîëàãàòü β∗ = γ, ãäå γ � íåêîòîðîå ÷èñëî.

Êàê áóäåò äîêàçàíî íèæå â òåîðåìå 1, åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé â (24) îäíîçíà÷íî ðàç-
ðåøèìà îòíîñèòåëüíî p, òî âåëè÷èíà β∗ ïðåäñòàâèìà â âèäå

β∗ =





max
i∈σ

[
A>

d

(
A`A

>
`

)−1
A` x̂`

∗
]i

(vd∗)i
, åñëè σ 6= ∅,

γ > −∞, åñëè σ = ∅.
(25)
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Çäåñü ââåäåíî èíäåêñíîå ìíîæåñòâî σ = {` + 1 ≤ i ≤ n : (vd
∗)

i > 0} è γ � ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗ çàäà÷è (Ð) íåïóñòî. Òîãäà ïðè ëþáîì
β ≥ β∗, ãäå β∗ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (24), ïàðà [p(β), β], ãäå p(β) � ðåøåíèå çàäà÷è
áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè (14) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ðåøåíèå ñèñòåìû A(A>p−βc)+ =
= b, îïðåäåëÿåò íîðìàëüíîå ðåøåíèå x̂∗ ïðÿìîé çàäà÷è (Ð) ïî ôîðìóëå

x̂∗ = (A>p(β)− βc)+. (26)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ðàíã ìàòðèöû A`, ñîîòâåòñòâóþùèé íåíóëåâûì êîìïîíåíòàì âåê-
òîðà x̂∗, ðàâåí m, òî β∗ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (25), à òî÷íîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé
çàäà÷è (D) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

u∗ =
1

β

[
p(β)− (A`A

>
` )−1A` x̂∗

]
. (27)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè X∗ 6= ∅ îãðàíè÷åíèÿ â (24) âñåãäà ñîâìåñòíû. Åñëè öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ â ýòîé çàäà÷å îãðàíè÷åíà, òî íàéäåì åå ðåøåíèå (p(β∗), β∗), åñëè íå îãðàíè÷åíà,
òî â êà÷åñòâå (p(β∗), β∗) âîçüìåì ëþáóþ äîïóñòèìóþ òî÷êó. Èç óñëîâèé (21) � (23) ñëåäóåò,
÷òî p(β∗) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (14), ïàðà [p(β∗), β∗] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (12), òðîéêà
[x̂∗, p(β∗), β∗] � ñåäëîâàÿ òî÷êà çàäà÷è (3), â êîòîðîé íîðìàëüíîå ðåøåíèå x̂∗ çàäà÷è (Ð)
îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (10):

x̂∗ = (A>p(β∗)− β∗c)+. (28)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì β áîëüøå íàéäåííîãî β∗ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå p(β) çàäà÷è (14)
è íîðìàëüíîå ðåøåíèå x̂∗ íàõîäèòñÿ èç ôîðìóëû (26), ò.å. ïîêàæåì, ÷òî ïàðà [p(β∗)+δp, β∗+
+δβ], ãäå ïðèðàùåíèå δβ > 0, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (21), (22). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
ïîêàçàòü, ÷òî ñîâìåñòíà ñèñòåìà

δβ > 0, A>
` δp− δβc` = 0`, A>

d δp− δβcd ≤ 0d. (29)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ìîòöêèíà îá àëüòåðíàòèâàõ äëÿ îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì,
êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî âñåãäà ñîâìåñòíà ëèáî ñèñòåìà

Cx > 0m, Dx ≥ 0m, Fx = 0m, (30)

ëèáî ñèñòåìà

C>z1 + D>z2 + F>z3 = 0n, z1 ≥ 0m, ‖z1‖ 6= 0, z2 ≥ 0m. (31)

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (29) â îáîçíà÷åíèÿõ ñèñòåìû (30), ò.å. ïîëîæèì

C = [0>m | 1], D = [−A>
d | cd], F = [A>

` | c`], x> = [δp>, δβ].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (29) íåñîâìåñòíà, òîãäà ñîâìåñòíà ñèñòåìà

−Adz2 + A`z3 = 0m, (32)
z1 + cd>z2 − c`>z3 = 0, (33)
z1 > 0, z2 ≥ 0n. (34)
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Ýòó ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

−Adz2 + A`z3 = 0m, (35)
−cd>z2 + c`>z3 = 0, (36)

z2 ≥ 0n. (37)

Ñîâìåñòèìàÿ ñèñòåìà (32) � (37) â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé îá àëüòåðíàòèâàõ íåîäíîðîä-
íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì èìååò íåñîâìåñòíóþ àëüòåðíàòèâíóþ ñèñòåìó

−A>
d u ≥ −cd, (38)

A>
` u = c`. (39)

Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, òàê êàê ñèñòåìà (38) � (39) èìååò ðåøåíèå u∗ ∈ U∗ ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè èñõîäíîé çàäà÷è ËÏ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì
δβ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δp, ÷òî ïàðà [p(β∗) + δp, β∗ + δβ] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (12),
[p(β∗) + δp] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (14) ïðè ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå β = β∗ + δβ è
íîðìàëüíîå ðåøåíèå x̂∗ íàõîäèòñÿ èç (26).

Åñëè âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå òåîðåìû î òîì, ÷òî ìàòðèöà A` èìååò ïîëíûé ðàíã m
è ` ≥ m, òî â (21) ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ p ñîâìåñòíà è
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå p ýòîé ñèñòåìû äàåòñÿ ôîðìóëîé

p(β) = (A`A
>
` )−1A`(x̂

`
∗ + βc`). (40)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôîðìóëó â (22), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

q ≤ βz, (41)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ q = A>
d (A`A

>
` )−1A` x̂`

∗ è z = cd − A>
d (A`A

>
` )−1A` c`.

Åñëè p îïðåäåëåíî ñîãëàñíî (40) è β óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (41), òî ïàðà [p, β] ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì äâîéñòâåííîé çàäà÷è (12). Íàéäåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå β, ïðè êîòîðîì
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (41), ò.å. äàäèì àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (24).

Èç (19) ïîëó÷àåì u∗ = (A`A
>
` )−1A` c`. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (20), ïîëó÷àåì

vd
∗ = z ≥ 0d. Åñòåñòâåííî ââåñòè èíäåêñíîå ìíîæåñòâî: σ = {`+1 ≤ i ≤ n : (vd

∗)
i > 0}. Åñëè

σ = ∅, òî (41) âûïîëíåíî ïðè ëþáîì β. Íåðàâåíñòâî (41) èìååò ìåñòî ïðè ëþáîì β ≥ β∗,
ãäå

β∗ =





max
i∈σ

qi

(vd∗)i
, åñëè σ 6= ∅,

γ > −∞, åñëè σ = ∅
è γ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Èòàê, ìîæíî ðåøàòü óïðîùåííóþ çàäà÷ó áåçóñëîâíîé ìàêñè-
ìèçàöèè (14). Åå ðåøåíèå îäíîâðåìåííî äàåò ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è (12). Äàëåå,
èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (10), ïîëó÷àåì íîðìàëüíîå ðåøåíèå x̂∗. Èç (40) è (19) ñëåäóåò, ÷òî
ðåøåíèå çàäà÷è (D) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå p(β) çàäà÷è (14) ïðè β ≥ β∗ ïî ôîðìóëå
(27). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò çàìåíèòü çàäà÷ó (12), ñîäåðæàùóþ àïðèîðè íåèçâåñòíîå ÷èñëî
f∗, íà çàäà÷ó (14), â êîòîðîé âìåñòî ýòîãî ÷èñëà ôèãóðèðóåò ïîëóèíòåðâàë [β∗, +∞), ÷òî
ñóùåñòâåííî ïðîùå ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå β∗, íàéäåííîå
èç ôîðìóëû (42), ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó (16) è óñòàíîâèì åå ñâÿçü ñ äâîéñòâåííîé çàäà÷åé ËÏ (D).
Çàäà÷à (13), äâîéñòâåííàÿ ê (4), â îòëè÷èå îò íåå èìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ðàññìîò-
ðèì âîïðîñ î íàõîæäåíèè ñðåäè âñåõ ðåøåíèé äâîéñòâåííîé çàäà÷è (13) ìèíèìàëüíîãî
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çíà÷åíèÿ α∗ ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà α. Òîãäà â äâîéñòâåííîé çàäà÷å (13) ìîæíî çàôèêñè-
ðîâàòü α ≥ α∗ è ðåøàòü çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè äâîéñòâåííîé ôóíêöèè L̂2(y, α) òîëüêî ïî
ïåðåìåííûì y, ò.å. ðåøàòü çàäà÷ó (16). Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç y(α). Òîãäà ïàðà
[y(α), α] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (13), òðîéêà [û∗, y(α), α] � ñåäëîâàÿ òî÷êà çàäà÷è (4)
è íîðìàëüíîå ðåøåíèå û∗ çàäà÷è (D) íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (11).

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îá èñõîäíîé çàäà÷å ËÏ ìîæíî ïî-
ëó÷èòü àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ α∗. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðÿìàÿ çàäà÷à ËÏ (Ð) èìååò
åäèíñòâåííîå, áûòü ìîæåò, âûðîæäåííîå ðåøåíèå x∗. Â ýòîì ðåøåíèè xL

∗ > 0` � ñîâî-
êóïíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò, ` < m. Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîãî ðåøåíèÿ ` = m.
Îáîçíà÷èì èíäåêñíîå ìíîæåñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëîæèòåëüíûì êîìïîíåíòàì âåêòî-
ðà x∗, ÷åðåç IL

∗ . Åñëè x∗ � âûðîæäåííîå ðåøåíèå, òî äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ËÏ (D) èìååò
íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è â òî÷êå [x∗, û∗] (û∗ � íîðìàëüíîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà-
÷è (D)) âûïîëíåíû óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (Ð), êîòîðûå â ïîäðîáíîé çàïèñè
èìåþò âèä:

vL
∗ = cL −B>

L û∗ = 0`, xL
∗ > 0`;

vS
∗ = cS −B>

S û∗ = 0s, xS
∗ = 0s;

vN
∗ = cN −N>û∗ > 0r, xN

∗ = 0r;

BLxL
∗ = b.

(42)

Çäåñü ìàòðèöà A = [B | N ] ïðåäñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì âåêòîðà íåâÿçîê
v∗ = c − A>û∗ îãðàíè÷åíèé äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D) íà íóëåâûå [vL>

∗ , vS>
∗ ] = vB>

∗ = 0k è
ïîëîæèòåëüíûå vN

∗ > 0r êîìïîíåíòû, ãäå k = `+s ≤ m, r = n−k. Èñïîëüçóÿ ýòî ðàçáèåíèå,
ïðåäñòàâèì âåêòîð x∗ â âèäå x>∗ = [xB>

∗ , xN>
∗ ]. Â ñâîþ î÷åðåäü ìàòðèöà B ïðåäñòàâëåíà â

ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì âåêòîðà xB
∗ íà ïîëîæèòåëüíûå xL

∗ è íóëåâûå xS
∗ êîìïîíåíòû,

ò.å. B = [BL | BS]. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ x∗ ìàòðèöà B ñîñòîèò èç k ≤ m ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ, ò.å. åå ðàíã ðàâåí k.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîòðåáóåòñÿ âåêòîð η ∈ Rk, îïðåäåëåííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: η =
= (B>B)−1cB. Çàìåòèì, ÷òî åñëè k = m, òî âåêòîð η ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó η = B−1û∗.
Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

α∗ =





max
i∈IL∗

(ηL)i

(xL∗ )i
, åñëè IL

∗ 6= ∅,
γ > −∞, åñëè IL

∗ = ∅,
(43)

ãäå γ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé U∗ çàäà÷è (D) íåïóñòî è ðàíã ìàòðèöû B,

ñîîòâåòñòâóþùèé íóëåâûì êîìïîíåíòàì âåêòîðà äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ vB
∗ =

= cB−B>û∗ = 0k, âû÷èñëåííûõ â íîðìàëüíîì ðåøåíèè û∗, ðàâåí k ≤ m. Òîãäà ïðè ëþáîì
α ≥ α∗, ãäå α∗ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (43), ïàðà [y(α), α], ãäå y(α) � ðåøåíèå çàäà÷è (16)
� èìååò âèä

y(α) =

[
yB

yN

]
, yB =

[
yL

yS

]
=

[
αxL

∗ − ηL

−ηS

]
≥ 0k, yN = 0r, (44)

è îïðåäåëÿåò íîðìàëüíîå ðåøåíèå û∗ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D) ïî ôîðìóëå

û∗ = αb− Ay(α). (45)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîð û∗ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4), è ñóùå-
ñòâóþò òàêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà y ∈ Rn

+, α ∈ R1, ÷òî òî÷êà [û∗, y, α] óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (4):

D(y)v∗ = 0n, v∗ = c− A>û∗ ≥ 0n, y ≥ 0n,

û∗ − αb + Ay = 0m, b>û∗ = f∗.
(46)

Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà y è α íå åäèíñòâåííû, è ïðè ïðåäïîëîæåíèè òåîðåìû ìîæíî íàé-
òè ìèíèìàëüíûé ìíîæèòåëü α∗, ïðè êîòîðîì îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëü y(α∗),
ÿâëÿþùèéñÿ îäíîâðåìåííî ðåøåíèåì çàäà÷è (16). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êà [x∗, û∗] óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì Êóíà�Òàêêåðà (42), ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (46) â âèäå

vB
∗ = cB −B>û∗ = 0k, yB ≥ 0k, (47)

vN
∗ = cN −N>û∗ > 0r, yN = 0r, (48)

û∗ − αb + ByB = 0m, (49)
b>û∗ = f∗. (50)

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (47) è (49), ïîëó÷èì

yB = α(B>B)−1B>b− η ≥ 0k,

û∗ = αMb + Bη.
(51)

Çäåñü M = I − B(B>B)−1B> � ìàòðèöà ïðîåêòèðîâàíèÿ, è òàê êàê âåêòîð b ëåæèò â
ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ ìàòðèöû BL, òî Mb = 0m. Òàê êàê ìàòðèöà B ñîñòîèò èç ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ, òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí âåêòîð η =

[
ηL

ηS

]
òàêîé, ÷òî û∗ = Bη =

= BLηL + BSηS. Ïîêàæåì, ÷òî −ηS ≥ 0s. Èç óñëîâèÿ BxB
∗ = b ñëåäóåò

xB
∗ = (B>B)−1B>b =

[
xL
∗

xS
∗

]
> 0`,
= 0s.

(52)

Â (51) ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà α äîëæåí áûòü òàêèì, ÷òîáû yB ≥ 0k. Ñ ó÷åòîì (52) èç (51)
ïîëó÷àåì

yB =

[
yL

yS

]
=

[
αxL

∗ − ηL

−ηS

]
≥ 0k.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ηS ≤ 0s è íà α äîëæíî íàêëàäûâàòüñÿ óñëîâèå α ≥ α∗. Ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì α ≥ α∗ y(α) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé Êóíà�Òàêêåðà (46) è ÿâëÿ-
åòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (16). Ïàðà [y(α), α] � ðåøåíèå çàäà÷è (13), òðîéêà
[û∗, y(α), α] � ñåäëîâàÿ òî÷êà çàäà÷è (4), è íîðìàëüíîå ðåøåíèå û∗ çàäà÷è (D) íàõîäèòñÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ (11), ò.å. ïðèõîäèì ê ôîðìóëå (45). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à (14) è çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

min
x∈X

{
βc>x +

1

2
‖x‖2

}
, X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0n} (53)

ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî äâîéñòâåííûìè. Ïðè ëþáîì β ≥ β∗ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x̂∗ çàäà÷è
(53) åñòü ïðîåêöèÿ íóëÿ íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗ ïðÿìîé çàäà÷è (Ð), ò.å. ÿâëÿåòñÿ íîð-
ìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (Ð). Ðåøåíèå x̂∗ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (53)
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îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç [p(β), β] â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè (14)
ïî ôîðìóëå (26), êîòîðàÿ ñîãëàñíî òåîðåìå 1 äàåò íîðìàëüíîå ðåøåíèå ïðè β ≥ β∗.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà β ≥ β∗ è β > 0. Â çàäà÷å (14) ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ,
ïîëîæèâ p = βu. Òîãäà çàäà÷à (14) çàìåíÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷åé

max
u∈Rm

{
b>u− β

2
‖(A>u− c)+‖2

}
, (54)

ò.å. ïðèõîäèì ê ìåòîäó âíåøíåãî êâàäðàòè÷íîãî øòðàôà, ïðèìåíåííîìó ê çàäà÷å (D). Â
ýòîì ñëó÷àå èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð u(β), ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ìàêñèìèçàöèè
äèôôåðåíöèðóåìîé âíåøíåé øòðàôíîé ôóíêöèè â çàäà÷å (54), îïðåäåëÿåò ïî ôîðìóëå

x̃∗ = β(A>u(β)− c)+ (55)

íîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (Ð) ïðè β > β∗. Èç õîðîøî èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ìåòîäà âíåøíåãî
êâàäðàòè÷íîãî øòðàôà ñëåäóåò, ÷òî u(β) = p(β)/β ñòðåìèòñÿ ê u∗ àñèìïòîòè÷åñêè ïðè
β → +∞. Çàäà÷à (14) áûëà ââåäåíà â ðàáîòàõ [1, 2]. Òàê êàê çàäà÷à (14) ýêâèâàëåíòíà
(54), òî (14) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íîâûé âàðèàíò âíåøíåé øòðàôíîé ôóíêöèè,
ïðèìåíåííîé ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å (D).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûå â (24) è â (25) âûðàæåíèÿ äëÿ β∗ äàþò îöåíêè êîýôôèöè-
åíòà øòðàôà äëÿ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà âíåøíåãî êâàäðàòè÷íîãî øòðàôà, ïðèìåíåííîãî ê
çàäà÷å (D), ò.å. ê çàäà÷å ËÏ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ. Åñëè β∗ ≤ 0, òî ïðè ëþáîì
ïîëîæèòåëüíîì β, è åñëè β∗ > 0, òî ïðè ëþáîì β ≥ β∗ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ u(β) çàäà÷è
(54) ïîëó÷àåì íîðìàëüíîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (Ð).

Çàäà÷à (54) ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî äâîéñòâåííîé ê ñëåäóþùåé çàäà÷å ðåãóëÿðèçàöèè ËÏ
(ñì., íàïðèìåð, [3, 4, 5]):

min
x∈X

{
c>x +

1

2β
‖x‖2

}
.

Åñëè β∗ > 0, òî ïîëîæèì ε∗ = 1/β∗, åñëè β∗ ≤ 0, òî ε∗ ìîæíî ïîëàãàòü ëþáûì ïîëîæèòåëü-
íûì ÷èñëîì, ãäå β∗ îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî òåîðåìå 1. Èòàê, ïðèõîäèì ê îöåíêå ïàðàìåòðà
ðåãóëÿðèçàöèè ε â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ðåãóëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó çàäà÷è ËÏ

min
x∈X

{
c>x +

ε

2
‖x‖2

}
. (56)

Ïðè 0 < ε ≤ ε∗ ðåøåíèå çàäà÷è (56) è íîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (Ð) ñîâïàäàþò.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äëÿ çàäà÷è (16) ìîæíî ïîëó÷èòü âçàèìíî äâîéñòâåííóþ çàäà-

÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ èìååò âèä

min
u∈U

{
−αb>u +

1

2
‖u‖2

}
, U = {u ∈ Rm : A>u ≤ c}. (57)

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìóùåííóþ, èëè ðåãóëÿðèçîâàííóþ äâîéñòâåííóþ
çàäà÷ó (D). Ðåøåíèå u(α) çàäà÷è (57) ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì y(α) çàäà÷è (16) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

u(α) = αb− Ay(α).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ïðè α ≥ α∗ èìååì u(α) = û∗, ò.å. ðåøåíèå ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è
(57) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðåøåíèåì û∗ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D).

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ôîðìóëå (43) çíà÷åíèå α∗ ìîæåò áûòü â òîì ÷èñëå è îòðèöà-
òåëüíûì. Åñëè α∗ ≤ 0 è ïîëîæèòü α = 0, òî ðåãóëÿðèçîâàííàÿ çàäà÷à (57) ïðåâðàùàåòñÿ
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â çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèè íà÷àëà êîîðäèíàò íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî U äâîéñòâåí-
íîé çàäà÷è (D). Ò.å. âåêòîð û∗ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì äîïóñòèìîãî
ìíîæåñòâà U è ìíîæåñòâà ðåøåíèé U∗ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D). Ðåãóëÿðèçîâàííàÿ çàäà÷à
(57) îòëè÷àåòñÿ îò òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàåìîé ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è

min
u∈U

{
−b>u +

1

2α
‖u‖2

}
, U = {u ∈ Rm : c− A>u ≥ 0n}

òåì, ÷òî â ïîñëåäíåé êîýôôèöèåíò ðåãóëÿðèçàöèè α âñåãäà ïîëîæèòåëåí.
Áåçóñëîâíàÿ ìàêñèìèçàöèÿ â (14) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëþáûì ìåòîäîì, íàïðèìåð, ìå-

òîäîì ñîïðÿæåííîãî ãðàäèåíòà. Íî, êàê ïîêàçàë Î. Ìàíãàñàðüÿí, äëÿ áåçóñëîâíîé îïòèìè-
çàöèè êóñî÷íî êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè îñîáåííî ýôôåêòèâåí îáîáùåííûé ìåòîä Íüþòîíà
[6, 7]. Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå ýòîãî ìåòîäà è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ìàêñèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ S1(p, β) â çàäà÷å (14) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé, êóñî÷íî-êâàäðà-
òè÷íîé è äèôôåðåíöèðóåìîé. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè îáû÷íàÿ ìàòðèöà Ãåññå íå ñóùåñòâóåò.
Äåéñòâèòåëüíî, ãðàäèåíò

S1
p(p, β) = b− A(A>p− βc)+

ôóíêöèè S1(p, β) íå äèôôåðåíöèðóåì. Íî äëÿ ýòîé ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü îáîáùåí-
íóþ ìàòðèöó Ãåññå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ m×m ñèììåòðè÷íîé îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåí-
íîé ìàòðèöåé ñëåäóþùåãî âèäà:

∂2
pS

1(p, β) = −AD](z)A>,

ãäå ÷åðåç D](z) îáîçíà÷åíà n × n äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ i-ì äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì
zi, ðàâíûì 1, åñëè (A>p − βc)i > 0, è ðàâíûì 0, åñëè (A>p − βc)i ≤ 0, i = 1, . . . , n.
Òàê êàê îáîáùåííàÿ ìàòðèöà Ãåññå ìîæåò áûòü âûðîæäåííîé, èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå
ìîäèôèöèðîâàííîå íüþòîíîâñêîå íàïðàâëåíèå:

−[∂2
pS

1(p, β)− δIm]−1S1
p(p, β),

ãäå δ åñòü ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà (îáû÷íî ïðè ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü δ = 10−4) è
Im � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m. Â ýòîì ñëó÷àå ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà
èìååò âèä

ps+1 = ps − [∂2
pS

1(ps, β)− δIm]−1S1
p(ps, β). (58)

Êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ åãî ðàáîòû ïîëàãàëñÿ ñëåäóþùèì:
‖ps+1 − ps‖ ≤ tol.

Î. Ìàíãàñàðüÿí èññëåäîâàë ñõîäèìîñòü îáîáùåííîãî ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ áåçóñëîâ-
íîé ìèíèìèçàöèè ïîäîáíîé âûïóêëîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ñ âûáîðîì øàãà ïî
ïðàâèëó Àðìèõî. Äîêàçàòåëüñòâî êîíå÷íîé ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòè îáîáùåííîãî ìåòîäà
Íüþòîíà ìîæíî íàéòè â [2, 6, 7].

Ìåòîä íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåí-
íîãî ìåòîäà Íüþòîíà ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå MATLAB 6.5. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà
êîìïüþòåðå P-IV Ç ÃÃö ñ îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ 1Ãá ñî ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûìè çà-
äà÷àìè ËÏ ïîêàçàëè âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ËÏ ñ áîëüøèì
÷èñëîì íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ (íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ìèëëèîíîâ) è ñðåäíèì ÷èñëîì
îãðàíè÷åíèé-ðàâåíñòâ (íåñêîëüêî òûñÿ÷) [8]. Âðåìÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ñîñòàâëÿëî îò
íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ñåêóíä äî ïîëóòîðà ÷àñîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû îáúÿñíÿþòñÿ òåì, ÷òî
îñíîâíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òðóäíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ïðèõîäèòñÿ íà ðåøåíèå âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ êî-
ëè÷åñòâîì îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâ, ÷èñëî êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî
ïåðåìåííûõ â èñõîäíîé çàäà÷å ËÏ.
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