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Ñðåäè âñåõ èçâåñòíûõ ïîíÿòèé ðàâíîâåñèÿ â áåñêîàëèöèîííûõ èãðàõ íàèáîëåå ïðåäïî÷-
òèòåëüíûì ìîæíî ñ÷èòàòü ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ ïî Ðîóçó�Íýøó [1, 2]. Îäíàêî â ñòàòè÷åñêèõ
áåñêîàëèöèîííûõ èãðàõ ýòî ðàâíîâåñèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ çàâåäîìî ñóùåñòâóåò ëèøü â
î÷åíü îãðàíè÷åííûõ ñëó÷àÿõ: â îñíîâíîì êîãäà ïëàòåæíûå ôóíêöèè èãðîêîâ è ìíîæåñòâà
(÷èñòûõ) ñòðàòåãèé âûïóêëû (âîãíóòû) [2]�[7]. Ïðàâäà, â êëàññå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé â
ñòàòè÷åñêèõ èãðàõ ýòî ðàâíîâåñèå ñóùåñòâóåò �ïî÷òè âñåãäà� [4, 7]. Îäíàêî ñìåøàííûå
ñòðàòåãèè ïðèâîäÿò ê âïîëíå îïðåäåëåííîìó ðåçóëüòàòó òîëüêî â èãðàõ, ñîñòîÿùèõ èç
î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà ïàðòèé (òåîðåòè÷åñêè áåñêîíå÷íîãî), â òî âðåìÿ êàê ðåàëüíàÿ æèçíü,
ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê èãðà, îáû÷íî ñîñòîèò âñåãî èç îäíîé ïàðòèè. ×òî æå êàñàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ èãð, òî â íèõ ñìåøàííûå ñòðàòåãèè õîòÿ è íå ñâîäÿò èñõîäíóþ äåòåðìèíèðî-
âàííóþ èãðó ê íåæåëàòåëüíîé ñòîõàñòè÷åñêîé (âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ñìåøèâàþòñÿ ïî ñó-
ùåñòâó íå ñòðàòåãèè, à âñåãî ëèøü, óïðîùåííî ãîâîðÿ, ëîêàëüíûå, â êàæäûé ìîìåíò,
òàêòèêè), íî â òî æå âðåìÿ è ìàëî ÷òî äàþò, ëèøü íåçíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿÿ êëàññ èãð, â
êîòîðîì ýòî ðàâíîâåñèå ñóùåñòâóåò â êëàññå ÷èñòûõ ñòðàòåãèé [5]�[13]. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ñ òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿëî áû íå ðàñøè-
ðåíèå îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ èçâåñòíûõ ðàâíîâåñèé (íàïðèìåð, ðàâíîâåñèÿ ïî Ðîóçó�
Íýøó) ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ êàêîãî-òî èñêóññòâåííîãî (ïðàêòè÷åñêè, âîçìîæíî, íåðåàëè-
çóåìîãî) êëàññà ñòðàòåãèé, à íàõîæäåíèå êàêèõ-òî èíûõ åñòåñòâåííûõ ðàâíîâåñèé (ïîíÿ-
òèé ðåøåíèÿ), ñóùåñòâóþùèõ êàê ìîæíî â áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ â íàèáîëåå åñòåñòâåííîì
êëàññå ÷èñòûõ ñòðàòåãèé. Â äàííîé ðàáîòå êàê ðàç è ïðåäëîæåíî ïîäîáíîå íîâîå ðàâíîâå-
ñèå, îïðåäåëåíèå êîòîðîãî îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèå ñèììåòðè÷íîãî ñëàáîãî àêòèâíîãî ðàâíî-
âåñèÿ [7, 14] (íàçâàííîå íèæå A-ðàâíîâåñèåì), ñôîðìóëèðîâàííîå ïåðâîíà÷àëüíî äëÿ çàäà÷
ïðèíÿòèÿ èëè îòêàçà îò ïðåäëîæåíèé, íî ïî ñóùåñòâó ïðèìåíèìîå è äëÿ áåñêîàëèöèîííûõ
èãð ñ íå ìåíüøèìè îñíîâàíèÿìè, ÷åì ðàâíîâåñèå ïî Ðîóçó�Íýøó, ÿâëÿþùååñÿ åãî ÷àñòíûì
ñëó÷àåì.

Ðàññìîòðèì çàäà÷è ïðèíÿòèÿ èëè îòêàçà îò ïðåäëîæåíèé è áåñêîàëèöèîííûå èãðû â
ïîñòàíîâêå, ïîçâîëÿþùåé ïåðåíåñòè âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà äèôôåðåíöèàëüíûå
èãðû.

Ä î ï ó ù å í è å 1. Ïóñòü Qi, i = 1, 2, . . . , N , � êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â õàóñäîðôîâûõ
òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, a G � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî â èõ ïðîèçâåäåíèè Q =

=
N∏

i=1

Qi, ïðè÷åì òàêîå, ÷òî ëþáûå íåïóñòûå åãî ñå÷åíèÿ G(q1, . . . , qi−1) è G(qi), i = 1, 2, . . . ,

. . . , N , ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè, è ïóñòü íà ìíîæåñòâå Q îïðåäåëåíû îãðàíè÷åííûå ôóíê-
öèè (ôóíêöèîíàëû) Ji(q), i = 1, 2, . . . , N , íåïðåðûâíûå ïî ëþáîé ñîâîêóïíîñòè íå áîëåå
N − 1 ïåðåìåííûõ ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ äðóãèõ.

1Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð èì. À.À. Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ
2Èíñòèòóò ñèñòåìíîãî àíàëèçà ÐÀÍ
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Î ï p å ä å ë å í è å 1. Òî÷êà (ñèòóàöèÿ) q∗ ∈ G íàçûâàåòñÿ ð à â í î â å ñ í î é
ï î Ð î ó ç ó � Í ý ø ó [1, 2, 3], åñëè

Ji(q
∗) = max

qi∈G(qi∗)
Ji(q

i∗, qi), i = 1, 2, . . . , N. (1)

Íåñìîòðÿ íà óäîâëåòâîðèòåëüíóþ èíòóèòèâíóþ è ñîäåðæàòåëüíóþ ïðèâëåêàòåëüíîñòü
ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Ðîóçó�Íýøó, ñóùåñòâóåò îíî â âåñüìà îãðàíè÷åííûõ ñëó÷àÿõ
[1, 2, 3, 4, 7], ïðè÷åì â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ ïðè îñîáåííî æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ
[5]�[13]. Ïðåäëàãàåìîå íèæå îáîáùåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ îïèðàåòñÿ íà îïðåäåëåííîå íèæå
ñèììåòðè÷íîå A-ðàâíîâåñèå.

Î ï p å ä å ë å í è å 2 ([7, 14]). Ñèòóàöèþ q∗ ∈ G íàçîâåì Ai- ý ê ñ ò ð å -
ì à ë ü í î é, åñëè G(qi∗) = q∗i èëè åñëè äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè qi ∈ G(qi∗)− q∗i i-ãî èãðîêà
ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà äîïóñòèìàÿ ñòðàòåãèÿ q̂i = q̂i〈qi〉 îñòàëüíûõ N − 1
èãðîêîâ òàêàÿ, ÷òî

Ji(q̂
i, qi) ≤ Ji(q

∗), i = 1, 2, . . . , N. (2)
Ïóñòü Ai � ìíîæåñòâî âñåõ Ai-ýêñòðåìàëüíûõ ñèòóàöèé. Ñèòóàöèþ q∗ ∈ G íàçîâåì

ñ è ò ó à ö è å é ñ è ì ì å ò ð è ÷ í î ã î A-ð à â í î â å ñ è ÿ, åñëè q∗ ∈ A
M
=

N⋂
i=1

Ai.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàâíîâåñèå ïî Ðîóçó�Íýøó åñòü ñïåöèàëüíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé A-
-ðàâíîâåñèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå ñèììåòðè÷íîãî A-ðàâíîâåñèÿ ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ε â çàäà÷àõ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïóùåíèþ 1, äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé, ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì
òåîðåìû 3.1 èç [15].

Ò å î p å ì à 1. Åñëè íåêîòîðàÿ çàäà÷à óäîâëåòâîðÿåò äîïóùåíèþ 1, òî â íåé
ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íîå A-ðàâíîâåñèå ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ε.

Ò å î p å ì à 2. ×òîáû â çàäà÷å, óäîâëåòâîðÿþùåé äîïóùåíèþ 1, ñèòóàöèÿ q∗ áûëà
ñèììåòðè÷íûì A-ðàâíîâåñèåì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà íå-
ðàâåíñòâàì

Ji(q) ≥ sup
qi∈G(qi∗)

min
qi∈G(qi)

Ji(q
i, qi), i = 1, 2, . . . , N (3)

Ñóïðåìóì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ (3) ìîæåò íå äîñòèãàòüñÿ ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíî
ðåäêèõ òî÷êàõ q∗, òàê ÷òî ïî÷òè âñå ñèììåòðè÷íûå A-ðàâíîâåñèÿ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-
ñòâàì

Ji(q) ≥ max
qi∈G(qi∗)

min
qi∈G(qi)

Ji(q
i, qi), i = 1, 2, . . . , N (4)

è äëÿ èõ ïîèñêà ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîäèêè èç ðàáîòû [15]. Åñëè æå ó÷åñòü, ÷òî ðàâíîâåñ-
íûå ïî Ðîóçó�Íýøó ñèòóàöèè q∗ óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (1), òî ñòàíåò ÿñíî, ÷òî ýòè
ñèòóàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèøü îòäåëüíûå òî÷êè (åñëè îíè âîîáùå ñóùåñòâóþò) íà
âåñüìà áîãàòîì ìíîæåñòâå ñèììåòðè÷íûõ A-ðàâíîâåñèé.

Îïðåäåëèì òåïåðü ðàâíîâåñèå, áîëåå �ñèëüíîå�, ÷åì ñèììåòðè÷íîå A-ðàâíîâåñèå, íî
ìåíåå �ñèëüíîå�, ÷åì ðàâíîâåñèå ïî Ðîóçó�Íýøó.

Î ï p å ä å ë å í è å 3. Ñèòóàöèþ q∗ ∈ G íàçîâåì ñ è ë ü í î ç à â è ñ è ì û ì
á å ñ ê î à ë è ö è î í í û ì ð à â í î â å ñ è å ì, åñëè

Ji(q
∗) = max

qi∈A(qi∗)
Ji(q

i∗, qi), i = 1, 2, . . . , N. (5)
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Ò å î p å ì à 3. Ïðè âûïîëíåíèè äîïóùåíèÿ 1 è êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ Ai, i =
= 1, 2, . . . , N , ìíîæåñòâî ðàâíîâåñíûõ ïî Ðîóçó-Íýøó ñèòóàöèé îêàçûâàåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì ìíîæåñòâà ðàâíîâåñèé (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q∗ � ðàâíîâåñíàÿ ïî Ðîóçó�Íýøó ñèòóàöèÿ. Òîãäà åñëè ó÷åñòü,
÷òî Ai ⊂ G è A(qi∗) ⊂ G(qi∗) è òîò î÷åâèäíûé ôàêò, ÷òî åñëè ìàêñèìóì íåêîòîðîãî
ôóíêöèîíàëà äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå èç G è ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò êîìïàêòíîìó
ìíîæåñòâó A ⊂ G, òî ìàêñèìóì ýòîãî ôóíêöèîíàëà íà ìíîæåñòâå A îêàæåòñÿ â ýòîé æå
òî÷êå, òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

max
qi∈A(qi∗)

Ji(q
i∗, qi) ≤ max

qi∈G(qi∗)
Ji(q

i∗, qi) = Ji(q
∗), i = 1, 2, . . . , N, (6)

à ñ äðóãîé � èìåþò ìåñòî òàêæå è íåðàâåíñòâà

max
qi∈A(qi∗)

Ji(q
i∗, qi) ≥ Ji(q

∗), i = 1, 2, . . . , N, (7)

ñëåäóþùèå èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ìàêñèìóìà.
Íî èç íåðàâåíñòâ (6) è (7) ñëåäóåò, ÷òî åñëè q∗ �ðàâíîâåñíàÿ ïî Ðîóçó�Íýøó ñèòóàöèÿ,

òî íåðàâåíñòâà (6) îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà, à ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñíà
òàêæå è â ñìûñëå (5).

Ï ð è ì å ð. Ðàññìîòðèì ñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè, â êîòîðîé íå
ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèÿ ïî Ðîóçó�Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, íî ñóùåñòâóåò ïðåäëàãàåìîå
íîâîå ðàâíîâåñèå (5). Ïóñòü 1-é èãðîê, âûáèðàþùèé ñâîþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ u1 èç ìíîæåñò-
âà U1 = [−1, 1], ñòðåìèòñÿ îáåñïå÷èòü ìàêñèìóì ôóíêöèè

f1(u1, u2) = u1(u1 − u2),

à 2-é èãðîê âûáîðîì ÷èñòîé ñòðàòåãèè u2 èç ìíîæåñòâà U2 = [−1, 1] ìàêñèìèçèðóåò
ôóíêöèþ

f2(u1, u2) = u2(u1 − u2).

Çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áåñêîàëèöèîííóþ èãðó è êàê çàäà÷ó ïðèíÿòèÿ èëè
îòêàçà îò ïðåäëîæåíèÿ. Ðàâíîâåñèÿ ïî Ðîóçó�Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ â íåé íå ñóùåñò-
âóåò, à â êëàññå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé q1(u1) è q2(u2) ñóùåñòâóåò [4] è äàåòñÿ ôóíêöèÿìè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè q1 è q2 âèäà

q∗1(u1) =





0 ïðè u1 < −1,
1/2 ïðè − 1 ≤ u1 < 1,
1 ïðè u1 ≥ 1;

q∗2(u2) =

{
0 ïðè − 1 ≤ u2 < 0,
1 ïðè 0 ≤ u2 ≤ 1,

(8)

ïðèâîäÿùèìè ê ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì óñðåäíåííîãî âûèãðûøà ó÷àñòíèêîâ â êàæäîé (èç
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà) ïàðòèè èãðû:

J∗1 =

1∫

−1

1∫

−1

f1(u1, u2)dq∗1dq∗2 = 1, J∗2 =

1∫

−1

1∫

−1

f2(u1, u2)dq∗1dq∗2 = 0.

Â ñëó÷àå æå îäíîêðàòíîãî �ïðîèãðûâàíèÿ� èãðû (÷òî õàðàêòåðíî ïî ñóùåñòâó äëÿ âñåõ
æèçíåííûõ ñèòóàöèé) èëè æå â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïàðòèé èãðû 1-é èãðîê íå èìååò íèêàêèõ
ãàðàíòèé ïîëó÷èòü â ñðåäíåì íå òîëüêî J1 = 1, íî è âîîáùå áîëüøå íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè 2-ìó èãðîêó âûáðàòü ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ u2 = −1 (èëè u2 = 1), òî ñëó÷àéíûé ìåõàíèçì
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(8) â îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïàðòèÿõ âïîëíå ìîæåò ïðèâåñòè ê âûïàäåíèþ ñëó÷àéíîãî
÷èñëà � ÷èñòîé ñòðàòåãèè u1 = −1 (èëè u1 = 1), ÷òî ïðèâåäåò ê çíà÷åíèþ J∗1 = f ∗1 = 0,
êîòîðîå ãîðàçäî õóæå òåîðåòè÷åñêè îæèäàåìîãî èì çíà÷åíèÿ J∗1 = 1, â òî âðåìÿ êàê 2-é
èãðîê ïîëó÷èò ïðè ýòîì J∗2 = f ∗2 = 0, ÷òî íå õóæå òåîðåòè÷åñêè îæèäàåìîãî èì çíà÷åíèÿ
â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ 1-ì èãðîêîì îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè (8).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè â ñëó÷àå îäíîé èëè
íåñêîëüêèõ ïàðòèé èãðû ìîæåò ïðèâåñòè ê âåñüìà íåáëàãîïðèÿòíîìó äëÿ 1-ãî èãðîêà
ðåçóëüòàòó è íè íà êàêîé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò â ýòîì ñëó÷àå îí íå ìîæåò ðàññ÷èòû-
âàòü. Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ýòîìó ðåøåíèþ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü ðàâíîâåñèå (5) â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

Â ýòîé çàäà÷å ìíîæåñòâî A1 = {0 ≤ u1 ≤ 1, −1 ≤ u2 ≤ u1} ∪ {−1 ≤ u1 ≤ 0, u1 ≤ u2 ≤
≤ 1}, A2 = {−1 ≤ u1 ≤ 0, u1 ≤ u2 ≤ 0}∪{0 ≤ u1 ≤ 1, 0 ≤ u2 ≤ u1}, a ìíîæåñòâî ñèòóàöèé
ñèììåòðè÷íîãî A-ðàâíîâåñèÿ ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì À2. Íà ìíîæåñòâå A 0 ≤ f1 ≤ 1,
0 ≤ f2 ≤ 1/4. Ìíîæåñòâî ðàâíîâåñèé (5) ñîñòîèò èç äâóõ ñèòóàöèé: (−1;−1/2) è (1; 1/2), â
êîòîðûõ 1-é èãðîê ïîëó÷àåò f ∗1 = 1/2, à 2-é � f ∗2 = 1/4.

Ïîñêîëüêó îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ 1-ãî èãðîêà (8) â îäíîêðàòíî �ðàçûãðû-
âàåìîé� èãðå íå ãàðàíòèðóåò åìó íèêàêîãî ïîëîæèòåëüíîãî âûèãðûøà, à â ñèòóàöèÿõ
(−1;−1/2) è (1; 1/2) îí ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷àåò f ∗1 = 1/2, òî ðàâíîâåñíóþ â ñìûñëå (5)
ñèòóàöèþ åäâà ëè îí ïðèçíàåò ìåíåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé, ÷åì ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ (8).
×òî æå êàñàåòñÿ 2-ãî èãðîêà, òî îí â ñèòóàöèÿõ (−1;−1/2) è (1; 1/2) ïîëó÷àåò f ∗2 = 1/4,
÷òî ãîðàçäî âûãîäíåå äëÿ íåãî, ÷åì îí ïîëó÷èë áû ïðè ëþáûõ ðåàëèçàöèÿõ îïòèìàëüíûõ
ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ. Êðîìå òîãî, îò ñèòóàöèè (5) íè îäèí èç ó÷àñòíèêîâ íå
ðèñêíóë áû îòêëîíèòüñÿ ââèäó ÿâíûõ óãðîç ñî ñòîðîíû äðóãîãî èãðîêà.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîâåñèå (5) ìîæåò áûòü âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíûì êàê â äèôôåðåí-
öèàëüíûõ èãðàõ, â êîòîðûõ ïðèìåíåíèå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé íåâîçìîæíî ïî òåõíè÷åñêèì
ñîîáðàæåíèÿì, òàê è â ëþáûõ èãðîâûõ çàäà÷àõ, ñîñòîÿùèõ èç îäíîé èëè íåñêîëüêèõ
ïàðòèé, â êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèÿ ïî Ðîóçó�Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ è, â
÷àñòíîñòè, âî âñåõ æèçíåííûõ ñèòóàöèÿõ, êîòîðûå îáû÷íî ïðîèñõîäÿò âî âðåìåíè ëèøü
îäíîêðàòíî.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 97-01-00123, 97-01-00962, 96-15-96124).
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