
ÆÓÐÍÀË ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÈÇÈÊÈ, 2006, òîì 46, N◦ 11,
ñ. 1987�2000

ÓÄÊ 519.626

ÍÎÂÛÅ ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ È ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ
ÏÐÈÊËÀÄÍÛÅ ÀÑÏÅÊÒÛ ÒÅÎÐÈÈ p-ÐÅÃÓËßÐÍÎÑÒÈ1)

c© 2006 ã. Î.À. Áðåæíåâà∗ Þ.Ã. Åâòóøåíêî∗∗, À.À. Òðåòüÿêîâ∗∗,∗∗∗
(∗ Dept. of Math. and Statist., 123 Bachelor Hall, Miami Univ., Oxford, Ohio, 45056 USA;

∗∗ 119991 Ìîñêâà, óë. Âàâèëîâà, 40, ÂÖ ÐÀÍ;
∗∗∗ System Res. Inst., Polish Acad. Sie, Newelska 6, 01-447 Warsaw,

and University of Podlasie, 08-110 Siedlce, Poland)
e-mail: brezhnoa@muohio.edu; evt@ccas.ru

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 31.03.2006 ã.
Ïåðåðàáîòàííûé âàðèàíò 06.06.2006 ã.

Òåîðèÿ p-ðåãóëÿðíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè è ê âûðîæäåí-
íûì îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (ÎÄÓ). Â ïåðâîì ñëó÷àå
íà îñíîâå 2-ôàêòîð-ïðåîáðàçîâàíèÿ äàåòñÿ îáîñíîâàíèå ñïåöèàëüíîãî âàðèàí-
òà ìåòîäà ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà, ââåäåííîãî Þ.Ã. Åâòóøåíêî
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óñëîâíîé îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ.
Âî âòîðîì ââîäèòñÿ òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè â âûðîæäåííîì ñëó÷àå è íà åå
îñíîâå ïîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå ðåçîíàíñà. Ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû, âêëþ÷àÿ p-ôàêòîð-ìåòîä ðåøåíèÿ ÎÄÓ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì.
Áèáë. 13.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ p-ðåãóëÿðíîñòè îòîáðàæåíèé, ìåòîä ìîäèôèöè-
ðîâàííûõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà, çàäà÷è îïòèìèçàöèè, âûðîæäåííûå ÎÄÓ, òåîðå-
ìà î íåÿâíîé ôóíêöèè â âûðîæäåííîì ñëó÷àå.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàáîòàõ [1]�[3] îïèñàí ðÿä ïðèëîæåíèé òåîðèè p-ðåãóëÿðíîñòè â ðàçëè÷íûõ îá-
ëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Â íàøåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íîâûå ïðèëîæåíèÿ ðàçâèâàå-
ìîé òåîðèè, à èìåííî: â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè òåîðèÿ p-ðåãóëÿðíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
îáîñíîâàíèÿ ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà ìåòîäà ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà
(ÌÔË), ïðåäëîæåííîãî Þ.Ã. Åâòóøåíêî â [4] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óñëîâíîé îïòè-
ìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ â âûðîæäåííîì ñëó÷àå. Âî âòîðîé ÷àñòè
òåîðèÿ p-ðåãóëÿðíîñòè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ âûðîæäåí-
íîé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ âûðîæäåííûõ ÎÄÓ, êîòîðûé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà.

1)Ðàáîòà âòîðîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë (êîä ïðîåêòà ÍØ-2240.2006.1), Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÐÀÍ
(ïðîåêò 1.11) è ïðîåêòà Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ (êîä ïðîåêòà 14-2, 2006).
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2. p-ÔÀÊÒÎÐ-ÎÏÅÐÀÒÎÐ È p-ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : X → Z, ãäå F ∈ Cp+1(X,Z), X è Z � áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà. ×åðåç x∗ îáîçíà÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

F (x) = 0. (1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Im F ′(x∗) 6= Z,

ò. å. îòîáðàæåíèå F âûðîæäåíî â òî÷êå x∗.
Â äàííîé ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ p-ôàêòîð-îïåðàòîð êàê àïïàðàòíîå ñðåäñòâî äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ðåçóëüòàòîâ â âûðîæäåííîì ñëó÷àå. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-
íîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Z ðàçëîæèìî â ïðÿìóþ ñóììó çàìêíóòûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ Zi, i = 1, 2, . . . , p:

Z = Z1 ⊕ . . .⊕ Zp,

ãäå Z1 = cl (Im F ′(x∗)), Zi = cl (span Im PWi
F (i)(x∗)[·]i), i = 2, 3, . . . , p− 1, Zp = Wp, Wi

� çàìêíóòîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà (Z1 ⊕ . . . ⊕ Zi−1) äî ïðîñòðàíñòâà Z, i =
= 2, 3, . . . , p, è PWi

: Z → Wi � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà Wi âäîëü (Z1⊕. . .⊕Zi−1).
Ñëåäóÿ [5], îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

fi(x) : X → Zi, fi(x) = PZi
F (x), i = 1, 2, . . . , p,

ãäå PZi
: Z → Zi � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà Zi âäîëü (Z1 ⊕ . . . ⊕ Zi−1 ⊕ Zi+1 ⊕

. . .⊕ Zp), i = 1, 2, . . . , p.
Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð Ψp(h) ∈ L(X, Z1 ⊕ . . .⊕ Zp), h ∈ X, h 6= 0,

Ψp(h) = f ′1(x
∗) + f ′′2 (x∗)[h] + . . . +

1

(p− 1)!
f (p)

p (x∗)[h]p−1 (2)

íàçûâàåòñÿ p-ôàêòîð-îïåðàòîðîì îòîáðàæåíèÿ F (x) íà ýëåìåíòå h â òî÷êå x∗.

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå F (x) íàçûâàåòñÿ p-ðåãóëÿðíûì â òî÷êå x∗

íà ýëåìåíòå h, åñëè
Im Ψp(h) = Z,

èëè ‖{Ψp(h)}−1‖ < ∞. Çäåñü

‖{Ψp(h)}−1‖ = sup
‖z‖=1

inf{‖y‖ |Ψp(h)[y]| = z}.

Îïðåäåëåíèå 3. Îòîáðàæåíèå F (x) íàçûâàåòñÿ p-ðåãóëÿðíûì â òî÷êå x∗,
åñëè F (x) p-ðåãóëÿðíî â òî÷êå x∗ íà ýëåìåíòàõ

h ∈
p⋂

k=1

Ker kf
(k)
k (x∗),

ãäå k-ÿäðî îòîáðàæåíèÿ f
(k)
k (x∗) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ker kf (k)(x∗) =
{

h ∈ X | f (k)
k (x∗)[h]k = 0

}
.
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2.1. 2-ôàêòîð-ìåòîäû ðåøåíèÿ âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé
Ñëåäóÿ [6], ðàññìîòðèì ìåòîäû ðåøåíèÿ âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü â óðàâ-

íåíèè (1) îòîáðàæåíèå F äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà Rn â ïðîñòðàíñòâî Rn. Ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî â ðåøåíèè x∗ óðàâíåíèÿ (1) ìàòðèöà ßêîáè F ′(x∗) âûðîæäåíà, ò. å.
Im F ′(x∗) 6= Rn. Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà p-ôàêòîð-ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ âûðîæäåí-
íîé ñèñòåìû (1) ïðè p = 2.

Ïåðâûé âàðèàíò 2-ôàêòîð-ìåòîäà. Â ñèëó òîãî, ÷òî ker F ′(x∗) 6= {0}, ñó-
ùåñòâóåò âåêòîð h 6= 0 òàêîé, ÷òî F ′(x∗)h = 0. Ïîýòîìó òî÷êà x∗ ÿâëÿåòñÿ òàêæå
ðåøåíèåì ñèñòåìû

F (x) + F ′(x)h = 0n (3)
è ñõåìà 2-ôàêòîð-ìåòîäà èìååò âèä

xk+1 = xk − {F ′(xk) + F ′′(xk)h}−1[F (xk) + F ′(xk)h], k = 0, 1, . . . . (4)

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ñòàòüå, ó÷èòûâàÿ ñïåöèôèêó çàäà÷è, âåêòîð h ñòðîèòñÿ áåç èñ-
ïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèè î ðåøåíèè çàäà÷è x∗. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñõåìà 2-ôàêòîð-
ìåòîäà (4) ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì Íüþòîíà, ïðèìåíåííûì íå ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ
(1), à ê ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìå (3).

Âòîðîé âàðèàíò 2-ôàêòîð-ìåòîäà. Â ñèëó òîãî, ÷òî Im F ′(x∗) 6= Rn, îïåðàòîð
ïðîåêòèðîâàíèÿ P íà Im F ′(x∗) íåíóëåâîé, ò. å. P 6= 0. Ïîýòîìó òî÷êà x∗ ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ðåøåíèåì ñèñòåìû

F (x) + PF ′(x)ξ = 0n

äëÿ ëþáîãî ξ 6= 0. Ïðè ýòîì âòîðàÿ ñõåìà 2-ôàêòîð-ìåòîäà èìååò âèä

xk+1 = xk − {F ′(xk) + PF ′′(xk)ξ}−1[F (xk) + PF ′(xk)ξ], k = 0, 1, . . . . (5)

Îáîñíîâàíèåì ñõîäèìîñòè 2-ôàêòîð-ìåòîäîâ (4) è (5) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåî-
ðåìû, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ñëåäóþò èç ñâîéñòâ ìåòîäà Íüþòîíà.

Òåîpåìà 1. Ïóñòü F ∈ C3(Rn) è äëÿ h ∈ ker F ′(x∗), h 6= 0n, ñóùåñòâóåò
[F ′(x∗) + F ′′(x∗)h]−1. Òîãäà äëÿ 2-ôàêòîð-ìåòîäà (4) èìååò ìåñòî îöåíêà ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè

‖xk+1 − x∗‖ ≤ α1‖xk − x∗‖2, k = 0, 1, . . . ,

ãäå x0 ∈ Uε(x
∗), ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëîå, α1 > 0 � íåçàâèñèìàÿ êîíñòàíòà.

Òåîpåìà 2. Ïóñòü F ∈ C3(Rn) è äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ξ 6= 0n ñóùåñòâóåò
[F ′(x∗)+PF ′′(x∗)ξ]−1. Òîãäà äëÿ 2-ôàêòîð-ìåòîäà (5) èìååò ìåñòî îöåíêà ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè

‖xk+1 − x∗‖ ≤ α2‖xk − x∗‖2, k = 0, 1, . . . ,

ãäå x0 ∈ Uε(x
∗), ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëîå, α2 > 0 � íåçàâèñèìàÿ êîíñòàíòà.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ h ∈ Ker F ′(x∗) òàêîãî, ÷òî Im F ′′(x∗)h = Rn,
ñõåìà 2-ôàêòîð-ìåòîäà ìîæåò áûòü ñëåäóþùåé:

xk+1 = xk − [F ′′(xk)h]−1F ′(xk)h. (6)
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Ïðè ýòîì äëÿ êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé F (x) = Q[x]2 +Ax+B, ãäå Q : Rn → Rn �
� êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, A : Rn → Rn � ìàòðèöà, B � âåêòîð ðàçìåðíîñòè n, áóäåò
âåðíà òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ x∗:

x∗ = −1

2
[Qh]−1(Ah), (7)

ãäå h óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2Qx∗+A)h = 0n. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä (6) ñõîäèòñÿ äëÿ
êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé çà îäèí øàã.

2.2. Òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè â âûðîæäåííîì ñëó÷àå
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ y = y(x) óðàâíåíèÿ

F (x, y) = 0,

ãäå F ∈ Cp+1(X × Y, Z), X, Y è Z � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, F (x∗, y∗) = 0 è

Im F ′
y(x

∗, y∗) 6= Z.

Îïðåäåëèì p-ôàêòîð-îïåðàòîð äëÿ îòîáðàæåíèÿ F (x, y) àíàëîãè÷íî (2), çàìåíèâ âñþ-
äó F (x) íà F (x, y), ïðîèçâîäíûå � íà ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííîé y, ò.å. F (k)(x∗) íà
F

(k)
y (x∗, y∗), à fi(x) � íà fi(x, y).
Ââåäåì ñìåøàííûé îïåðàòîð p-ãî ïîðÿäêà Ψp : Y → Z:

Ψp =

(
f ′1y(x

∗, y∗),
1

2
f ′′2y(x

∗, y∗), . . . ,
1

p!
f (p)

py (x∗, y∗)
)

,

ïðè÷åì äåéñòâèå Ψp íà ýëåìåíò y îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ψp[y]p = f ′1y(x
∗, y∗)[y] + . . . +

1

p!
f (p)

py (x∗, y∗)[y]p,

è îáðàòíûé (ìíîãîçíà÷íûé) îïåðàòîð Ψ−1
p , îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

Ψ−1
p (z) =

{
h ∈ Y | f ′1y(x

∗, y∗)[h] + . . . +
1

p!
f (p)

py (x∗, y∗)[h]p = z

}
.

Ñëåäóÿ [3], ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîpåìà 3 (î íåÿâíîé ôóíêöèè â âûðîæäåííîì ñëó÷àå). Ïóñòü X, Y è Z

� áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, U(x∗), U(y∗) � íåêîòîðûå äîñòàòî÷íî ìàëûå îêðåñòíî-
ñòè òî÷åê x∗ è y∗, F ∈ Cp+1(X × Y ) è F (x∗, y∗) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) óñëîâèÿ âûðîæäåííîñòè:

f
(r)

i x . . . x| {z }
q

y . . . y| {z }
r−q

(x∗, y∗) = 0, r = 1, 2, . . . , i− 1, q = 0, 1, . . . , r − 1, i = 1, 2, . . . , p,

f
(i)

i x . . . x| {z }
q

y . . . y| {z }
i−q

(x∗, y∗) = 0, q = 1, 2, . . . , i− 1, i = 1, 2, . . . , p;
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2) óñëîâèå p-ôàêòîð-àïïðîêñèìàöèè:
∥∥∥∥fi(x, y∗ + y1)− fi(x, y∗ + y2)− 1

i!
f

(i)
i (x∗, y∗)[y1]

i +
1

i!
f

(i)
i (x∗, y∗)[y2]

i

∥∥∥∥ ≤
≤ ε (‖y1‖i−1 + ‖y2‖i−1) ‖y1 − y2‖, i = 1, 2, . . . , p,

äëÿ âñåõ x ∈ U(x∗), y1, y2 ∈ (U(y∗)− y∗) è ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëîãî;
3) óñëîâèå Áàíàõà: äëÿ x ∈ U(x∗) ñóùåñòâóåò h òàêîå, ÷òî

Ψp[h]p = −F (x, y∗), ‖h‖ ≤ c1

p∑
r=1

‖fr(x, y∗)‖1/r
Zr

,

ãäå c1 � íåçàâèñèìàÿ êîíñòàíòà;
4) óñëîâèå p-ðåãóëÿðíîñòè ïî ïåðåìåííîé y: äëÿ h = h(x), îïðåäåëåííûõ â

óñëîâèè Áàíàõà, ñóùåñòâóåò íåçàâèñèìàÿ îò x êîíñòàíòà c2 òàêàÿ, ÷òî
∥∥{Ψp(h/‖h‖)}−1

∥∥ ≤ c2.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóþò σ > 0, k > 0 è îòîáðàæåíèå ϕ : U(x∗, σ) →
→ U(y∗, δ) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

ϕ(x∗) = y∗,

F (x, ϕ(x)) = 0,

‖ϕ(x)− y∗‖Y ≤ k

p∑
r=1

‖fr(x, y∗)‖1/r
Zr

∀x ∈ U(x∗, σ).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî åå äîêàçàòåëüñòâó äëÿ ñëó÷àÿ p = 2
(ñì., íàïðèìåð, [3]), íî ñ èñïîëüçîâàíèåì îáùåé êîíñòðóêöèè èç [5].

Íèæå ïîòðåáóåòñÿ åùå îäíà ìîäèôèêàöèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.
Òåîpåìà 4. Ïóñòü F (x, y) ∈ Cp+1(X×Y ), F : X×Y → Z, X, Y è Z � áàíàõîâû

ïðîñòðàíñòâà, F (x∗, y∗) = 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå p-ðåãóëÿðíîñòè ïî ïåðåìåííîé y
íà ýëåìåíòå

h ∈
p⋂

k=1

Ker kf
(k)
k (x∗, y∗), h = (x, 0),

ò. å.
{f ′1(x∗, y∗) + f ′′2 (x∗, y∗)[h] + . . . + f (p)

p (x∗, y∗)[h]p−1}({0} × Y ) = Z.

Òîãäà äëÿ x ∈ U(x∗) ñóùåñòâóåò y = y(x) òàêîå, ÷òî

F (x, y(x)) = 0 è ‖y(x)− y∗‖ ≤ c‖x− x∗‖.
Çäåñü U(x∗) � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x∗, à c > 0 � íåçàâèñèìàÿ
êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè èç [7],
íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ

Φ(y) = y −
{

f ′1(x
∗, y∗) + . . . +

1

(p− 1)!
f (p)

p (x∗, y∗)[h]p−1

}−1

Y

F (x, y∗ + y).
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3. 2-ÔÀÊÒÎÐ-ÌÅÒÎÄ ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ËÀÃÐÀÍÆÀ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÓÑËÎÂÍÎÉ

ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ î íàõîæäåíèè
min
x∈X

ϕ(x) (8)
ñ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì

X = {x ∈ Rn | g(x) ≤ 0m},
0m � íóëåâîé âåêòîð èç Rm, (g(x))> = (g1(x), . . . , gm(x)) � âåêòîð-ôóíêöèÿ (ñòðîêà).
Îòíîñèòåëüíî çàäà÷è (8) ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé X∗ ∈ Rn íåïóñòî.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x, v) = ϕ(x) +
m∑

i=1

vigi(x).

Âñþäó íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé (ÓÐÎ),
èíûìè ñëîâàìè: ãðàäèåíòû àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ýòî óñëîâèå
ãàðàíòèðóåò, ÷òî êàæäîìó x∗ ∈ X∗ ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà v∗ ≥ 0 òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

∇L(x∗, v∗) = ∇ϕ(x∗) +
m∑

i=1

v∗i∇gi(x
∗) = 0n

è v∗i = 0, åñëè gi(x
∗) > 0, i = 1, 2, . . . , m.

Ðàññìîòðèì ïðåäëîæåííûé â [4] íåñòàíäàðòíûé âàðèàíò ìåòîäà ìîäèôèöèðîâàí-
íîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà (ÌÔË), â êîòîðîì ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

LE(x, λ) = ϕ(x) +
1

2

m∑
i=1

λ2
i gi(x),

ãäå λ ∈ Rm. Îáúåäèíèì âåêòîðû x è λ îäíèì ñèìâîëîì w ∈ Rn+m. Àíàëîãè÷íî, ïàðó
[x∗, λ∗] áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç w∗, ïîýòîìó LE(x, λ) = LE(w).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Êóíà�Òàêêåðà, âåêòîð w∗ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

G(w) =


 ∇ϕ(x) +

1

2

m∑
i=1

λ2
i∇gi(x)

D(λ)g(x)


 = 0n+m. (9)

Çäåñü D(λ) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíî-
ñòüþ âåêòîðà λ, ó íåå i-ì äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ λi. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà
(9) ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè w∗.

Ïóñòü g′(x) � ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ g(x). Â ñâîþ î÷åðåäü, ìàòðèöà ßêîáè
äëÿ ñèñòåìû (9) èìååò âèä

G′(w) =



∇2ϕ(x) +

1

2

m∑
i=1

λ2
i∇2gi(x) [g′(x)]>D(λ)

D(λ)g′(x) D(g(x))


 . (10)
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Äëÿ ïàðû [x∗, λ∗] îïðåäåëèì ìíîæåñòâî àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé I(x∗), ìíîæåñòâî ñëà-
áîàêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé I0(x

∗) è ìíîæåñòâî ñòðîãî àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé I+(x∗) ñ
ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

I(x∗) = {j = 1, 2, . . . , m | gj(x
∗) = 0},

I0(x
∗) = {j = 1, 2, . . . , m | λ∗j = 0, gj(x

∗) = 0},
I+(x∗) = {j = 1, 2, . . . , m | λ∗j 6= 0, gj(x

∗) = 0}.
(11)

Ïðè îáîñíîâàíèè è àíàëèçå ìåòîäà ÌÔË îáû÷íî ïîìèìî ÓÐÎ ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) óñëîâèå ñòðîãîé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè (ÓÑÄÍ), ò.å.

v∗i gi(x
∗) = 0, i = 1, 2, . . . , m,

è åñëè gi(x
∗) = 0, òî v∗i 6= 0 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , m;

2) äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà: ñóùåñòâóåò ÷èñëî ν > 0
òàêîå, ÷òî

z>∇2
xxL(x∗, v∗)z ≥ ν‖z‖2 (12)

äëÿ âñåõ z ∈ Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì [∇gj(x
∗)]>z ≤ 0 è j ∈ I(x∗).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå x∗ íå âûïîëíåíî ÓÑÄÍ. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà
i âûïîëíåíû îáà ðàâåíñòâà λ∗i = 0 è gi(x

∗) = 0, ïîýòîìó ìíîæåñòâî I0(x
∗) íåïóñòî.

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà (10) ñòàíîâèòñÿ âûðîæäåííîé â òî÷êå w∗ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìåòîäû òèïà Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (9) íåïðèåìëåìû. Ïîêàæåì,
÷òî â ýòîé ñèòóàöèè ýôôåêòèâíûì áóäåò ïðèìåíåíèå àïïàðàòà p-ôàêòîð-îïåðàòîðîâ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (9). Ïóñòü îòîáðàæåíèå G íåðåãóëÿð-
íî â òî÷êå w∗ èëè, èíûìè ñëîâàìè, ìàòðèöà ßêîáè (10) âûðîæäåíà è rank G′(w∗) =
= r < n + m. Â ýòîì ñëó÷àå w∗ íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû
(9). Óñëîâèå âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû G′(w∗) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå Im G′(w∗) 6= Rn+m.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí âåêòîð h (‖h‖ 6= 0) òàêîé, ÷òî
G′(w∗)h = 0n+m. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (9) áóäåò è ðåøåíèåì ìîäèôèöèðî-
âàííîé ñèñòåìû

Ψ(w) = G(w) + G′(w)h = 0n+m; (13)
áîëåå òîãî, åñëè ìàòðèöà G′(w∗) âûðîæäåíà, òî, íàïðîòèâ, ìàòðèöà Ψ′(w∗) = G′(w∗)+
+G′′(w∗)h íå âûðîæäåíà è ðåøåíèå w∗ ñèñòåìû (13) ëîêàëüíî åäèíñòâåííî. Çäåñü h �
íåêîòîðûé âåêòîð èç Ker G′(w∗), îäèí èç ïðèìåðîâ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîãî ïðèâîäèòñÿ
íèæå. Ñâîéñòâî íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû Ψ′(w∗) ïîëîæåíî â îñíîâó êîíñòðóêöèè
2-ôàêòîð-ìåòîäà ðåøåíèÿ âûðîæäåííûõ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ G ââåäåì 2-ôàêòîð-îïåðàòîð

G′(w) + G′′(w)h,

ãäå âåêòîð h ∈ Ker G′(w∗) îïðåäåëåí òàê, ÷òî

rank [G′(w∗) + G′′(w∗)h] = n + m.

Êîíêðåòíûé âèä h ôîðìèðóåòñÿ ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè ñèñòåìû (9).
Ðàññìîòðèì ïåðâûé âàðèàíò 2-ôàêòîð-ìåòîäà (4) äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9):

wk+1 = wk − [G′(wk) + G′′(wk)h]
−1

[G(wk) + G′(wk)h] , k = 0, 1, . . . . (14)
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Íèæå ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ çà-
äà÷è (8) îòîáðàæåíèå G, îïðåäåëåííîå â (9), ÿâëÿåòñÿ 2-ðåãóëÿðíûì â ðåøåíèè w∗

íà íåêîòîðîì h ∈ Ker G′(w∗). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû G(w) = 0n+m

ìîæíî ïðèìåíèòü 2-ôàêòîð-ìåòîä (4) è, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ïîëó÷åííûé ìåòîä áó-
äåò îáëàäàòü êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, êîòîðîé íå óäàåòñÿ äîñòè÷ü ïðè
ïðèìåíåíèè ìåòîäà Íüþòîíà ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (11).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÓÑÄÍ â òî÷êå x∗ íå âûïîëíåíî è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî I0(x

∗) ñîñòîèò èç ïåðâûõ s èíäåêñîâ, ò. å. I0(x
∗) =

= {1, 2, . . . , s}. Äëÿ ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà I0(x
∗) ìîæåò áûòü èñïîëüçî-

âàíà òàê íàçûâàåìàÿ ïðîöåäóðà èäåíòèôèêàöèè íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, âïåðâûå ïðåä-
ëîæåííàÿ â [8].

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä Íüþòîíà âìåñòå ñ äèôôåðåíöèðóåìûì øòðàôîì èñïîëüçî-
âàëñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðà-
âåíñòâà â ðàáîòàõ [9, 10], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè êîýôôèöèåíòàõ øòðàôà, á�îëüøèõ
íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, èç ðåçóëüòàòîâ ìèíèìèçàöèè øòðàôíîé ôóíêöèè
ïî ïðîñòûì ôîðìóëàì íàõîäèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è.

3.1. Ïðîöåäóðà èäåíòèôèêàöèè íóëåâûõ ýëåìåíòîâ (âûäåëåíèå
àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé)

Èäåþ âûäåëåíèÿ íóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå îòîá-
ðàæåíèÿ F (z) : R` → R`, F ∈ C2(R`), F (z) = [f1(z), . . . , f`(z)]>. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëÿ çàäàííîãî îòîáðàæåíèÿ F ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ η(z), ÷òî η(z∗) = 0 è

c1‖z − z∗‖p ≤ η(z) ≤ c2‖z − z∗‖, p ∈ N,

äëÿ âñåõ òî÷åê z ∈ Uε(z
∗), ãäå c1, c2 > 0 � íåçàâèñèìûå êîíñòàíòû; òîãäà áóäåò âåðíà

Òåîpåìà 5 (àëüòåðíàòèâà). Ïóñòü F ∈ C2(R` → R`) è F ÿâëÿåòñÿ p-ðåãóëÿðíîé
â òî÷êå z∗. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëîå è òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
1 ≤ i ≤ ` è ëþáîé òî÷êè z ∈ Uε(z

∗) áóäåò âåðíî îäíî èç äâóõ óòâåðæäåíèé:
1) ëèáî |fi(z)| > η(z)1/(p+1), è òîãäà fi(z

∗) 6= 0 (íåíóëåâîé ýëåìåíò);
2) ëèáî |fi(z)| < η(z)1/(p+1), è òîãäà fi(z

∗) = 0 (íóëåâîé ýëåìåíò).
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû-àëüòåðíàòèâû â [1] è ïîýòî-

ìó íå ïðèâîäèòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûäåëåíèÿ îãðàíè÷åíèé, àêòèâíûõ â òî÷êå x∗ ∈ X, íàäî ïî-

ñòðîèòü ôóíêöèþ η(·), îáëàäàþùóþ óêàçàííûìè â òåîðåìå-àëüòåðíàòèâå ñâîéñòâàìè.
Ïîêàæåì, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ çàäà÷è (8). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ) = ϕ(x) +
m∑

i=1

λigi(x).

Ïðè âûïîëíåíèè ÓÐÎ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè (12) áóäåò ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

c1‖x− x∗‖ ≤ ‖L′x(x, λ)‖+
m∑

i=1

|min{λi,−gi(x)}| ≤ c2(‖x− x∗‖+ ‖λ− λ∗‖)
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äëÿ x ∈ Uε(x
∗), ãäå ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëîå (ñì., íàïðèìåð, [11]). Ñëåäîâàòåëüíî,

ôóíêöèÿ η(x, λ) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà â âèäå

η(x, λ) = ‖L′x(x, λ)‖+
m∑

i=1

|min{λi,−gi(x)}|.

Äàëåå, îñóùåñòâëÿÿ ïðîâåðêó

|gi(x)| ≤ η(x, λ)1/2, i = 1, 2, . . . , m,

âûäåëÿåì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé â òî÷êå x∗. Äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè, I(x∗) = {1, 2, . . . , p}. Â ñâîþ î÷åðåäü, åñëè îáîçíà÷èòü

LA(x, λ) = ϕ(x) +

p∑
i=1

λigi(x),

òî äëÿ ôóíêöèè

η̃(x, λ) = ‖(LA)′x(x, λ)‖+

p∑
i=1

|gi(x)|

áóäåò èìåòü ìåñòî îöåíêà

c1‖(x, λ)− (x∗, λ∗)‖ ≤ η̃(x, λ) ≤ c2‖(x, λ)− (x∗, λ∗)‖,
åñëè (x, λ) ∈ Uε(x

∗, λ∗), ãäå ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëîå. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ
I0(x

∗) = {1, 2, . . . , s} ïðîâåðêîé âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

|λi| ≤ η̃(x, λ)1/2, i ∈ I(x∗).

Âåðíåìñÿ ê îáîñíîâàíèþ 2-ôàêòîð-ìåòîäà (14). Òàê êàê λj = 0 è gj(x
∗) = 0 äëÿ

âñåõ j ∈ I0(x
∗) = {1, 2, . . . , s}, òî ñòðîêè ìàòðèöû G′(w∗) ñ (n + 1)-é ïî (n + s)-þ

ñîñòîÿò èç îäíèõ íóëåé. Îïðåäåëèì âåêòîð h ∈ Rn+m:

h> = (0>n , 1>s , 0>p−s, 0
>
m−p), (15)

è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Φ(w) = G(w) + G′(w)h, (16)

ãäå âåêòîð h îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (15).
Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
Ëåììà 1. Ïóñòü V -ìàòðèöà n × n è Q-ìàòðèöà n × p òàêîâû, ÷òî ñòîëáöû

ìàòðèöû Q ëèíåéíî íåçàâèñèìû è

〈V x, x〉 > 0 ∀ x ∈ {Ker Q>}\{0}.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî DN � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà ðàçìåðà `×`.
Òîãäà ìàòðèöà

Ā =




V Q 0
Q> 0 0
0 0 DN
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íå âûðîæäåíà.

Ëåììà 2. Ïóñòü ϕ, gi ∈ C3(Rn), i = 1, 2, . . . , m, âûïîëíåíû ÓÐÎ, äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè (12) è îòîáðàæåíèå Φ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (16). Òîãäà 2-
ôàêòîð-îïåðàòîð Φ′(w) = G′(w) + G′′(w)h íå âûðîæäåí â òî÷êå w∗ = [x∗, λ∗].

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ëåììû 1, åñëè â íåé ïîëîæèòü V = ∇2
xxLE(x∗, λ∗),

DN = D(gN(x∗)), ãäå gN(x) = [gp+1(x), . . . , gm(x)]>, è

Q =
[∇g1(x

∗), . . . ,∇gs(x
∗), λ∗s+1∇gs+1(x

∗), . . . , λ∗p∇gp(x
∗)

]
.

Òîãäà Φ′(w∗) = Ā.
Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9) ìîæíî ïðèìåíèòü 2-ôàêòîð-

ìåòîä (14), à èìåííî: èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîpåìà 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (8). Ïóñòü ϕ, gi ∈

∈ C3(Rn), i = 1, 2, . . . ,m, âûïîëíåíû ÓÐÎ è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíî-
ñòè (12). Òîãäà ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü Uε(w

∗) òî÷êè Êóíà�
Òàêêåðà w∗ = [x∗, λ∗] òàêàÿ, ÷òî äëÿ ìåòîäà (14)èìååò ìåñòî îöåíêà

‖wk+1 − w∗‖ ≤ β‖wk − w∗‖2,

ãäå w0 ∈ Uε(w
∗) è β > 0 � íåçàâèñèìàÿ êîíñòàíòà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå îïèñàííîãî ìåòîäà íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

min
x∈R2

x2
1 + x2

2 + 4x1x2 (17)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
−x1 ≤ 0, −x2 ≤ 0.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êà x∗ = (0, 0)> � ðåøåíèå çàäà÷è (17) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà v∗ = (0, 0)>. Â ýòîì ïðèìåðå I0(x

∗) = {1, 2} è ìîäèôèöèðî-
âàííàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

LE(x, λ) = x2
1 + x2

2 + 4x1x2 − 1

2
λ2

1x1 − 1

2
λ2

2x2.

Ïóñòü h = (0, 0, 1, 1)>; òîãäà ñèñòåìà (9) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G(w) =




2x1 + 4x2 − λ2
1/2

2x2 + 4x1 − λ2
2/2

−λ1x1

−λ2x2


 = 04.

Ìàòðèöà ßêîáè ïîñëåäíåé ñèñòåìû èìååò âèä

G′(w) =




2 4 −λ1 0
4 2 0 −λ2

−λ1 0 −x1 0
0 −λ2 0 −x2


 .
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Ýòà ìàòðèöà âûðîæäåíà â òî÷êå (x∗1, x
∗
2, λ

∗
1, λ

∗
2)
> = (0, 0, 0, 0)>.

Îäíàêî îòîáðàæåíèå G ÿâëÿåòñÿ 2-ðåãóëÿðíûì â òî÷êå (0, 0, 0, 0)> íà ââåäåííîì
ýëåìåíòå h, è ñõåìà 2-ôàêòîð-ìåòîäà çàïèøåòñÿ â âèäå



2 4 −λ1 − 1 0
4 2 0 −λ2 − 1

−λ1 − 1 0 −x1 0
0 −λ2 − 1 0 −x2







x̄1 − x1

x̄2 − x2

λ̄1 − λ1

λ̄2 − λ2


 = −




2x1 + 4x2 − λ2
1/2− λ1

2x2 + 4x1 − λ2
2/2− λ2

−λ1x1 − x1

−λ2x2 − x2


 ,

ãäå k = 0, 1, . . . è

(x1, x2, λ1, λ2)
> = [(x1)k, (x2)k, (λ1)k, (λ2)k]

>,

(x̄1, x̄2, λ̄1, λ̄2)
> = [(x1)k+1, (x2)k+1, (λ1)k+1, (λ2)k+1]

>.

Â äàííîì ïðèìåðå ñèñòåìà (13) èìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïîýòîìó îòñóò-
ñòâóåò ãëîáàëüíàÿ ñõîäèìîñòü óêàçàííîé âåðñèè ìåòîäà. Îäíàêî ìîæíî ïðèìåíèòü
óïðîùåííóþ âåðñèþ 2-ôàêòîð-ìåòîäà (6), ðåøàÿ ñèñòåìó

Ψ(w) = G′(w)h = 04, (18)

ãäå h ∈ Ker G′(w∗). Â ñèëó 2-ðåãóëÿðíîñòè îòîáðàæåíèÿ G íà ýëåìåíòå h â òî÷êå
w∗ = 04 ìàòðèöà Ψ′(w∗) íå âûðîæäåíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå w∗. Äëÿ w∗ ñïðàâåäëèâà òî÷íàÿ ôîðìóëà (7), ïîñêîëüêó ñèñòåìà (18)
ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî w è w∗ = w0 − [G′′(w0)h]−1[G′(w0)h] äëÿ ëþáîãî w0 ∈ R4 èëè
w∗ = −(1/2)[Qh]−1(Ah), ãäå

Qh =




0 0 −1 0
0 0 0 −1

−1 0 0 0
0 −1 0 0


 , A =




2 4 0 0
4 2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 , h =




0
0
1
1


 .

4. p-ÔÀÊÒÎÐ-ÏÎÄÕÎÄ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÂÛÐÎÆÄÅÍÍÛÕ
ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ïîêàæåì, êàê ìîæåò áûòü ïðèìåíåí àïïàðàò ôàêòîð-îïåðàòîðîâ äëÿ àíàëèçà è
ðåøåíèÿ âûðîæäåííûõ (ÎÄÓ).

Ðàññìîòðèì ÎÄÓ âèäà

ÿ(t) + y(t) + g(y(t)) = x(t) (19)

ïðè óñëîâèè
y(0) = y(π) = 0, x(0) = x(π) = 0. (20)

Ñ÷èòàåì, ÷òî y(·) ∈ C2[0, π], x(·) ∈ C[0, π] è g(·) ∈ Cp+1(C2[0, π]). Êðîìå òîãî, ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî

g(0) = g′(0) = 0. (21)
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Èññëåäóåì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (19). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ è
îïðåäåëåíèÿ. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

F (x, y) = ÿ + y + g(y)− x,

ãäå F : X × Y → Z, F ∈ Cp+1(X × Y ), X = {x ∈ C[0, π] | x(0) = x(π) = 0},
Y = {y ∈ C2[0, π] | y(0) = y(π) = 0}, Z = {z ∈ C[0, 1] | z(0) = z(π) = 0} è
g ∈ Cp+1(Y ). Òîãäà óðàâíåíèå (19) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

F (x, y) = 0.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî x∗(t) = 0 è y∗(t) = 0.
Ïðè ýòîì îïåðàòîð F ′

y(0, 0) = (̈·) + (·) + g′(0) âûðîæäåí â òî÷êå (0, 0) (èìåííî
ïîýòîìó óðàâíåíèå (19) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì). Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð

F ′
y(0, 0)y = ÿ + y

íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, òàê êàê äëÿ z(t) = sin t êðàåâàÿ çàäà÷à

ÿ(t) + y(t) = sin t, y(0) = y(π) = 0,

íå èìååò ðåøåíèÿ (ñì. [12]). Ñîãëàñíî òåîðèè Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, êðàåâàÿ çàäà÷à

ÿ(t) + y(t) = x(t), y(0) = y(π) = 0,

èìååò ðåøåíèå òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (ñì. [13])
π∫

0

sin(τ)x(τ)dτ = 0,

ïîýòîìó âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ

F (x, y) = ÿ + y + g(y)− x = 0, y(0) = y(π) = 0,

íå ìîæåò áûòü èññëåäîâàí ïðè ïîìîùè êëàññè÷åñêîé òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ F (x, y) ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 3 ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ î g(·) è x(t). Â íàøåì ñëó÷àå

Z1 = Im F ′
y(0, 0) =



z(t) ∈ Z

∣∣∣∣∣∣

π∫

0

ϕ(τ)z(τ)dτ = 0



 6= Z, ϕ(t) = sin t.

Ïîäïðîñòðàíñòâî W2 = span {ϕ(t)}, ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ [3] ïðîåêòîð PW2 ââî-
äèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

PW2z =
2

π
ϕ(t)

π∫

0

ϕ(τ)z(τ)dτ, z ∈ Z,

è
Z2 = span (ImPW2F

′′
y(0, 0)[ · ]2) =

= span


z(t) | ∃y ∈ Y : z(t) =

2

π
sin t

π∫

0

sin(τ)g′′(0)[y(τ)]2dτ


 .

(22)

12



Îñòàëüíûå êîíñòðóêöèè � ïîäïðîñòðàíñòâà Z3, . . . , Zp è îòîáðàæåíèÿ f2(x, y), . . .
. . . , fp(x, y) � ââîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî è çàâèñÿò òîëüêî îò ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ g(y).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (21) g′(0) = 0, à òàêæå

F ′′
y (0, 0) = g′′(0), . . . , F (p)

y (0, 0) = g(p)(0).

Ïîýòîìó p-ôàêòîð-îïåðàòîð èìååò âèä

Ψp(h) = (̈·) + (·) + PZ2g
′′(0)[h] + . . . +

1

(p− 1)!
PZpg

(p)(0)[h]p−1.

Âåðíåìñÿ ê òåîðåìå 3. Íàïîìíèì, ÷òî â íàøåì ðàññìîòðåíèè x∗(t) = 0, y∗(t) = 0.
Óñëîâèå 1) òåîðåìû 3 âûïîëíåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòðîåíèåì îòîáðàæåíèé fi(x, y)
è ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ g(y). Óñëîâèå 2) (p-ôàêòîð-àïïðîêñèìàöèÿ) çàâèñèò òîëüêî
îò ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ g(y), ò. å. åñëè

PZk

[(
g(y1)− g(y2)− 1

k!
g(k)(0)[y1]

k +
1

k!
g(k)(0)[y2]

k

)]
≤

≤ ε
(‖y1‖k−1 + ‖y2‖k−1

) ‖y1 − y2‖,
(23)

ãäå ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëîå, y1, y2 ∈ UY (0), òî óñëîâèå 2) âûïîëíåíî.
Óñëîâèÿ 3) è 4) ðàâíîñèëüíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñóùåñòâîâàíèþ òàêîãî h(t), ÷òî

âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

ḧ(t) + h(t) +
PZ2g

′′(0)h2

2
+ . . . +

PZpg
(p)(0)[h]p

(p!)
= x(t),

‖h(t)‖ ≤ c1‖F (x, 0)‖1/p, x ∈ Ux(0),

(24)

∥∥∥∥∥∥

{
(̈·) + (·) + PZ2g

′′(0)[h̄] + . . . +
PZpg

(p)(0)[h̄]p−1

(p− 1)!

}−1
∥∥∥∥∥∥
≤ c2, x ∈ Ux(0), (25)

ãäå h̄(t) = h(t)/‖h(t)‖, c1 > 0, c2 > 0 � íåçàâèñèìûå êîíñòàíòû. Òàêèì îáðàçîì,
èìååò ìåñòî

Òåîpåìà 7. Ïóñòü äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (19), (20) ñóùåñòâóþò òàêèå äîñòàòî÷-
íî ìàëûå îêðåñòíîñòè Ux(0) è Uy(0), ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (23)�(25). Òîãäà äëÿ
x(t) ∈ Ux(0) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y = y(x, t), ïðè÷åì

‖y(x, t)‖ ≤ m‖x(t)‖1/p,

ãäå m > 0 � íåçàâèñèìàÿ êîíñòàíòà.
Äëÿ èëëþñòðàöèè òåîðåìû ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ÿ(t) + y(t) + y2(t) = v sin t, y(0) = y(π) = 0, (26)

÷àñòî âñòðå÷àþùååñÿ â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Çäåñü g(y) = y2, x(t) = v sin t,
F (x, y) = ÿ + y + y2 − v sin t, F : X × Y → Z, X, Y è Z áûëè îïðåäåëåíû âûøå.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ F (x, y) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7

13



ïðè v ≥ 0 äîñòàòî÷íî ìàëîì è p = 2. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y(x)
óðàâíåíèÿ (26) ïðè v ≥ 0, ïðè÷åì

‖y(t)‖ ≤ m‖v sin t‖1/2 ≤ cv1/2.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4 ê óðàâíåíèÿì ñ ìà-
ëûì ïàðàìåòðîì ε âèäà

εẏ(t) + g(y, ε) = 0,

ãäå g(0, 0) = g′(0, 0) = g′′(0, 0) = 0 è y(0) = y0.
Ïîëîæèì F (ε, y) = εẏ(t) + g(y, ε); çäåñü ðîëü x áóäåò èãðàòü ε. Íàïðèìåð, åñëè

g(y, ε) = y3+ε3, òî äëÿ óðàâíåíèÿ εẏ(t)+y3(t)+ε3 = 0 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî h = (ε, 0)>

è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y = y(ε, t) òàêîå, ÷òî

‖y(ε, t)‖ ≤ cε, y(ε, 0) = y0,

ãäå c > 0 � êîíñòàíòà, t ∈ U(0) � ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè 0.

5. ÒÅÎÐÈß p-ÐÅÃÓËßÐÍÎÑÒÈ È ÌÅÒÎÄ ÌÀËÎÃÎ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ
ÏÓÀÍÊÀÐÅ

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ

ÿ(t) + a2y(t) + µy2(t) = sin t, y(0) = y(π) = 0, (27)

ãäå a 6= 0, µ > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð, íàèáîëåå ïîïóëÿðåí ïîèñê ðåøåíèÿ â âèäå ðÿ-
äà (ñì. [12])

y(t) = y0(t) + µy1(t) + µ2y2(t) + . . . . (28)
Ïîäñòàâëÿÿ (28) â (27) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ µ,
ïîëó÷àåì ïåðâîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ y0(t):

ÿ0(t) + a2y0(t) = sin t, y0(0) = y0(π) = 0, (29)

îòêóäà
y0(t) =

c sin t

a2 − 1
.

Ïðè a2 = 1 ýòà òåõíèêà íåïðèìåíèìà, òàê êàê óðàâíåíèå (29) íå èìååò ðåøåíèÿ.
Îäíàêî èñõîäíîå óðàâíåíèå (27) èìååò ðåøåíèå ïðè a2 = 1 è µ > 0 ìàëîì.

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (27) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

P1[y
′′(t) + y(t) + µy2(t)] = P1(sin t), y(0) = y(π) = 0,

P2[y
′′(t) + y(t) + µy2(t)] = P2(sin t),

(30)

ãäå Pi � ïðîåêòîð íà Zi, i = 1, 2.
Èùåì ðåøåíèå y(t) â âèäå

y(t) = h(t) + y0(t) + µ1/2y1(t) + µy2(t) + µ3/2y3(t) + . . . , (31)
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ãäå yi(t), i = 0, 1 . . . , îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

yi(t) = ỹi(t) + ŷi(t), P1(ŷi) = 0,

à h(t) âû÷èñëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

P2(µh2(t)) = sin t,

èëè
2µ sin t

π

π∫

0

sin(τ)h2(τ)dτ = sin t.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

h(t) =

√
3π

8µ
sin t.

Ïîäñòàâèâ (31) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (30) è ïðèðàâíÿâ ñâîáîäíûå ÷ëåíû,
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ỹ0:

ỹ0
′′(t) + ỹ0(t) +

3π

8
sin2 t− sin t = 0, ỹ0(0) = ỹ0(π) = 0.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì

ỹ0(t) =
π

4
cos t + sin t− t

2
cos t− 3π

16
− π

16
cos (2t). (32)

Ïîäñòàíîâêîé (31) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (30), ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ó
µ1/2, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ŷ:

0 =

π∫

0

sin(τ)[µh(τ)ỹ0(τ) + µh(τ)ŷ0(τ)]dτ =

π∫

0

sin2(τ)[ỹ0(τ) + ŷ0(τ)]dτ.

Èùåì ôóíêöèþ ŷ â âèäå ŷ = A sin t ãäå A � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

A

π∫

0

sin2(τ) sin(τ)dτ = −
π∫

0

sin2(τ)ỹ0(τ)dτ.

Ïîäñòàâëÿÿ ỹ0(τ), îïðåäåëåííîå â (32), â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå è èíòåãðèðóÿ ïîëó÷èâ-
øååñÿ âûðàæåíèå, íàõîäèì A è, ñëåäîâàòåëüíî, ŷ0(t).

Äåéñòâóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, ïîäñòàâëÿåì y(t) ñ íàéäåííûìè êîìïîíåíòàìè òî â
ïåðâîå, òî âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (30) è ñðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäíèõ
è òåõ æå ñòåïåíÿõ µ, ÷òîáû íàéòè î÷åðåäíóþ ñîñòàâëÿþùóþ â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè
y(t).

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ðåøåíèå

y(t) =

√
3π

2
√

2µ
sin t + ỹ0(t) + ŷ(t) +

√
µ [ỹ1(t) + ŷ1(t)] + . . . . (33)
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Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (27) ïðè a2 = 1 ìîæíî òàêæå
ïðèìåíèòü 2-ôàêòîð-ìåòîä, ñõåìà êîòîðîãî èìååò âèä

yk+1 = yk − [F ′
y(0, 0) + PF ′′

yy(0, 0)h]−1F (x, h + yk), k = 0, 1, . . . , (34)

ãäå
y0 = 0, h(t) =

√
3π

8µ
sin t,

F (sin t, y) = ÿ(t) + y(t) + µy2(t)− sin t, P (·) =
2 sin t

π

π∫

0

sin τ(·)dτ.

Ñõåìà (34) ýêâèâàëåíòíà, íàïðèìåð, ïðè k = 0 óðàâíåíèþ

ÿ1(t) + y1(t) +

√
6µ sin t√

π

π∫

0

sin2(τ)y1(τ)dτ = sin t− 3π

8
sin2 t.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå. Ïðîöåññ áóäåò ñõîäèòüñÿ äëÿ
ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ > 0 â ñèëó ñâîéñòâ 2-ôàêòîð-ìåòîäà è ñïåöèôèêè îòîá-
ðàæåíèÿ F .

Ðàáîòà âûïîëíåíà íà îñíîâå ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ â ÂÖ ÐÀÍ
(Ìîñêâà, Ðîññèÿ), Àêàäåìèè Ïîäëÿñêà (Ñåäëèöå, Ïîëüøà), Èíñòèòóòå ñèñòåìíûõ
èññëåäîâàíèé ÏÀÈ (Âàðøàâà, Ïîëüøà) è Miami University (ÑØÀ).
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