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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðàçâèâàåòñÿ îáùèé ïîäõîä ê èõ ïîñòðîåíèþ, îñíîâàííûé
íà ïðåîáðàçîâàíèè ïðîñòðàíñòâ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì âàðèàíòàì ìåòîäîâ. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü íåïðåðûâíûõ è äèñêðåò-
íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäîâ, ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Ââåäåíèå

Ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà áûë îäíèì èç ïåðâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷
ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1]�[5]. Âïîñëåäñòâèè âîçíèê ïîäõîä, â êîòî-
ðîì îáúåäèíÿëèñü èäåè ïðîåêòèðîâàíèÿ ãðàäèåíòà è ìåòîäà áàðüåðíûõ ôóíêöèé. Â [6, 7]
îí áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Â ðàáîòàõ [8]�[12] äàííûé ïîäõîä áûë ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé îáùèõ çàäà÷ íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé. Èíòåðåñ ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ çíà÷èòåëüíî
óñèëèëñÿ ïîñëå ïóáëèêàöèè â 1984 ã. ñòàòüè Êàðìàðêàðà [13]. Â ïîÿâèâøèõñÿ âñëåä çà íåé
ñòàòüÿõ [14] � [16] áûëè âíîâü ïðåäëîæåíû âàðèàíòû ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè äëÿ çàäà÷
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [8]� [12]. Çäåñü îïè-
ñûâàåòñÿ åäèíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûé íà
ïåðåõîäå ê íîâûì ïðîñòðàíñòâàì, â êîòîðûõ ñòðóêòóðà äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ñóùåñò-
âåííî ïðîùå, ÷åì â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ îòûñêàíèÿ
ðåøåíèé â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà â ÷èñòîì âèäå. Ïîñëå
âîçâðàùåíèÿ â èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäîâ, íàçâàí-
íûå â [12] áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûìè. Ïðè ýòîì îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èõ óñòîé÷è-
âûì âàðèàíòàì, äëÿ êîòîðûõ íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïðèíàäëåæàëî
äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó. Â ñëó÷àå êîãäà íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ýòèõ ìåòîäîâ âçÿòû
èç äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, îíè âåäóò ñåáÿ, êàê ðåëàêñàöèîííûå ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè,
ò. å. ïîðîæäàåìûå èìè òðàåêòîðèè íå ïîêèäàþò äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà è ìèíèìèçèðóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ óáûâàåò âäîëü òðàåêòîðèé. Äëÿ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ äîñòàòî÷íî îáùåãî

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(êîä ïðîåêòà 94-01-01379).
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âèäà ïîêàçàíî, ÷òî åñëè âûáðàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâ óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåí-
íûì óñëîâèÿì, òî äëÿ âñåõ íåïðåðûâíûõ âàðèàíòîâ áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, à èõ äèñêðåòíûå àíàëîãè ëîêàëüíî ñõîäÿòñÿ ê ýòîìó
ðåøåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

� 1. Óñòîé÷èâûé âàðèàíò ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ
îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà

Ïóñòü x � âåêòîð èç n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En. Âñþäó íà En îïðåäå-
ëåíà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f(x) è âåêòîð-ôóíêöèÿ g(x) : En → Em. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
f è g íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè. Âñþäó ñ÷èòàåì, ÷òî âñå
ïîñòàâëåííûå íèæå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è èìåþò ðåøåíèÿ. Ïóñòü èùåòñÿ

f∗ = min
x∈X

f(x), X = {x ∈ En : g(x) = 0m}. (1.1)

Çäåñü è íèæå 0ij � íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì i × j, 0i � íóëåâîé i-ìåðíûé âåêòîð, Ii �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà i. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî î÷åâèäíî, èíäåêñû ïðè íóëåâûõ
è åäèíè÷íûõ ìàòðèöàõ è âåêòîðàõ áóäåì îïóñêàòü.

Ââåäåì âåêòîð äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ u ∈ Em è, ñîñòàâèâ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà,
âû÷èñëèì åå ãðàäèåíò:

L(x, u) = f(x) + u>g(x), Lx(x, u) = fx(x) + g>x (x)u.

Çäåñü gx � ìàòðèöà ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ðàçìåðîì m× n.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èç n îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé:
dx

dt
= −Lx(x, u(x)), x(x0, 0) = x0. (1.2)

Ôóíêöèþ u(x) â ïðàâîé ÷àñòè (1.2) âûáåðåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû
ïðè t → +∞ ïðèáëèæàëèñü ê äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó X. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåì, ÷òîáû

dg

dt
= −τg(x), τ > 0. (1.3)

Äèôôåðåíöèðóÿ ôóíêöèþ g(x) â ñèëó ñèñòåìû (1.2) è èñïîëüçóÿ (1.3), ïîëó÷àåì

dg

dt
= −gx(x)[fx(x) + g>x (x)u(x)] = −τg(x). (1.4)

Åñëè ìàòðèöà Ãðàìà Γ(x) = gx(x)g>x (x) íå âûðîæäåíà, òî èç ýòîãî óñëîâèÿ îïðåäåëÿåì
ôóíêöèþ u(x):

u(x) = Γ−1(x)[τg(x)− gx(x)fx(x)].

Ïîäñòàâèâ ýòó ôóíêöèþ â ïðàâóþ ÷àñòü (1.2), ïîëó÷èì

dx

dt
= −{fx(x) + g>x (x)Γ−1(x)[τg(x)− gx(x)fx(x)]}. (1.5)

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x) â ñèëó ýòîé ñèñòåìû ðàâíà

df

dt
= −||Lx(x, u(x))||2 + τu>(x)g(x). (1.6)
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Çäåñü è íèæå ‖ · ‖ � åâêëèäîâà íîðìà â En, 〈·, ·〉 � åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Åñëè òî÷êà x0 ∈ X èëè τ = 0, òî ñèñòåìà (1.2), (1.4) ïåðåõîäèò â ìåòîä ïðîåêöèè

ãðàäèåíòà, â êîòîðîì

dx/dt = −[fx(x) + g>x (x)u(x)], x0 ∈ X, (1.7)
gx(x)g>x (x)u(x) + gx(x)fx(x) = 0. (1.8)

Ñîãëàñíî (1.6), â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(x(x0, t)) ìîíîòîííî óáûâàåò. Â îáùåì ñëó÷àå
ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íåìîíîòîííî, è ëèøü íà ìíîæåñòâå X è âáëèçè ìíîæåñòâà
X, ãäå íîðìà ‖g(x)‖ ìàëà, ýòà ôóíêöèÿ ìîíîòîííî óáûâàåò. Ñèñòåìà (1.7), (1.8) ÿâëÿåòñÿ
íåéòðàëüíî óñòîé÷èâîé ïî îòíîøåíèþ ê äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó, òàê êàê åñëè g(x0) =
= c, ‖c‖ 6= 0, òî g(x(x0, t)) ≡ c. Ñèñòåìà (1.5) ñîãëàñíî (1.4) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâîé ïî îòíîøåíèþ ê îãðàíè÷åíèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.5)
ïðîäîëæèìû ïðè t →∞, òî

g(x(x0, t)) = g(x0)e
−τt, lim

t→∞ g(x(x0, t)) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t → +∞ òðàåêòîðèè ñèñòåìû ïðèáëèæàþòñÿ ê òî÷êàì äîïóñòèìîãî
ìíîæåñòâà X.

Îïpåäåëåíèå 1. Â òî÷êå x ∈ En âûïîëíåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé
(ó.ð.î.) äëÿ çàäà÷è (1.1), åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû g>x (x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K⊥(x) âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè g1
x(x), . . . ,

. . . , gm
x (x). Åñëè â òî÷êå x âûïîëíåíî ó.ð.î., òî ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà K⊥ ðàâíà m,

îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê íåìó áóäåò ïîäïðîñòðàíñòâî K(x) = {x̄ ∈ En : gx(x)x̄ = 0m}
ðàçìåðíîñòè d = n−m.

Ïóñòü W � ìàòðèöà m × n, åå ðàíã ìàêñèìàëüíûé, ðàâåí m. Ìàòðèöà W+ ðàçìåðà
n × m îáîçíà÷àåò ïðàâóþ ïñåâäîîáðàòíóþ äëÿ ìàòðèöû W , ò.å. W+ = W>(WW>)−1,
WW+ = Im. ×åðåç π(W ) îáîçíà÷èì ìàòðèöó π(W ) = In − W+W . Ñèñòåìó (1.5) ìîæíî
çàïèñàòü â ïðîåêòèâíîì âèäå:

dx

dt
= −π(gx(x))fx(x)− τ(gx(x))+g(x). (1.9)

Ïåðâûé âåêòîð, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé àíòèãðàäèåíòà ôóíêöèè f(x)
íà êàñàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî K(x) ê ìíîãîîáðàçèþ g(x) = const, âòîðîé âåêòîð ëåæèò
â îðòîãîíàëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâå K⊥(x).

Òå òî÷êè x ∈ En, â êîòîðûõ ïðàâûå ÷àñòè (1.9) îáðàùàþòñÿ â íóëü, íàçûâàþòñÿ
ñòàöèîíàðíûìè.

Ëåììà 1. Òî÷êà x∗, â êîòîðîé âûïîëíåíî ó.ð.î., ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà [x∗, u∗], ãäå u∗ = u(x∗), îáðàçóåò òî÷êó Êóíà�Òàêêåðà, ò.å.

Lx(x∗, u∗) = 0n, g(x∗) = 0m. (1.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà, ïîýòîìó äîêàæåì òîëüêî íåîáõîäèìîñòü.
Ïóñòü x∗ � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà. Òîãäà ñ ó÷åòîì îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ, ñòîÿùèõ
â ïðàâîé ÷àñòè (1.9), ïîëó÷àåì, ÷òî

π(gx(x∗))fx(x∗) = 0n, (gx(x∗))+g(x∗) = 0n.
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Çäåñü ïåðâûå n ñîîòíîøåíèé ñîâïàäàþò ñ ïåðâûìè n ñîîòíîøåíèÿìè (1.10). Â ñèëó ó.ð.î.
âòîðûå n ñîîòíîøåíèé ìîãóò áûòü óäîâëåòâîðåíû òîëüêî ïðè g(x∗) = 0. Òàêèì îáðàçîì,
[x∗, u∗] ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Êóíà�Òàêêåðà, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Åñëè â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå x∗ âûïîëíåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà èçîëè-
ðîâàííîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (1.1), ïðèâåäåííûå â [17], òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû
(1.9) ëîêàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñõîäÿòñÿ ê x∗, òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.7), (1.8) ëîêàëüíî
ñõîäÿòñÿ ê X∗ íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå X. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò
èç áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî â � 3.

� 2. Ó÷åò äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé ïðîñòîé ñòðóêòóðû

Èçëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ çàäà÷, èìåþ-
ùèõ áîëåå ñëîæíûå îãðàíè÷åíèÿ. Ïóñòü ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè

f∗ = min
x∈X

f(x), X = {x ∈ En : g(x) = 0m, x ∈ Π}, (2.1)

ãäå Π ⊂ En � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, èìåþùåå íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü.
Ââåäåì íîâîå n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî En ñ êîîðäèíàòàìè [y1, . . . , yn]. Îñó-

ùåñòâèì ïåðåõîä îò ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ê èñõîäíîìó ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ x = ξ(y).
Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïîñòðîèì òàê, ÷òîáû îíî áûëî ñþðúåêöèåé èç En â Π èëè ïî êðàéíåé
ìåðå èç En â int Π. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò èç Π (èëè int Π) åñòü îáðàç íå ìåíåå ÷åì îäíîãî
ýëåìåíòà èç En è çàìûêàíèå îáðàçà ìíîæåñòâà En ñîâïàäàåò ñ Π. Ïðåäïîëàãàåì òàêæå,
÷òî îòîáðàæåíèå ξ(y) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî âñþäó íà En. Èñõîäíóþ çàäà÷ó (2.1)
çàìåíèì ñëåäóþùåé: íàéòè

f̃∗ = inf
y∈Y

f̃(y), Y = {y ∈ En : g̃(y) = 0m}. (2.2)

Çäåñü f̃(y) = f(ξ(y)), g̃(y) = g(ξ(y)), ïðè÷åì f̃∗ = f∗.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà y∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.2). Òîãäà òî÷êà x∗ = ξ(y∗)

áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1). Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.2) îïèñàí-
íûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìåòîä, ïîñëå ýòîãî ñîâåðøèòü îáðàòíûé ïåðåõîä ê êîîðäè-
íàòàì [x1, . . . , xn] è ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) â èñõîäíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Â ïðîñòðàíñòâå y ∈ En ìåòîä (1.2), (1.4) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

dy/dt = −[f̃y(y) + g̃>y (y)ũ(y)], y(y0, 0) = y0 ∈ En, (2.3)

g̃y(y)g̃>y (y)ũ(y) + g̃y(y)f̃y(y) = τ g̃(y). (2.4)

Ãðàäèåíòû ôóíêöèé f̃ , g̃ è f , g ñâÿçàíû î÷åâèäíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

f̃y(y) = J̃>(y)fx(ξ(y)), g̃>y (y) = J̃>(y)g>x (ξ(y)).

Çäåñü J̃(y) = dξ(y)/dy � ìàòðèöà ßêîáè. Â íåîñîáûõ òî÷êàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ x = ξ(y),
ãäå ÿêîáèàí îòëè÷åí îò íóëÿ, ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå y = ξ−1(x). Åñëè
âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ïðåîáðàçîâàíèåì è âçÿòü â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ó ìàòðèöû ßêîáè
âåêòîð x, òî ïîëó÷èì ìàòðèöó J(x) = J̃(ξ−1(x)), çàâèñÿùóþ óæå îò x. Èñïîëüçóÿ ñîîòíî-
øåíèÿ

dx

dt
=

dξ(y)

dy

dy

dt
= J̃(y)

dy

dt
= J(x)

dy

dt
,
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ìîæíî íàéòè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå â ïðîñòðàíñòâå x òðàåêòîðèè,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò òðàåêòîðèÿì (2.3), (2.4). Ïðè ýòîì íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî åñëè äëÿ
(2.3), (2.4) óñëîâèå x0 = ξ(y0) ∈ Π âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, òî â ïðîñòðàíñòâå x íàäî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû x0 ∈ Π. Èç (2.3), (2.4) ïîëó÷èì

dx

dt
= −G(x)Lx(x, u(x)), x(x0, 0) = x0 ∈ Π, (2.5)

Γ(x)u(x) + gx(x)G(x)fx(x) = τg(x). (2.6)
Çäåñü ââåäåíû äâå ìàòðèöû Ãðàìà: Γ(x) = gx(x)G(x)g>x (x), G(x) = J(x)J>(x). Àíàëîãîì
ôîðìóëû (1.6) áóäåò

df

dt
= −||J>(x)Lx(x, u(x))||2 + τu>(x)g(x). (2.7)

Ïðè τ = 0 ìåòîä ïåðåõîäèò â ñëåäóþùèé:

dx

dt
= −G(x)Lx(x, u(x)), x(x0, 0) = x0 ∈ X, (2.8)

Γ(x)u(x) + gx(x)G(x)fx(x) = 0. (2.9)
Ìåòîäû òèïà (2.5), (2.6), (2.8), (2.6) íàçîâåì áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûìè.

Îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç K(x|Π) è K∗(x|Π) êîíóñ äîïóñòèìûõ íàïðàâëåíèé â
òî÷êå x îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Π è äâîéñòâåííûé ê íåìó:

K(x|Π) = {z ∈ En : ∃λ(z) > 0 òàêîå, ÷òî x + λz ∈ Π ∀ 0 < λ < λ(z)},
K∗(x|Π) = {z ∈ En : 〈z, y〉 ≥ 0 ∀y ∈ K(x|Π)}.

Ïóñòü S(x|Π) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîíóñà K∗(x|Π).
Îïpåäåëåíèå 2. Â òî÷êå x ∈ Π âûïîëíåíî ó.ð.î. äëÿ çàäà÷è (2.1), åñëè âñå âåêòîðû

gi
x(x), 1 ≤ i ≤ m, è ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð p ∈ S(x|Π) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Íàëîæèì íà ïðåîáðàçîâàíèå ξ(y) ñëåäóþùåå óñëîâèå.
Óñëîâèå 1. Â êàæäîé òî÷êå x ∈ Π ìàòðèöà J(x) îïðåäåëåíà è ÿäðî ker J>(x) ñîâïàäàåò

ñ S(x|Π).
Èç ýòîãî óñëîâèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ x ∈ int Π

ìàòðèöà J(x) íå âûðîæäåíà, îíà ñòàíîâèòñÿ îñîáîé òîëüêî íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà Π.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñîãëàñíî óñëîâèþ 1 îðòîãîíàëüíîå ê S(x|Π) ïîäïðîñòðàíñòâî

S⊥(x|Π) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ñòîëáöîâ ìàòðèöû J(x), è ïîñêîëüêó âåêòîð −J(x)
J>(x)Lx(x, u(x)) ïðèíàäëåæèò ýòîìó ïðîñòðàíñòâó, òî âåêòîð ñêîðîñòè ẋ âñåãäà ëåæèò
â îðòîãîíàëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâå S⊥(x|Π). Òàêèì îáðàçîì, åñëè x � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà
Π, òî â ñèëó âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû J>(x) âåêòîð ẋ áóäåò ïðèíàäëåæàòü ñîáñòâåííîìó
ïîäïðîñòðàíñòâó ïðîñòðàíñòâà En, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì M(x) − x, ãäå
M(x) � ïåðåñå÷åíèå âñåõ îïîðíûõ ïëîñêîñòåé ê ìíîæåñòâó Π â òî÷êå x. Ýòî ïîäïðîñòðàí-
ñòâî âûðîæäàåòñÿ â åäèíñòâåííóþ òî÷êó (íà÷àëî êîîðäèíàò), åñëè êîíóñ K∗(x|Π) èìååò
íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü.

Ìàòðèöà G(x) èãðàåò â (2.5), (2.6) ðîëü áàðüåðà, íå ïîçâîëÿþùåãî òðàåêòîðèÿì ïîêè-
äàòü ìíîæåñòâî Π. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû òðàåêòîðèÿ x(x0, t), íà÷èíàþùàÿñÿ
âíóòðè ìíîæåñòâà Π, â íåêîòîðûé ìîìåíò t1 > 0 ïîêèäàëà åãî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû íàøåëñÿ
òàêîé âåêòîð p ∈ K∗(x(x0, t1)|Π), ÷òî 〈ẋ(x0, t1), p〉 < 0. Íî âåêòîð ẋ, êàê áûëî îòìå÷åíî,
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âñåãäà ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâó S(x|Π), êîòîðîìó ïðè-
íàäëåæèò âåêòîð p.

Ëåììà 2. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ξ(y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1. Òîãäà åñëè â òî÷êå
x âûïîëíåíî ó.ð.î., òî ìàòðèöà Γ(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû B(x) = J>(x)g>x (x) ðàâåí m. Òîãäà èç
òîãî, ÷òî Γ(x) = B>(x)B(x), áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ìàòðèöà Γ(x) íåîñîáàÿ, ïîëîæèòåëüíî-
ïîëóîïðåäåëåííàÿ. Åñëè x ∈ int Π, òî ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ìàòðèöà J(x)
íåîñîáàÿ, à ðàíã ìàòðèöû g>x (x) â ñèëó óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ðàâåí m.

Ïóñòü òåïåðü x ∈ fr Π. Åñëè ðàíã ìàòðèöû B(x) ìåíüøå, ÷åì m, òî ñóùåñòâóåò òàêîé
íåíóëåâîé âåêòîð z ∈ En, ÷òî B(x)z = J>(x)g>x (x)z = 0. Íî òîãäà ñîãëàñíî óñëîâèþ 1
âåêòîð p = g>x (x)z, íå ðàâíûé íóëþ, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó S(x|Π). Ïîýòîìó âåêòîðû
gi

x(x), 1 ≤ i ≤ m, è âåêòîð p îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ó.ð.î.
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà B(x) èìååò ïîëíûé ðàíã, ðàâíûé m.

Íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2 ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ó.ð.î. âî âñåõ
òî÷êàõ x ∈ Π ìàòðèöà Γ(x) áóäåò íåîñîáîé. Ïîýòîìó çàâèñèìîñòü u(x) îäíîçíà÷íûì
îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.6):

u(x) = Γ−1(x)[τg(x)− gx(x)G(x)fx(x)].

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè u(x) â ïðàâóþ ÷àñòü (2.5) ìåòîä (2.5), (2.6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ïðîåê-
òèâíîé ôîðìå, àíàëîãè÷íîé (1.9):

dx

dt
= −J(x)[π(gx(x)J(x))J>(x)fx(x) + τ(gx(x)J(x))+g(x)]. (2.10)

Îïpåäåëåíèå 3. Òî÷êà [x∗, u∗] ∈ Π × Em íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Êóíà�Òàêêåðà äëÿ
çàäà÷è (2.1), åñëè

Lx(x∗, u∗) ∈ K∗(x∗|Π), g(x∗) = 0. (2.11)
Â ñëó÷àå êîãäà Lx(x∗, u∗) ∈ S(x∗|Π) è èìååò ìåñòî âòîðîå ðàâåíñòâî (2.11), òî [x∗, u∗]
íàçûâàåòñÿ ñëàáîé òî÷êîé Êóíà�Òàêêåðà.

Ëåììà 3. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ξ(y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1. Òîãäà òî÷êà x∗ ∈ Π,
â êîòîðîé âûïîëíåíî ó.ð.î., ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé äëÿ ñèñòåìû (2.10) â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, åñëè ïàðà [x∗, u∗], ãäå u∗ = u(x∗), åñòü ñëàáàÿ òî÷êà Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è
(2.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå âûïîëíåíî

G(x∗)Lx(x∗, u∗) = 0,

ò.å. Lx(x∗, u∗) ∈ ker G(x∗). Íî ìàòðèöû J>(x∗) è G(x∗) = J(x∗)J>(x∗) èìåþò îäèíàêîâûé
ðàíã, ðàâíûé m, è èõ íóëü-ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó Lx(x∗, u∗) ∈ ker J>(x∗) è,
ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ïåðâîå âêëþ÷åíèå (2.11). Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà g(x∗) = 0
âûòåêàåò èç (2.6). Ëåììà äîêàçàíà.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â òî÷êå Êóíà�Òàêêåðà [x∗, u∗] âûïîëíåíî óñëîâèå ñòðîãîé äîïîëíÿ-
þùåé íåæåñòêîñòè (ó.ñ.ä.í.), åñëè

Lx(x∗, u∗) ∈ riK∗(x∗|Π), (2.12)

ãäå ri B � îòíîñèòåëüíàÿ âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà B.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âñå ôóíêöèè f(x), gi(x), 1 ≤ i ≤ m, äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû. Îáîçíà÷èì òàêæå N(x) = {h ∈ En : gx(x)J(x)h = 0}. Äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà èç [17] äëÿ çàäà÷è (2.1) ìîãóò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Òåîpåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ξ(y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1. Ïóñòü, êðîìå òîãî, â
òî÷êå Êóíà�Òàêêåðà [x∗, u∗] âûïîëíåíî ó.ñ.ä.í. è

〈h, J>(x∗)Lxx(x∗, u∗)J(x∗)h〉 > 0 (2.13)

äëÿ ëþáûõ òàêèõ h ∈ N(x∗), ÷òî J(x∗)h 6= 0n. Òîãäà x∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé èçîëèðîâàííîãî
ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (2.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x∗ íå åñòü òî÷êà èçîëèðîâàííîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çà-
äà÷å (2.1), òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ òî÷åê {xk}, ñõîäÿùàÿñÿ ê x∗,
òàêàÿ, ÷òî f(xk) ≤ f(x∗). Ïðåäñòàâèì xk â âèäå xk = x∗+λksk, ãäå ‖sk‖ = 1, λk > 0, λk → 0.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî sk → s∗, ‖s∗‖ = 1. Òàê êàê sk ∈ K(x∗|Π) äëÿ âñåõ
k > 0, òî s∗ ∈ cl K(x∗|Π), ãäå cl B � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà B. Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

f(xk)− f(x∗) = λk〈fx(x∗ + λkθ
0
ksk), sk〉 ≤ 0, (2.14)

gi(xk) = λk〈gi
x(x∗ + λkθ

i
ksk), sk〉 = 0, 1 ≤ i ≤ m. (2.15)

Çäåñü 0 ≤ θi
k ≤ 1, 0 ≤ i ≤ m. Óìíîæàÿ ðàâåíñòâà (2.15) íà ui

∗ è ñêëàäûâàÿ èõ ñ (2.14),
ïîëó÷àåì ïîñëå äåëåíèÿ íà λk è ïåðåõîäà ê ïðåäåëó 〈Lx(x∗, u∗), s∗〉 ≤ 0. Íî ñîãëàñíî (2.12)
〈Lx(x∗, u∗), s∗〉 ≥ 0, ïðè÷åì Lx(x∗, u∗) 6= 0n. Ñîïîñòàâëÿÿ ýòè äâà íåðàâåíñòâà, ïðèõîäèì
ê âûâîäó, ÷òî 〈Lx(x∗, u∗), s∗〉 = 0, ò.å. âåêòîð s∗ îðòîãîíàëåí âåêòîðó Lx(x∗, u∗) ∈ S(x∗|Π).

Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð s∗ ïðèíàäëåæèò îðòîãîíàëüíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó S⊥(x∗|Π).
Â ñàìîì äåëå, åñëè ýòî íå òàê, òî âåêòîð s∗ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå s∗ = a + b,
ãäå a ∈ S(x∗|Π), b ∈ S⊥(x∗|Π), a 6= 0. Èìååì 〈Lx(x∗, u∗), s∗〉 = 〈Lx(x∗, u∗), a〉 = 0. Òà-
êèì îáðàçîì, ýòè äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà ðàñïîëîæåíû â îäíîì è òîì æå ïîäïðîñòðàíñò-
âå è îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó. Íî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà riK∗(x∗|Π) ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé
îáîëî÷êîé ñàìîãî êîíóñà Ê∗(x∗|Π), ðàâíîé S(x∗|Π). Áîëåå òîãî, åñëè p ∈ riÊ∗(x∗|Π), òî
ëþáîé âåêòîð èç ïîäïðîñòðàíñòâà S(x∗|Π), ëåæàùèé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè âåêòîðà p,
òàêæå áóäåò ïðèíàäëåæàòü riÊ∗(x∗|Π). Ïîýòîìó â ñèëó (2.12) ìîæíî óêàçàòü âåêòîð q ∈
∈ ri K∗(x∗|Π), äëÿ êîòîðîãî 〈s∗, q〉 < 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ s∗ ∈ cl K(x∗|Π).
Òàêèì îáðàçîì, s∗ ∈ S⊥(x∗|Π). Èç óñëîâèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî S⊥(x∗|Π) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñò-
âîì ñòîëáöîâ ìàòðèöû J(x∗). Ïîýòîìó s∗ = J(x∗)h∗ äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà
h∗ ∈ En.

Ðàçëàãàÿ òåïåðü ôóíêöèè f(x) è gi(x) â ðÿä Òåéëîðà äî âòîðîãî ÷ëåíà âêëþ÷èòåëüíî,
ïîëó÷àåì

f(xk)− f(x∗) = λk〈fx(x∗), sk〉+
λ2

k

2
〈sk, fxx(x∗ + λkθ

0
ksk)sk〉 ≤ 0, (2.16)

gi(xk) = λk〈gi
x(x∗), sk〉+

λ2
k

2
〈sk, g

i
xx(x∗ + λkθ

i
ksk)sk〉 = 0, (2.17)

0 ≤ θi
k ≤ 1, 0 ≤ i ≤ m. Ñíîâà óìíîæàÿ ðàâåíñòâà (2.17) íà ui

∗ è ñêëàäûâàÿ èõ ñ (2.16),
ïðèõîäèì ê

〈Lx(x∗, u∗), sk〉+
λk

2

[〈
sk, fxx(x∗ + λkθ

0
ksk)sk〉+

m∑

i=1

ui
∗〈sk, g

i
xx(x∗ + λkθ

i
ksk)sk

〉]
≤ 0. (2.18)
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Èç sk ∈ K(x∗|Π), Lx(x∗, u∗) ∈ K∗(x∗|Π) ñëåäóåò, ÷òî 〈Lx(x∗, u∗), sk〉 ≥ 0. Ïîýòîìó íàðÿäó
ñ (2.18) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

〈sk, fxx(x∗ + λkθ
0
ksk)sk〉+

m∑

i=1

ui
∗〈sk, g

i
xx(x∗ + λkθ

i
ksk)sk〉 ≤ 0.

Ïåðåõîäÿ â íèõ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì 〈s∗, Lxx(x∗, u∗)s∗〉 ≤ 0, èëè

〈h∗, J>(x∗)Lxx(x∗, u∗)J(x∗)h∗〉 ≤ 0, (2.19)

ïðè÷åì h∗ ∈ N(x∗) è ||J(x∗)h∗|| 6= 0. Íåðàâåíñòâî (2.19) ïðîòèâîðå÷èò (2.10). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî Π ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì En, áåðÿ â
êà÷åñòâå ξ(y) òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå x = y, ïîëó÷àåì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû
ñâîäèòñÿ ê äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì èçîëèðîâàííîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è (1.1),
ïðèâåäåííûì â [17].

� 3. Ñõîäèìîñòü áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûõ ìåòîäîâ

Èññëåäóåì ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.10) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ ξ(y) òàêîâà, ÷òî ìàòðèöà G(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà. Ïóñòü p ∈ En. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gx(x; p) êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n, (i, j)-é
ýëåìåíò êîòîðîé ðàâåí

Gij
x (x; p) =

n∑

k=1

∂Gik(x)

∂xj
pk.

Íàëîæèì íà ïðåîáðàçîâàíèå ξ(y) äâà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ.
Óñëîâèå 2. Â êàæäîé òî÷êå x ∈ Π äëÿ ëþáîãî âåêòîðà p ∈ riK∗(x|Π) ìàòðèöà

Gx(x; p) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé è åå íóëü-ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ S⊥(x|Π).
Óñëîâèå 3. Åñëè x ∈ Π, òî h>Gx(x; p)h > 0 äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà h ∈

∈ S(x|Π) è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà p ∈ riK∗(x|Π).
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1 è 2 ìàòðèöû G(x) è Gx(x; p) â êàæäîé òî÷êå x ∈ Π

êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê J(x)a ∈ S⊥(x|Π) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
a ∈ En, òî Gx(x; p)J(x)a ≡ 0n. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà Gx(x; p)J(x) íóëåâàÿ, ïîýòîìó
Gx(x; p)G(x) = Gx(x; p)J(x)J>(x) = 0nn. Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ìàò-
ðèöû Gx(x; p)

G(x)Gx(x; p) = J(x)J>(x)Gx(x; p) = J(x)[Gx(x; p)J(x)]> = 0nn.

Îòìåòèì, ÷òî â òî÷êàõ x ∈ intΠ èç-çà òîãî, ÷òî Ê∗(x|Π) = {0}, ñàìà ìàòðèöà Gx(x; p)
âñåãäà áóäåò íóëåâîé.

Òåîpåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ ξ(y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1− 3. Ïóñòü, êðîìå òîãî,
â òî÷êå x∗, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1), âûïîëíåíî ó.ð.î. è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî τ > 0 òî÷êà x∗ � ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé-
÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèñòåìû (2.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ äëÿ ñèñòåìû (2.10) èìååò âèä

δẋ = −Q(x∗, u∗)δx, (3.1)
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ãäå
Q(x, u) = M̃(x)[G(x)Lxx(x, u) + Gx(x; Lx(x, u))] + τG(x)P̃ (x), (3.2)

M̃(x) = In −G(x)P̃ (x), P̃ (x) = g>x (x)[gx(x)G(x)g>x (x)]−1gx(x).

Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî òî÷êà x∗ òàêîâà, ÷òî ðàíã ìàòðèöû G(x∗) ðàâåí
s, ïðè÷åì s < n. Òàê êàê G(x∗) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, òî ìîæíî óêàçàòü òàêóþ
îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó U , ÷òî G(x∗) = UHU> è ìàòðèöà H èìååò âèä

H =

[
HB 0s,n−s

0n−s,s 0n−s,n−s

]
.

Çäåñü HB � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà s, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðîé ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé îòëè÷íûå îò íóëÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû G(x∗). Òàê êàê G(x∗) ÿâëÿåòñÿ
íåîòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé, òî âñå îíè ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Áîëåå òîãî,
ó÷èòûâàÿ ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû Gx(x∗; Lx(x∗, u∗)) è êîììóòàòèâíîñòü ìàòðèö G(x∗)
è Gx(x∗; Lx(x∗, u∗)), ìàòðèöó U ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàòðèöà Y =
= U>GxU òàêæå áûëà äèàãîíàëüíîé. Ïîýòîìó ìàòðèöà Q(x∗, u∗) ïðåäñòàâèìà â âèäå

Q(x∗, u∗) = URU>, R = (In −HU>P̃U)(HU>LxxU + Y ) + τHU>P̃U

è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû
R.

Ïóñòü V è V ⊥ � ñîîòâåòñòâåííî íóëü-ïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû H è åãî îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå:

V = kerH = {y ∈ En : y1 = . . . = ys = 0},
V ⊥ = {y ∈ En : ys+1 = . . . = yn = 0}.

Èìååò ìåñòî ñâÿçü ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè S(x∗|Π), S⊥(x∗|Π) è V , V ⊥, à èìåííî:

S(x∗|Π) = UV, S⊥(x∗|Π) = UV ⊥.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ 2 Gxz = 0, åñëè z ∈ S⊥(x∗|Π). Ïîýòîìó GxUy = 0 äëÿ âñåõ y ∈ V ⊥.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà Y èìååò âèä

Y = [0n,s, B], B> = [0n−s,s, C],

ãäå C � äèàãîíàëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n− s.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç UB è UN ïîäìàòðèöû ìàòðèöû U , ñîñòîÿùèå, ñîîòâåòñòâåííî, èç

ïåðâûõ s è ïîñëåäíèõ n − s åå ñòîëáöîâ. Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç HB ëåâóþ âåðõíþþ
êâàäðàòíóþ ïîäìàòðèöó ïîðÿäêà s ìàòðèöû H. Ïîëîæèì

PB = (UB)>g>xB
[gxB

UBHB(UB)>g>xB
]−1gxB

UB, LB
xx = (UB)>LxxU

B.

Òîãäà ìàòðèöó R ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì áëî÷íî-äèàãîíàëüíîì âèäå:

R =

[
R1 R3

0n−s,s R2

]
.

Çäåñü
R1 = (Is −HBPB)HBLB

xx + τHBPB, R2 = (UN)>GxU
N .
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû R ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ:

|R1 − λiIs| = 0, |R2 − λjIn−s| = 0, 1 ≤ i ≤ s, s + 1 ≤ j ≤ n.

Íàéäåì ñíà÷àëà ðåøåíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè λj � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ñîáñòâåííîìó âåêòîðó zj ∈ En−s, òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

(UN)>GxU
Nzj = λjzj, s + 1 ≤ j ≤ n,

èëè ïîñëå óìíîæåíèÿ èõ ñïðàâà íà z>j

z>j (UN)>GxU
Nzj = λj||zj||2, s + 1 ≤ j ≤ n.

Òàê êàê âåêòîðû hj = UNzj ∈ S(x∗|Π), òî ñîãëàñíî óñëîâèþ 2 ÷èñëà

λj =
z>j (UN)>GxU

Nzj

||zj||2 =
h>j Gxhj

||zj||2 (3.3)

äîëæíû áûòü äåéñòâèòåëüíûìè è ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè. Îáîçíà÷èì

λ̂1 = min
s+1≤j≤n

λj > 0.

Ïóñòü Λ � êâàäðàòíûé êîðåíü èç ìàòðèöû H, ΛB � âåðõíÿÿ ëåâàÿ êâàäðàòíàÿ ïîäìàò-
ðèöà ïîðÿäêà s. Îòûñêàíèå êîðíåé ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàìåíèòü íàõîæäåíèåì
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû W1 = (ΛB)−1R1Λ

B, ïîäîáíîé ìàòðèöå R1. Ïîñëå ýëåìåí-
òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

|W1 − λiIs| = |M̂L̂B
xx + τ P̂ − λiIs| = 0, 1 ≤ i ≤ s,

ãäå M̂ = Is − P̂ , P̂ = ΛBPBΛB, L̂B
xx = ΛBLB

xxΛ
B.

Òàê êàê ââåäåííûå ìàòðèöû M̂ è P̂ ÿâëÿþòñÿ èäåìïîòåíòíûìè, äëÿ íèõ M̂ × M̂ = M̂ ,
P̂ × P̂ = P̂ , M̂ × P̂ = 0. Ìàòðèöà M̂ îñóùåñòâëÿåò ïðîåêòèðîâàíèå ëþáîãî s-ìåðíîãî
âåêòîðà íà êàñàòåëüíîå ìíîãîîáðàçèå:

K̂(x∗) = {x̄ ∈ Es : gxB
(x∗)UBΛBx̄ = 0m}.

Ìàòðèöà P̂ ïðîåêòèðóåò s-ìåðíûå âåêòîðû íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå K̂⊥(x∗) ê ýòîìó
ïðîñòðàíñòâó.

Ïóñòü zi � ñîáñòâåííûé âåêòîð è λi � ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû
W1; òîãäà

(M̂L̂B
xx + τ P̂ )zi = λizi, zi ∈ Es. (3.4)

Åñëè íåíóëåâîé ñîáñòâåííûé âåêòîð zi òàêîâ, ÷òî ||P̂ zi|| 6= 0, òî, óìíîæàÿ (3.4) ñëåâà íà
ìàòðèöó P̂ , ïîëó÷àåì λi = τ . Åñëè òåïåðü ||P̂ zi|| = 0, ò.å. zi ∈ K̂(x∗), òî, óìíîæàÿ (3.4)
ñëåâà íà z>i , íàõîäèì

λi =
z>i ΛBLB

xxΛ
Bzi

||zi||2 . (3.5)

Ó÷òåì òåïåðü, ÷òî UBΛBzi = UΛhi = Jhi äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà hi ∈ En, ó êîòîðîãî
ïåðâûå s êîìïîíåíò ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðà zi. Òîãäà (3.5)
ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

λi =
h>i J>LxxJhi

||zi||2 . (3.6)
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Èç zi ∈ K̂(x∗), zi 6= 0s, ñëåäóåò, ÷òî hi ∈ N(x∗), Jhi 6= 0n. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè
íåðàâåíñòâà (2.13) çàêëþ÷àåì, ÷òî âñÿêîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó zi ìàòðèöû W1 èç êàñà-
òåëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K̂(x∗) ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λi è

λ̂2 = min
i∈∆(x∗)

λi > 0, ∆(x∗) = {i : zi ∈ K̂(x∗)}.

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Q ðàñùåïëÿþòñÿ íà òðè ãðóïïû:
1) n− s êîðíåé (3.3),
2) k êîðíåé λ = τ ,
3) s− k êîðíåé (3.6).
Åñëè τ > 0, òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Q ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû è ñîãëàñíî
òåîðåìå Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ x = x∗ ëîêàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðåøå-
íèé ñèñòåìû (2.10):

lim
t→∞

ln |xi(x0, t)− xi
∗|

t
≤ −λ∗, λ∗ = min[τ, λ̂1, λ̂2], 1 ≤ i ≤ n. (3.7)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè x0 ∈ X, òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2.5), (2.6) ñîâïàäàþò ñ òðàåêòî-
ðèÿìè ñèñòåìû (2.8), (2.9). Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî è
ìåòîä (2.8), (2.9) ëîêàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x∗ íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå
X. Äëÿ íåãî ñîõðàíÿåòñÿ îöåíêà (3.7), îäíàêî ïðè ýòîì λ∗ äîëæíî áûòü çàìåíåíî íà
λ∗ = min[λ̂1, λ̂2]. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî Π åñòü âñå ïðîñòðàíñòâî En, òî, áåðÿ
â êà÷åñòâå ξ(y) ïðåîáðàçîâàíèå x = y, ïðèõîäèì èç (2.5), (2.6) ê ìåòîäó (1.2). Äëÿ íåãî
òàêæå ñòàíîâÿòñÿ ñïðàâåäëèâûìè óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè, ïðèâåäåííûå â òåîðåìå 2.

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé âàðèàíò ìåòîäà (2.10); îí ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

xk+1 = xk − αkG(xk)Lx(xk, uk), (3.8)
uk = Γ−1(xk)[τg(xk)− gx(xk)G(xk)fx(xk)], (3.9)

ãäå αk > 0 � øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (2.10) ïî ñõåìå Ýéëåðà.
Òåîpåìà 3. Ïóñòü â çàäà÷å (2.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà ìåòîä (3.8),

(3.9) ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x∗ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè øàã
αk ïîñòîÿííûé, ðàâíûé α, ãäå

0 < α < 2/λ∗, (3.10)
λ∗ � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû Q, çàäàâàåìîé ôîðìóëîé (3.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì (3.8), (3.9) êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè:

xk+1 = Φ(xk), Φ(x) = x− αG(x)Lx(x, u(x)). (3.11)

Òî÷êà x = x∗ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà Φ(x). Ñîãëàñíî òåîðåìå Îñòðîâñ-
êîãî (ñì. [18]) äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëèíåéíîé ëîêàëüíîé ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.11) ÿâëÿ-
åòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òîáû ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ρ ìàòðèöû Φx(x∗) áûë ìåíüøå åäèíèöû.
Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå |Φx(x∗) − χIn| = 0. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî
Φx(x∗) = In − αQ, ãäå ìàòðèöà Q îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.2). Ïóñòü λ � ïðîèçâîëüíîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû Q; òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå χ ðàâíî 1−αλ. Ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Q
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ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Ïîýòîìó åñëè øàã α óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (3.10), òî |χ| < 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ρ < 1.

Òåîðåìà 3 äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.8), (3.9). Ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè ëèíåéíàÿ, ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

||xk − x∗|| ≤ C(ρ + ε)k,

ãäå ρ = max[|1 − αλ∗|, |1 − αλ∗|], λ∗ � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû Q,
C � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Ðàññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è (2.1), êîãäà ìíîæåñòâî Π åñòü ïîëîæè-
òåëüíûé îðòàíò En

+ ïðîñòðàíñòâà En. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ìîæíî ñòðîèòü â
ñëåäóþùåì ñåïàðàáåëüíîì âèäå: õi = ξi(yi), 1 ≤ i ≤ n. Ìàòðèöû J(x) è G(x) äëÿ òàêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé áóäóò äèàãîíàëüíûìè:

J(x) = D(γ(x)) = diag(γ1(x1), . . . , γn(xn)), γi(t) = ξi((ξi)−1(t)),
G(x) = D(θ(x)) = diag(θ1(x1), . . . , θn(xn)), θi(t) = [γi(t)]2.

Ïóñòü σ(x) = {i : xi = 0} � ìíîæåñòâî àêòèâíûõ èíäåêñîâ â òî÷êå x ∈ Π. Êîíóñ K∗(x|Π)
è ïîäïðîñòðàíñòâî S(x|Π) äëÿ Π = En

+ èìåþò âèä

K∗(x|Π) = {z ∈ En
+ : zi = 0, i /∈ σ(x)},

S(x|Π) = {z ∈ En : zi = 0, i /∈ σ(x)}.

Ïîýòîìó óñëîâèå 1 â äàííîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó: γi(0) = 0 è γi(t) > 0, åñëè
t > 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ 2 è 3, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèè
θi(t), 1 ≤ i ≤ n, áûëè äèôôåðåíöèðóåìû è

θ̇i(0) > 0. (3.12)

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ ïðåîáðàçîâàíèé äàííîãî âèäà ìîæíî óêàçàòü ñëåäóþùèå
äâà:

xi = (yi)2/4, xi = e−yi

, 1 ≤ i ≤ n.

Äëÿ íèõ ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî G(x) = D(x) è G(x) = D2(x). Óñëîâèå (3.12) âûïîëíÿåòñÿ
òîëüêî äëÿ ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, äëÿ âòîðîãî îíî íàðóøåíî.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ñëó÷àé çàäà÷è (2.1), êîãäà ìíîæåñòâî Π åñòü �ïàðàëëåëåïèïåä�:

Π = {x ∈ En : a ≤ x ≤ b}, a ∈ En, b ∈ En.

Äëÿ íåãî òàêæå óäîáíî ñòðîèòü ïðåîáðàçîâàíèå ξ(y) â ñåïàðàáåëüíîì âèäå, ïðèâîäÿùåì ê
äèàãîíàëüíûì ìàòðèöàì G(x) = D(θ(x)). Åñëè, íàïðèìåð, âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè

x =
1

2
[a + b + (b− a) sin y], x =

1

2

[
a + b +

2(b− a)

π
arctg y

]
, (3.13)

òî ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî

θ(x) = (b− x)(x− a), θ(x) =
(b− a)2

π2
cos4 π(2x− a− b)

2(b− a)
.

Óñëîâèå 3 ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèÿì, ÷òîáû θ̇(ai) > 0, θ̇(bi) < 0. Îíî âûïîëíåíî òîëüêî äëÿ
ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.13).
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� 4. Çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.1), â êîòîðîé îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâà çàìåíåíû íà íåðà-
âåíñòâà:

min
x∈X

f(x), X = {x ∈ En : g(x) ≤ 0m, x ∈ Π}. (4.1)

Ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò ñâåñòè ýòó çàäà÷ó
ê âèäó (2.1) è ïðèìåíèòü äëÿ åå ðåøåíèÿ ìåòîä (2.5), (2.6), ïðè÷åì â îêîí÷àòåëüíûõ
÷èñëåííûõ ñõåìàõ óäàåòñÿ èçáåæàòü óðàâíåíèé äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ èñêóññòâåííûõ ïåðå-
ìåííûõ. Äàííûé ïðèåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Π = En

+, áûë èññëåäîâàí â [10, 12].
Âîçìîæåí òàêæå äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

çàäà÷è (4.1), àíàëîãè÷íûé ðàññìîòðåííîìó â [19]. Ñîñòàâèì ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ
Ëàãðàíæà:

M(x, u, τ) = L(x, u)− 1

2τ
〈Lx(x, u), G(x)Lx(x, u)〉.

Çàâèñèìîñòü u(x), îïðåäåëÿåìàÿ èç (2.6), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷è
áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè

max
u∈Em

M(x, u, τ),

à ìåòîä (3.8), (3.9) ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè äëÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé

G(x)Lx(x, u(x)) = 0n. (4.2)
Åãî îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé çàäà÷è (4.1) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé èòåðàòèâíûé ïðîöåññ:

uk = arg max
u∈Em

+

M(xk, u, τ), xk+1 = xk − αG(xk)Lx(xk, uk), (4.3)

ãäå α > 0 � øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû.
Îáîçíà÷èì σ0(õ) = {1 ≤ i ≤ m : gi(x) = 0}, N1(x) = {h ∈ En : gi

x(x)J(x)h = 0,
i ∈ σ0(x)}. Äëÿ çàäà÷è (4.1) îïðåäåëåíèÿ ó.ð.î. è ó.ñ.ä.í. ìîãóò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïpåäåëåíèå 4. Â òî÷êå x ∈ Π âûïîëíåíî ó.ð.î. äëÿ çàäà÷è (4.1), åñëè âñå âåêòîðû
gi

x(x), i ∈ σ0(x), è ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð p ∈ S(x|Π) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Îïpåäåëåíèå 5. Òî÷êà [x∗, u∗] ∈ Π × Em

+ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è
(4.1) è â íåé âûïîëíåíî ó.ñ.ä.í., åñëè

Lx(x∗, u∗) ∈ riK∗(x∗|Π), g(x∗) = Lu(x∗, u∗) ∈ −riK∗(u∗|Em
+ ).

Àíàëîãîì òåîðåì 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ äâà óòâåðæäåíèÿ.
Òåîpåìà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ ξ(y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1. Ïóñòü, êðîìå òîãî, â

òî÷êå Êóíà�Òàêêåðà [x∗, u∗] âûïîëíåíî ó.ñ.ä.í. äëÿ çàäà÷è (4.1) è äëÿ ëþáûõ h ∈ N1(x∗)
òàêèõ, ÷òî J(x∗)h 6= 0n, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (2.13). Òîãäà x∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
èçîëèðîâàííîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (4.1).

Òåîpåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ ξ(y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1− 3. Ïóñòü, êðîìå òîãî,
â òî÷êå x∗, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1), âûïîëíåíî ó.ð.î. è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà òåîðåìû 4. Òîãäà äëÿ ëþáîãî τ > 0 è ëþáîãî α, óäîâëåòâîðÿþùåãî
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íåðàâåíñòâó (3.10), èòåðàòèâíûé ïðîöåññ (4.3) ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ê x∗ ñ ëèíåéíîé ñêî-
ðîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû Îñòðîâñêîãî è ïî÷òè
äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïðè ýòîì ìàòðèöà P̃ , âõîäÿùàÿ â îïðåäå-
ëåíèå ìàòðèöû (3.2), ñîñòàâëÿåòñÿ òîëüêî èç ãðàäèåíòîâ àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé gi

x(x∗),
i ∈ σ0(x∗).
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