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Ïðåäëàãàåòñÿ ðåëàêñàöèîííûé ìåòîä îòûñêàíèÿ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ â îáùåé
çàäà÷å íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü, èññëåäîâàíà ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî âàðèàíòîâ ìåòîäà, äàíî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé
îòûñêàíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Ðàáîòà ðàçâèâàåò ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [1, 2]. Èíûå âàðèàíòû ðåëàêñàöèîííûõ
ìåòîäîâ èçëîæåíû â [3, 4].

�1. Íåïðåðûâíûé âàðèàíò ìåòîäà

Ðàññìîòðèì îáùóþ çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè

min
x∈X

F (x), X = {x ∈ En : g(x) = 0e1, h(x) ≤ 0c1, 0n1 ≤ x}. (1.1)

Çäåñü Ei åñòü i-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè
F (x), g(x), h(x) îñóùåñòâëÿþò îòîáðàæåíèÿ F : En → E1, g : En → Ee, h : En → Ec

ñîîòâåòñòâåííî. Ñèìâîë 0ij îáîçíà÷àåò ìàòðèöó i× j, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû íóëþ.
Ââåäåì ìíîæåñòâî

X0 = {x ∈ En : g(x) = 0e1, h(x) < 0c1, 0n1 < x}.
Òî÷êè x ∈ X0 óñëîâèìñÿ íàçûâàòü âíóòðåííèìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà X, òî÷êè x ∈
∈ X\X0 � ãðàíè÷íûìè. Â ðÿäå ìåñò óäîáíî îáúåäèíèòü îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâ
è íåðàâåíñòâ îäíèì ñèìâîëîì R = [g, h] = [R1, . . . , Rm]. Âåêòîð-ôóíêöèÿ R(x), òàêèì
îáðàçîì, îñóùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå En → Em, ãäå m = e + c. Ïóñòü Rx(x) � ìàòðèöà
n × m, ó êîòîðîé (i, j)-é ýëåìåíò åñòü ∂Rj(x)/∂xi. Ñèìâîëû D(z), D(z1/2) îáîçíà÷àþò
äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, ó êîòîðûõ i-å äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñóòü ñîîòâåòñòâåííî zi

è (zi)1/2; ðàçìåðû ýòèõ ìàòðèö îïðåäåëÿþòñÿ ðàçìåðíîñòüþ âåêòîðà z. Èíäåêñ �>� ó
âåêòîðîâ è ìàòðèö îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.

Îáîçíà÷èì ξ(R) = {ξ(R1), . . . , ξ(Rm)}, ξ(x) = {ξ(x1), . . . , ξ(xn)}, ãäå ôóíêöèÿ ñêàëÿð-
íîãî àðãóìåíòà ξ(z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé z ≥ 0, ξ(z) > 0 ïðè
z > 0 è ξ(0) = 0. Ïîýòîìó ξ(−hi(x)) > 0, ξ(x) > 0n1 äëÿ ëþáûõ x ∈ X0. Ìîæíî ïîëîæèòü,
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íàïðèìåð, ξ(z) = z. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) ïðåäëàãàåòñÿ èñêàòü ïðåäåëüíûå
(ïðè t →∞) òî÷êè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû

ẋ = −D(ξ(x))[Fx(x) + Rx(x)v], x(0) = x0 ∈ X0. (1.2)

Çäåñü òî÷êà íàä áóêâîé îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t,
âåêòîð v ∈ Em îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

G(x)v + R>
x (x)D(ξ(x))Fx(x) = 0m1, (1.3)

ãäå G(x) = R>
x (x)D(ξ(x))Rx(x) + D(ξ(−R(x))).

Åñëè îòñóòñòâóþò êàêèå-ëèáî îãðàíè÷åíèÿ ïîìèìî x ≥ 0n1 , ìåòîä (1.2) ñëåäóåò çàïèñàòü
â âèäå

ẋ = −D(ξ(x))Fx(x). (1.4)
Íàéäåì v èç (1.3) è ïîäñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (1.2); òîãäà (1.2) ïåðåïèøåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ẋ = −M(x)Fx(x), (1.5)

ãäå M(x) = D(ξ(x))[In−Rx[R
>
x D(ξ(x))Rx+D(ξ(−R))]−1R>

x D(ξ(x))], Ii � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
i× i. Ââåäåì èíäåêñíîå ìíîæåñòâî

σ(x) = {i : Ri(x) = 0, i = 1, 2, . . . ,m}.

Îïpåäåëåíèå 1. Îãðàíè÷åíèå R(x) ≤ 0m1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè â
òî÷êå x, åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ R(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â x è âñå âåêòîðû
Ri

x(x), ãäå i ∈ σ(x), ëèíåéíî-íåçàâèñèìû.
Ëåììà 1. Åñëè â êàæäîé òî÷êå x ∈ X\X0 âûïîëíåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷å-

íèé R(x) ≤ 0m1, òî ìàòðèöà Q(x) = R>
x (x)Rx(x)+D(ξ(−R(x))) íåîñîáàÿ, ïîëîæèòåëüíî-

ïîëóîïðåäåëåííàÿ äëÿ âñåõ x ∈ X.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöó Q(x) ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìàò-

ðèöû B(x) ðàçìåðà m× (n + m) è òðàíñïîíèðîâàííîé ê íåé B>(x), ïðè÷åì ìàòðèöà B(x)
ñîñòîèò èç äâóõ ìàòðèö-áëîêîâ:

B(x) = ||R>
x (x) D(ξ1/2(−R(x)))||, Q(x) = B(x)B>(x).

Ëåììà áóäåò äîêàçàíà, åñëè óäàñòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ðàíã ìàòðèöû
B(x) ðàâåí m, òàê êàê åñëè ðàíã ìàòðèöû B(x) ìàêñèìàëåí (ðàâåí m), òî îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî Q(x) � íåîñîáàÿ, ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Åñëè îòñóòñòâóþò îãðà-
íè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâà, òî âî âñÿêîé âíóòðåííåé òî÷êå x ∈ X0 ðàíã ìàòðèöû B(x)
ðàâåí m, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå íåíóëåâîãî ìèíîðà ìàòðèöû B(x) ìîæíî âçÿòü
äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó D(ξ1/2(−R(x))). Ëåììà òàêæå î÷åâèäíà, åñëè R(x) = 0m1. Â ñèëó
ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ Ri

x(x) ñóùåñòâóåò îòëè÷íûé îò íóëÿ ìèíîð ïîðÿäêà m
ìàòðèöû R>

x (x).
Ïóñòü k êîìïîíåíò, e < k < m, âåêòîð-ôóíêöèè R(x) â òî÷êå x ∈ X îáðàùàþòñÿ

â íóëü. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè êîìïîíåíòû åñòü R1(x), . . . , Rk(x).
Òîãäà çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Rk+1(x), . . . , Rm(x) ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ. Âûäåëèì â ìàòðèöå

V1(x) =

∥∥∥∥∥∥∥

(R1
x(x))>

. . . . . . . . .
(Rk

x(x))>

∥∥∥∥∥∥∥
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ðàçìåðà k × n ìàòðèöó C(x) ðàçìåðà k × k òàêóþ, ÷òî åå îïðåäåëèòåëü, ÿâëÿþùèéñÿ
ìèíîðîì ìàòðèöû V1(x) ïîðÿäêà k, íå ðàâåí íóëþ. Òàêîé ìèíîð ñóùåñòâóåò â ñèëó óñëîâèé
ðåãóëÿðíîñòè. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

V2(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

C(x) 0k×(m−k)

0(m−k)×k

ξ1/2(−Rk+1(x)) 0
. . . . . .
0 ξ1/2(−Rm(x))

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ðàçìåðîì m×m íå ðàâåí íóëþ. Íî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû V2(x) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî
ìèíîðîì m-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû B(x). Ïîýòîìó ðàíã ìàòðèöû B(x) ìàêñèìàëüíûé, ò.å.
ðàâåí m. Ëåììà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ei åäèíè÷íûé âåêòîð, ó êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå i-ÿ êîîðäèíàòà.
Îïpåäåëåíèå 2. Îãðàíè÷åíèÿ R(x) ≤ 0m1 è 0n1 ≤ x óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ðåãóëÿð-

íîñòè â òî÷êå x, åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ R(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â x è âñå
âåêòîðû Rj

x(x), ãäå j ∈ σ(x), è âåêòîðû ei òàêèå, ÷òî xi = 0, ëèíåéíî-íåçàâèñèìû.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè îãðàíè÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
ðåãóëÿðíîñòè â òî÷êå x, ÷èñëî êîîðäèíàò âåêòîðîâ R(x) è x, êîòîðûå îäíîâðåìåííî îáðà-
ùàþòñÿ â íóëü, íå ïðåâûøàåò n.

Ëåììà 2. Åñëè â êàæäîé òî÷êå x ∈ X\X0 âûïîëíåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷å-
íèé R(x) ≤ 0m1, 0n1 ≤ x, òî ìàòðèöà G(x) íåîñîáàÿ, ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ
äëÿ âñåõ x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ðàíã ìàòðèöû

Ψ(x) = ‖R>
x (x)D(ξ1/2(x)) D(ξ1/2(−R(x)))‖

ðàçìåðà m× (n + m) ðàâåí m. Òîãäà èç òîãî, ÷òî G(x) = Ψ(x)Ψ>(x), áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî
ìàòðèöà G(x) íåîñîáàÿ, ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ. Óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî,
åñëè x = 0n1, òàê êàê ïðè ýòîì îáÿçàòåëüíî R(x) < 0m1 è G(x) = D(ξ(−R)). Ïóñòü òåïåðü
x 6= 0n1. Ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé R(x), −x ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê îäíó âåêòîð-ôóíêöèþ
{R(x),−x} è ïðèìåíèòü ê íåé ëåììó 1. Ìàòðèöå B â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
ìàòðèöà B1 ðàçìåðà (m + n)× (m + 2n). Ïðåäñòàâèì åå â áëî÷íîì âèäå:

B1 =

∥∥∥∥∥∥
R>

x D(ξ1/2(−R)) 0mn

−In 0nm D(ξ1/2(x))

∥∥∥∥∥∥
.

Ïóñòü ñðåäè êîîðäèíàò âåêòîðà x åñòü s íóëåâûõ, s > 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð
x ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü äâóõ âåêòîðîâ x = {y, z}, ãäå y 6= 0k1, y ∈ Ek,
z = 0s1, k = n − s. Àíàëîãè÷íî, R>

x = {R>
y , R>

z }, ïðè÷åì R>
y , R>

z � ìàòðèöû ðàçìåðîâ,
ñîîòâåòñòâåííî, m× k è m× s. Ìàòðèöó B1 çàïèøåì â âèäå

B1 =

∥∥∥∥∥∥∥

R>
y R>

z D(ξ1/2(−R)) 0mk 0ms

−Ik 0ks 0km D(ξ1/2(y)) 0ks

0sk −Is 0sm 0sk 0ss

∥∥∥∥∥∥∥
.

Çäåñü ξ1/2(y) = [ξ1/2(y1), . . . , ξ1/2(yk)]. Ñîãëàñíî ëåììå 1 pàíã ìàòpèöû B1 ìàêñèìàëüíûé
è pàâåí m + n, ïîýòîìó â ìàòpèöå B1 ìîæíî âûäåëèòü êâàäpàòíóþ ìàòpèöó B2 ïîpÿäêà
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n+m, îïpåäåëèòåëü êîòîpîé åñòü íåíóëåâîé ìèíîp ìàòpèöû B1. Òàê êàê â íèæíåé ñòpîêå-
ìàòpèöå ìàòpèöû B1 ñòîÿò âñå íóëåâûå ìàòpèöû, êpîìå −Is, â ìàòpèöå B2 îáÿçàòåëüíî
äîëæåí áûòü ñòîëáåö

T =

∥∥∥∥∥∥∥

R>
z

0ks

−Is

∥∥∥∥∥∥∥
è B2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

B3

T
0sk

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Ìàòpèöà B3 pàçìåpà (m + k) × (m + k) íåîñîáàÿ. Ýòî ñëåäóåò èç ôîpìóëû Ôpîáåíèóñà,
òàê êàê |B2| = | − Is| |B3|. Îïóñêàÿ â ìàòpèöå B1 ñòîëáåö T , íèæíþþ ìàòpèöó-ñòpîêó è
ïpàâóþ íóëåâóþ ìàòpèöó-ñòîëáåö, ïîëó÷èì ìàòpèöó

B4 =

∥∥∥∥∥
R>

y D(ξ1/2(−R)) 0mk

−Ik 0km D(ξ1/2(y))

∥∥∥∥∥

pàçìåpà (m + k) × (m + 2k), èç ýëåìåíòîâ êîòîpîé ìîæíî îápàçîâàòü ìàòpèöó B3. Ðàíã
B4 ïîýòîìó ìàêñèìàëüíûé. Åñëè â B4 îïóñòèòü ïpîèçâîëüíûå k ñòpîê, òî pàíã ïîëó÷åííîé
ìàòpèöû áóäåò òàêæå ìàêñèìàëüíûì. Âû÷åpêèâàÿ â B4 íèæíþþ ìàòpèöó-ñòpîêó è ïpàâóþ
íóëåâóþ ìàòpèöó-ñòîëáåö, ïîëó÷èì ìàòpèöó pàíãà m

B5 = ‖R>
y D(ξ1/2(−R))‖.

Óìíîæèì B5 ñïpàâà íà íåîñîáóþ äèàãîíàëüíóþ ìàòpèöó

B6 =

∥∥∥∥∥
D(ξ1/2(y)) 0km

0mk Im

∥∥∥∥∥

è äîáàâèì ìàòpèöó R>
z D(ξ1/2(z)); îáå ýòè îïåpàöèè íå èçìåíÿþò åå pàíãà. Â påçóëüòàòå

ïîëó÷èì ìàòpèöó

‖R>
y D(ξ1/2(y)) R>

z D(ξ1/2(z)) D(ξ1/2(−R))‖ = Ψ(x).

Åñëè x > 0, ò.å. k = n, s = 0, òî â ìàòpèöå B1 èñ÷åçàþò âòîpàÿ è ïîñëåäíÿÿ ìàòpèöû-
ñòîëáöû è ïîñëåäíÿÿ ìàòpèöà-ñòpîêà. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü Ψ(x), ñëåäóåò â
B1 îïóñòèòü íèæíþþ ìàòpèöó-ñòpîêó, ïpàâóþ íóëåâóþ ìàòpèöó-ñòîëáåö è îñòàâøóþñÿ
ìàòpèöó B5 óìíîæèòü íà B6. Ðàíã ìàòpèöû Ψ(x) pàâåí m, îòñþäà ñëåäóåò óòâåpæäåíèå
ëåììû.

Èç ëåììû 2 ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè óñëîâèÿ påãóëÿpíîñòè îãpàíè÷åíèé âûïîëíåíû â êàæäîé
ãpàíè÷íîé òî÷êå X, òî ìàòpèöà G(x) èìååò îápàòíóþ â ëþáîé òî÷êå ìíîæåñòâà X è ïpàâûå
÷àñòè ñèñòåìû (1.2) îïpåäåëåíû âñþäó íà X.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè
âñþäó íà X, åñëè îíè âûïîëíåíû â êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷êå ìíîæåñòâà X.

Ëåììà 3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2, òîãäà ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà M(x)
ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ââåäåì ìàòðèöû

K1 = −[R>
x D(ξ(x))Rx + D(ξ(−R))]−1R>

x D(ξ(x)),

K =

∥∥∥∥∥
D(ξ1/2(x))(In + RxK1)

D(ξ1/2(−R))K1

∥∥∥∥∥
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ðàçìåðîâ m×n è (m+n)×n ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëå-
íèÿ M = K>K, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî ïðîâåðÿåì íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Åñëè x∗ � ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè
îãðàíè÷åíèé R(x) ≤ 0m1 0n1 ≤ x íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðà v∗ ∈ Em òàêîãî, ÷òî

D(x∗)(Fx(x∗) + Rx(x∗)v∗) = 0n1, vi
∗ ≥ 0, 1 + e ≤ i ≤ m,

D(R(x∗))v∗ = 0m1, Fx(x∗) + Rx(x∗)v∗ ≥ 0n1.
(1.6)

Â ñëó÷àå çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (îãðàíè÷åíèÿ g(x) ïðè ýòîì ëèíåéíûå,
ôóíêöèè h(x) è F (x) âûïóêëûå) óñëîâèÿ (1.6) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ìèíè-
ìóìà â çàäà÷å (1.1).

Ââåäåì ìíîæåñòâî Z = {x : F (x) ≤ F (x0), x ∈ X}. Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî äëÿ êàæäîãî x0 ∈ X ñèñòåìà (1.2) îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(x0, t).

Ëåììà 4. Ïóñòü âñþäó íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå X ôóíêöèè F (x), R(x) íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé R(x) ≤ 0m1 è 0n1 ≤
≤ x. Òîãäà ðåøåíèÿ x(x0, t) ñèñòåìû (1.2) ïðîäîëæèìû ïðè t → ∞, ìíîæåñòâà X, Z
ïîëîæèòåëüíî-èíâàðèàíòíûå (ò.å. èç x0 ∈ X ñëåäóåò x(x0, t) ∈ X è èç x0 ∈ Z ñëåäóåò
x(x0, t) ∈ Z äëÿ âñåõ t ≥ 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé R(x) è F (x) â ñèëó ñèñòåìû
(1.2), ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

Ṙ = D(v)ξ(−R), Ḟ = −‖D(ξ1/2(x))Hx(x, v)‖2
n − ‖D(ξ1/2(−R))v‖2

m. (1.7)

Çäåñü Hx(x, v) = Fx(x) + Rx(x)v, ‖z‖2
i = z>z, i � ðàçìåðíîñòü âåêòîðà z.

Ðåøåíèå (1.2) ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ òåõ çíà÷åíèé t, äëÿ êîòîðûõ x(x0, t) ∈ X.
Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå x(x0, t) íå âûéäåò èç ìíîæåñòâà X íè ïðè êàêèõ t ≥ 0. Äîïóñ-
òèì, ÷òî Rj(x(x0, t)) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî t > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ ìîìåíò t1 òàêîé, ÷òî
Rj(x(x0, t1)) = 0 è Ṙj(x(x0, t1)) > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (1.7), òàê êàê ‖v(t1)‖m < ∞.
Àíàëîãè÷íî, èç âèäà ñèñòåìû (1.2) ñëåäóåò, ÷òî x(x0, t) ≥ 0n1. Ââåäåííûå âûøå ôóíêöèè
ξ(x), ξ(−R) èãðàþò, òàêèì îáðàçîì, ðîëü �áàðüåðîâ�, íå äàâàÿ âîçìîæíîñòè òðàåêòîðèè
x(x0, t) ïðîéòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòè x = 0n1, R(x) = 0m1. Òðàåêòîðèÿ x(x0, t) ìîæåò ïîäîéòè
ê ãðàíè÷íûì òî÷êàì X ëèøü ïðè t →∞. Åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé, òî
âñÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1.2) ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå. Ôóíêöèè gi(x), çàäàþùèå îãðàíè÷å-
íèÿ òèïà ðàâåíñòâà, ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ñèñòåìû (1.2). Ïîýòîìó â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè
ìíîæåñòâà X ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2) ïðîäîëæèìû ïðè t →∞, ìíîæåñòâî X ïîëîæèòåëüíî-
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî (1.2). Îòñþäà è èç (1.7) ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíàÿ èíâàðèàíò-
íîñòü ìíîæåñòâà Z.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄ òî÷êè èç X, â êîòîðûõ ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1.2) îáðàùàþòñÿ
â íóëü. Òàêèå òî÷êè íàçîâåì ñòàöèîíàðíûìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ v(x̄) îáîçíà÷èì
÷åðåç v̄. Â òî÷êàõ x̄ âûïîëíåíû óñëîâèÿ

D(ξ(x̄))Hx(x̄, v̄) = 0n1, D(ξ(−R(x̄)))v̄ = 0m1,

R>
x (x̄)D(ξ(x̄))Rx(x̄)v̄ + R>

x (x̄)D(ξ(x̄))Fx(x̄) = 0n1.
(1.8)

Âñÿêàÿ òî÷êà x∗, ÿâëÿþùàÿñÿ ëîêàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), áóäåò ñòàöèîíàðíîé.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî, âçÿâ x∗ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè äëÿ ñèñòåìû (1.2),
ìû ïîëó÷èëè áû, ÷òî ðåøåíèå x(x∗, t) ∈ X è F (x(x∗, t)) < F (x∗) äëÿ t > 0, òàê êàê
dF (x∗)/dt < 0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè F (x).
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Òåîpåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4, âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè èç ìíî-
æåñòâà X èçîëèðîâàíû. Òîãäà äëÿ ëþáûõ íåñòàöèîíàðíûõ òî÷åê x0 ∈ X0 ðåøåíèå x(x0, t)
ñèñòåìû (1.2) ñõîäèòñÿ ê äîïóñòèìîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå, â êîòîðîé âûïîëíåíû íåîá-
õîäèìûå (â ñëó÷àå çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � è äîñòàòî÷íûå) óñëîâèÿ ìèíè-
ìóìà (1.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç X0, x(x0, t) � ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (1.2). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè X ìíîæåñòâî ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê ω äëÿ ðåøåíèÿ x(x0, t)
íå ïóñòî. Ïîêàæåì, ÷òî ω ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê. Òàê
êàê F (x) îãðàíè÷åíà ñíèçó íà X è F (x(x0, t)) � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî,
ñîãëàñíî [5, 6], âñå òî÷êè èç ω ëåæàò íà îäíîé è òîé æå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè F .
Ïóñòü x̃ ∈ ω. Ïðîâåäåì ÷åðåç x̃ òðàåêòîðèþ x(x̃, t). Ëþáàÿ åå òî÷êà òàêæå ïðèíàäëåæèò
ω, ïîýòîìó Ḟ (x(x̃, t)) ≡ 0 è, çíà÷èò, Ḟ (x̃) = 0. Íî èç (1.7) âèäíî, ÷òî ýòî âîçìîæíî
òîëüêî òîãäà, êîãäà x̃ � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà äëÿ ñèñòåìû (1.2). Îòñþäà, ïîñêîëüêó âñå
ñòàöèîíàðíûå òî÷êè èç X èçîëèðîâàíû, ïîëó÷èì, ÷òî ω ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé äîïóñòè-
ìîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè x̃, ê êîòîðîé x(x0, t) ïðèáëèæàåòñÿ ïðè t →∞.

Ïðè êàæäîì x = x(x0, t) èç (1.3) ìîæíî îïðåäåëèòü ϕj(t) = vj(x(x0, t)) è âû÷èñëèòü
ψi(t) = H i

x(x(x0), t), v(x(x0, t))), j = 1, 2, . . . , m, i = 1, 2, . . . , n. Ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíû,
ïîýòîìó èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà x1 = lim

t→∞x(x0, t) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ

ϕ̄j = lim
t→∞ϕj(t), ψ̄i = lim

t→∞ψi(t).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè j = e + 1, . . . , m, i = 1, . . . , n îíè íåîòðèöàòåëüíû. Â ïðåäåëüíîé òî÷êå
x1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.8) è ψ̄i = 0, åñëè xi

1 > 0. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà xi
1 = 0.

Èç ñèñòåìû (1.2) ïîëó÷àåì

xi(x0, t) = xi
0 exp(−Φi(t)), Φi(t) =

t∫

0

ξ(xi(x0, τ))

xi(x0, τ)
ψi(τ)dτ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ̄i < 0; òîãäà ìîæíî óêàçàòü òàêîå t̄ > 0, ÷òî ψi(t) < 0 äëÿ âñåõ t > t̄ è,
ñëåäîâàòåëüíî, Φi(t) < Φi(t̄) äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé t. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ xi

1 = 0.
Èòàê, ψ̄i ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n. Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ (1.7), (1.8) óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ϕ̄j ≥
≥ 0, j = e + 1, e + 2, . . . , m. Îòñþäà è èç (1.8) ñëåäóåò, ÷òî â x1 âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ (1.6). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû ìîæíî îñëàáèòü, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû âñå îíè âûïîë-
íÿëèñü íà ìíîæåñòâå Z (à íå íà X).

Â ñëó÷àå çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ òðåáîâàíèå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1.1), ïî-âèäèìîìó, íåñóùåñòâåííî. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà óäàëîñü
ïîëó÷èòü ëèøü â îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîpåìà.

Òåîpåìà 2. Ïóñòü F (x) � âûïóêëàÿ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, g(x),
h(x) ëèíåéíûå, âñþäó íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå X âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè
îãðàíè÷åíèé R(x) ≤ 0m1, 0n1 ≤ x. Òîãäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2) ñõîäÿòñÿ ê ìíîæåñòâó
ðåøåíèé çàäà÷è (1.1) ïðè ëþáûõ x0 ∈ X0.

Ìåòîä (1.2) äîïóñêàåò áîëüøîé ïðîèçâîë â âûáîðå ôóíêöèè ξ(z). Êàæäîå èç îãðàíè-
÷åíèé ìîæåò áûòü ó÷òåíî ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
â çàäà÷å (1.1) îòñóòñòâóåò îãðàíè÷åíèå x ≥ 0n1, â ôîðìóëàõ (1.2) � (1.8) âìåñòî ìàòðèöû
D(ξ(x)) ñëåäóåò ïèñàòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Åñëè âìåñòî óñëîâèÿ x ≥ 0n1 íàëîæåíî
îãðàíè÷åíèå x ≥ a, òî â óïîìÿíóòûõ ôîðìóëàõ âìåñòî D(ξ(x)) ñëåäóåò ïèñàòü D(ξ(x−a)).

6



Åñëè îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä ai ≤ xi ≤ bi èëè cj ≤ hj(x) ≤ dj, òîãäà ââîäÿòñÿ äâå
âåêòîð-ôóíêöèè ξ1(x), ξ2(h(x)), ó êîòîðûõ i-ÿ è j-ÿ êîîðäèíàòû ñóòü, íàïðèìåð, ξi

1(x) =
= (xi − ai)(bi − xi), ξj

2(h(x)) = (hj(x)− cj)(dj − hj(x)). Ñèñòåìû (1.2) è (1.3) èìåþò âèä

ẋ = −D(ξ1(x))(Fx + Rxv),
(R>

x D(ξ1(x))Rx + D(ξ2(R(x))))v + R>
x D(ξ1(x))Fx = 0n1.

Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèÿ òàêîãî òèïà íå ïîâûøàþò ïîðÿäîê ëèíåéíîé ñèñòåìû (1.3).
Åñëè â çàäà÷å (1.1) îòñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâ (m = e, R(x) = g(x),

Rx(x) = gx(x), X0 = ∅), òî (1.2) ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì, îïèñàííûì â [7, ãë.II, �3]. Ìàòðèöà
M â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

M(x) = In − gx(x)(g>x (x)g(x))−1g>x (x).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî M(x)gx(x) = 0n1, M>M = M , ñëåäîâàòåëüíî, M(x) ïðîåêòèðóåò ëþáîé
âåêòîð x ∈ En íà êàñàòåëüíîå ìíîãîîáðàçèå êî ìíîæåñòâó X â òî÷êå x, ò.å. íà îðòîãîíàëü-
íîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè g1

x(x), . . . , ge
x(x). Óñëîâèå ñòà-

öèîíàðíîñòè M(x)Fx(x) = 0n1 îçíà÷àåò, ÷òî ïðîåêöèÿ âåêòîðà Fx(x) íà êàñàòåëüíîå ìíîãî-
îáðàçèå ðàâíà íóëþ (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Âåêòîð ẋ ëåæèò â êàñàòåëüíîì
ìíîãîîáðàçèè, áëàãîäàðÿ ÷åìó gi(x) ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ñèñòåìû (1.2).

Â ìåòîäå (1.2) ìàòðèöà M(x) â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ X ïðîåêòèðóåò âåêòîð Fx(x) íà
êàñàòåëüíîå ìíîãîîáðàçèå êî ìíîæåñòâó

Y (x) = {z ∈ En : Ri(z) = 0, i ∈ σ(x), zj = 0, åñëè xj = 0},

íå äàâàÿ âîçìîæíîñòè òðàåêòîðèè x(x0, t) ïåðåñå÷ü ãðàíèöó ìíîæåñòâà X. Â òåõ òî÷êàõ x,
ãäå íåêîòîðûå Ri(x) < 0, ïðîåêöèÿ M(x)Fx(x) íà Ri

x(x) ñîãëàñíî (1.7) ðàâíà ξ(−Ri(x))vi.
Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ îáû÷íî áåðåòñÿ ξ(−Ri(x)) = −Ri(x). Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ òðàåêòîðèé â íàïðàâëåíèè ãðàíèöû Ri(x) = 0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ïîäõîäå
ê íåé. Ðàçëè÷íûå �áàðüåðíûå� ôóíêöèè ξ(−R) ïðèâîäÿò ê ðàçíûì õàðàêòåðàì èçìåíåíèÿ
ýòîé ñêîðîñòè. Ââåäåíèå ôóíêöèé ξ(x), ξ(−R) ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû
ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ïðîåêöèè ãðàäèåíòà [3], àâòîìàòè÷åñêè èçìåíÿÿ íàïðàâëåíèå
âåêòîðà ẋ(x0, t) âáëèçè ãðàíèöû.

Âäàëè îò ãèïåðïîâåðõíîñòè hi(x) = 0, êîãäà hi(x) ¿ 0, ìîæíî íå îïàñàòüñÿ, ÷òî
òðàåêòîðèÿ x(x0, t) íà íåáîëüøîì èíòåðâàëå (t, t + δ) ïåðåñå÷åò åå, è â ôîðìóëå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ M(x) ôóíêöèþ hi(x) è åå ïðîèçâîäíóþ ìîæíî îïóñòèòü, ââîäÿ èõ â ðàññìîò-
ðåíèå, äåëàÿ îãðàíè÷åíèå àêòèâíûì ëèøü òîãäà, êîãäà −ε < hi(x(x0, t)) < 0, ãäå ε > 0
âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (1.2). Òàêîé ïðèåì ïîçâîëÿåò
ïîíèçèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû (1.3). Âìåñòå ñ òåì ââåäåíèå áàðüåðíûõ ôóíêöèé ξ(−R) ìîæåò
ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî hi(x(x0, t)) ≡ 0 ïðè hi(x0) = 0, ëèáî ê òîìó, ÷òî |hi(x(x0, t))| ñòàíîâèòñÿ
î÷åíü ìàëîé, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ḣi < 0. ×òîáû óñòðàíèòü ýòîò íåäîñòàòîê, îïóñòèì â
ôîðìóëàõ äëÿ M ôóíêöèè hi, hi

x è âû÷èñëèì â ñèëó íîâîé ñèñòåìû ïðîèçâîäíóþ ḣi =
= (hi

x)
>ẋ. Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíàÿ, òî ïðîäîëæàåì äâèæåíèå

âäîëü òðàåêòîðèè ýòîé ñèñòåìû. Äðóãèìè ñëîâàìè, óñòðàíÿÿ �áàðüåð�, ìû ïðîâåðÿåì,
ìîæíî ëè ýòî ñäåëàòü, íå íàðóøèâ îãðàíè÷åíèé. Îñîáåííî ïðîñòî ýòà ïðîöåäóðà âûãëÿäèò
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà m = 0 è â (1.1) åñòü òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ x > 0n1; ñèñòåìà (1.4)
çàìåíÿåòñÿ ñëåäóþùåé:

ẋ =

{ −Fxi , åñëè xi > ε > 0 èëè 0 ≤ xi ≤ ε è Fxi = 0,

−xiFxi/ε, åñëè 0 ≤ xi ≤ ε è Fxi > 0.
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Çäåñü i = 1, 2, . . . , n. Åñëè Fx íåïðåðûâíà, òî è ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû òàêæå íåïðåðûâíû
è â íåé îòñóòñòâóþò ñêîëüçÿùèå ðåæèìû.

Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ (1.2) ïåðåõîäèò â ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå â [1, 2].
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàäàííóþ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå:

íàéòè
min
x∈X

c>x, X = {x : Ax = b, x ≥ 0n1}, (1.9)

ãäå x, c ∈ En, b ∈ Em, A � ìàòðèöà m×n. Äâîéñòâåííàÿ ê (1.9) çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè
max
p∈P

b>p, P = {p ∈ Em : A>p ≤ c}.
Ïîëîæèâ ξ(z) = z, ïîëó÷èì, ÷òî ìåòîä (1.2) äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ïðèâîäèò ê

ñèñòåìå
ẋ = D(x)(A>p− c), ãäå AD(x)A>p = AD(x)c, x(0) = x0. (1.10)

Â ýòîì ñëó÷àå c>ẋ = −‖D(x1/2)(c − A>p)‖2
n ≤ 0, åñëè x0 > 0n1, Ax0 = b. Àíàëîãè÷íî, äëÿ

äâîéñòâåííîé çàäà÷è
ṗ = b− Ax, ãäå [A>A−D(x)(A>p− c)]x = A>b, p(0) = p0,

b>ṗ = ||b− Ax||2m + x>D(x)(c− A>p) ≥ 0,
(1.11)

åñëè A>p0 ≤ c. Ðåëàêñàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (1.9) îêàçàëñÿ âåñüìà
ýôôåêòèâíûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, íî ñ ìàëûì ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé
(n À m). Àíàëîãè÷íî, ìåòîä (1.11) óäîáåí, åñëè n ¿ m. Ìåòîäû (1.10) è (1.11) íåñóùåñò-
âåííî èçìåíÿþòñÿ â ñëó÷àå çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìà âàæíî, ÷òîáû íà÷àëüíàÿ òî÷êà x0 ∈ X0. Åñëè òàêàÿ òî÷êà
íåèçâåñòíà, åå ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü

W 1(x) = {i : hi(x) < 0, 1 ≤ i ≤ c}, W 2(x) = {i : hi(x) ≥ 0, 1 ≤ i ≤ c},
W 3(x) = {i : |gi(x)| ≤ ε, 1 ≤ i ≤ e}, W 4(x) = {i : |gi(x)| ≥ ε, 1 ≤ i ≤ e}.

Çäåñü ε � äîïóñòèìàÿ òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ òèïà ðàâåíñòâà. Ðåøàåì çàäà÷ó î
ìèíèìóìå

f(x) =
∑

i∈W 2(x)

hi(x) +
∑

j∈W 4(x)

[gi(x)]2

ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé x ∈ W 5, ãäå
W 5 = {x : x ≥ 0n1, hi(x) ≤ 0, i ∈ W 1(x), gj(x) = const, j ∈ W 3(x)}.

Åñëè â ïðîöåññå ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíî, ÷òî êàêèå-íèáóäü èíäåêñû i ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ
x íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó W2(x), òîãäà ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèè hi(x) êàê îãðàíè÷åíèÿ
òèïà íåðàâåíñòâà è èñêëþ÷àåì èõ èç ôîðìóëû äëÿ f(x). Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì ñ îãðàíè-
÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ, âêëþ÷àÿ â âûðàæåíèå äëÿ f(x) òå èç íèõ, ó êîòîðûõ |gi(x)| ≥ ε,
è èñêëþ÷àÿ èõ, êàê òîëüêî íàðóøèòñÿ ýòî óñëîâèå. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåì äî òåõ ïîð, ïîêà
íå ïîëó÷èì äîïóñòèìóþ òî÷êó.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Íüþòîíà. Òîãäà äëÿ ñëó÷àÿ ξ(z) = z
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èç n + m óðàâíåíèé:

ẋ = −U−1D(x)(Hx + Rxv̇), U = D(Hx) + D(x)Hxx,

v̇ = −[R>
x U−1D(x)Rx]

−1[R>
x U−1D(x)Hx −D(R)v].

Ýòà ñèñòåìà ñîñòàâëåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî
D(x(t))Hx(x(t), v(t)) = D(x0)Hx(x0, v(x0))e

−t, Ṙ = −D(v)R.

Ñèñòåìà äîâîëüíî ãðîìîçäêàÿ, è ìû íå áóäåì çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ íà åå èññëåäîâàíèè.
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�2. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

Ìåòîä (1.2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê. Â ýòîì ñëó÷àå,
îäíàêî, ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè èç � 1 îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìîé, òàê êàê îíà
ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ ïà ìîíîòîííîå èçìåíåíèå ôóíêöèè F (x(x0, t)). Â çàäà÷àõ îòûñêà-
íèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê ýòîãî ñâîéñòâà íåò. Ïîýòîìó îáîñíîâàíèå ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü èñõîäÿ
èç äðóãèõ ðàññóæäåíèé. Íèæå ïðèâåäåì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè (1.2), êîòîðîå
îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé îòûñêàíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê è ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
ìåòîäà. Îïèñàíèå ïîäõîäà ïðîâåäåì êîíñïåêòèâíî, ïðèâîäÿ òåîðåìû è äàâàÿ ëèøü èäåþ
èõ äîêàçàòåëüñòâà. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ x ≥ 0n1 â
çàäà÷å (1.1) îòñóòñòâóþò è ξ(z) = z. Ãîâîðÿ î çàäà÷å (1.1) è î ôîðìóëàõ � 1, ìû èìååì
â âèäó ýòîò ñëó÷àé. Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, âñþäó ñëåäóåò â ôîðìóëàõ � 1 ïîëîæèòü
D(ξ(x)) = In, D(ξ(−h)) = −D(h).

Äëÿ òî÷åê x ∈ X, v ∈ Em ìîæíî îïðåäåëèòü óñëîâèå S: äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà
z ∈ En+c òàêîãî, ÷òî

N(x)z = 0m1, (2.1)
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

z>Hzz(x, v)z > 0.

Çäåñü

N(x) =

∥∥∥∥∥
g>x (x) 0mc

h>x (x) D([−2h(x)]1/2)

∥∥∥∥∥ ,

Hzz(x, v) =

∥∥∥∥∥
Hxx(x, v) 0nc

0cn D(ṽ)

∥∥∥∥∥

ñóòü ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìåðà m× (n + c) è ïîðÿäêà (n + c)× (n + c),

Hxx(x, v) = Fxx(x) +
m∑

i=1

viRi
xx(x)

åñòü ìàòðèöà ïîðÿäêà n× n, ṽ = [ve+1, ve+2, . . . , vm].
Ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å (1.1).
Òåîpåìà 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîïóñòèìàÿ òî÷êà x∗ áûëà ëîêàëüíûì, èçîëèðîâàííûì

ìèíèìóìîì çàäà÷è (1.1), ãäå F (x), R(x) � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë âåêòîð v∗ ∈ Em òàêîé, ÷òî â òî÷êå x∗ âûïîëíÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè

Hx(x∗, v∗) = Fx(x∗) + Rx(v∗)v∗ = 0n1, D(x∗)R(x∗) = 0m1

è â òî÷êå (x∗, v∗) èìååò ìåñòî óñëîâèå S.
Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ṽ∗ ≥ 0m−e,1 è â òî÷êå x∗ âûïîëíåíî

óñëîâèå ñòðîãîé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè. Ââåäåì âåêòîð y ∈ Ec ñîîòíîøåíèåì

2hi(x) + (yi)2 = 0, i = 1, 2, . . . , c. (2.2)

Çàäà÷ó (1.1) çàìåíèì ñëåäóþùåé: íàéòè min F (z) ïî z = [x, y], x ∈ En, y ∈ Ec, ïðè
íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâ g(x) = 0e1 è (2.2). Òàêîé ïðèåì øèðîêî ïðèìåíÿëñÿ
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â ðÿäå ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [8, 9]). Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4 èç [10].

Îïpåäåëåíèå 3. Ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (1.2) íàçûâàåòñÿ óñëîâíî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì â îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå,
÷òî äëÿ âñÿêîãî ðåøåíèÿ x(x0, t), ïîä÷èíåííîãî óñëîâèþ ‖x0 − x∗‖n < δ äëÿ âñåõ t > 0,
âûïîëíåíû óñëîâèÿ

||x(x0, t)− x∗||n < ε, lim
t→∞x(x0, t) = x∗.

Òåîpåìà 4. Ïóñòü â òî÷êå x∗ âûïîëíåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà òåîðåìû 3,
îãðàíè÷åíèÿ íà X óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè; òîãäà ðåøåíèå x(x0, t) ñèñòå-
ìû (1.2) óñëîâíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗; åñëè, êðîìå òîãî,

z>Hzz(x∗, v∗)z ≥ γ||z||2n+cγ > 0 äëÿ âñåõ z, (2.3)

N(x∗)z = 0m1, òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà (1.2):

0 ≤ −Ḟ (x(x0, t)) = ‖Hx(x(x0, t), v(t))‖2
n

+ ||D([−R(x(x0, t))]
1/2)v(t)||2m ≤ [||Hx(x0, v(x0))||2n (2.4)

+ ||D([−R(x0)]
1/2)v(x0)||2m]e−γt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ

ϕ(x, v) =
1

2
H>

z (x, v)Hz(x, v).

Çäåñü H>
z (x, v) = [H>

x (x, v), ṽ>D([−h(x)]1/2)] � ìàòðèöà-ñòðîêà 1× (n + c).
Ôóíêöèÿ v(t), îïðåäåëÿåìàÿ èç (1.3), äèôôåðåíöèðóåìà. Ïîýòîìó åå ìîæíî ïðîäèôôå-

ðåíöèðîâàòü â ñèëó ñèñòåìû (1.2). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ṙ = −R>
x Hx = −D(v)R, ïîëó÷èì ϕ̇ ≤

≤ H>
z HzzHz.
Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì S, ïîëîæèì z = [Hx(x, v), D([−h(x)]1/2ṽ] ∈ En+c; òîãäà óñëî-

âèå (2.1) áóäåò âûïîëíåíî ïðè ëþáûõ t ≥ 0. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ñòîÿùàÿ â ôîðìóëå
äëÿ ϕ̇, ñòðîãî îòðèöàòåëüíà, åñëè ýëåìåíòû ìàòðèö Hxx è D(ṽ) âû÷èñëåíû â òî÷êå (x∗, v∗),
íî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè Hxx è D(ṽ) ýòî ñâîéñòâî áóäåò èìåòü ìåñòî, åñëè (x, v) ëåæàò
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x∗, v∗). Ïîýòîìó ϕ̇ < 0 è ϕ̇ = 0 ëèøü â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå
(x∗, v∗), ïðè÷åì x∗ � ëîêàëüíîå èçîëèðîâàííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1). Íà îñíîâàíèè (2.3)
ïîëó÷àåì ϕ(t) ≤ ϕ(0)e−γt. Òîãäà èç (1.7) ñëåäóåò (2.4). Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

�3. Äèñêðåòíûé âàðèàíò ìåòîäà

Èíòåãðèðóÿ (1.5) ïî ñõåìå Ýéëåðà, ïîëó÷èì

xs+1 = xs − αsM(xs)Fx(xs), (3.1)

ãäå 0 < αs � øàãè èíòåãðèðîâàíèÿ.
Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2, òî íà X ìîæíî îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå

íîðìû ìàòðèöû M ñîîòíîøåíèåì

λ = max
x ∈ X

max
y∈En

y>M(x)y

||y||2 < ∞.
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Îáîçíà÷èì
µ = max

i
max
x∈X

∂H(x, v)

∂xi
, ν = max

j
max
x∈X

vj(x);

çäåñü i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m, vj(x) îïðåäåëÿåòñÿ èç (1.3). Â äàëüíåéøåì áóäåì
ïèñàòü vj

s = vj(xs).
Ôóíêöèÿ Fx(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà X ñ êîíñòàíòîé L, åñëè äëÿ ëþáûõ

x1 ∈ X, x2 ∈ X ñïðàâåäëèâî

‖Fx(x1)− Fx(x2)‖n ≤ L‖x1 − x2‖n. (3.2)

Ñ÷èòàåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ξ(z) = z, αs ïîñòîÿííî.
Òåîpåìà 5. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, óñëîâèå (3.2), ôóíêöèè R(x) ëèíåéíûå,

òîãäà ïðè 0 < αs < min(1/µ, 1/ν, 2/λL) è ïðè ëþáûõ íåñòàöèîíàðíûõ íà÷àëüíûõ òî÷êàõ
x0 ∈ X0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xs} ñõîäèòñÿ ê äîïóñòèìîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå, â êîòîðîé
âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå (â ñëó÷àå çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � è äîñòàòî÷íûå)
óñëîâèÿ ìèíèìóìà (1.6), ïðè÷åì xs ∈ X0, F (xs+1) ≤ F (xs) äëÿ s = 0, 1, . . .. Åñëè, êðîìå
òîãî, γ‖z‖2

n+c ≤ z>Hzz(x, v(x))z ≤ Γ‖z‖2
n+c ïpè âñåõ x ∈ X, z ∈ En+c, òîãäà äëÿ ëþáîé

íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ X0 áóäåò

‖Hx(xs, vs)‖2
n + ‖D([−R(xs)]

1/2)vs‖2
m ≤

≤ [‖Hx(x0, v0)‖2
n + ‖D([−R(x0)]

1/2)v0‖2
m][1− αsγ + α2

sΓ
2]s,

(3.3)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xs → x∗, ãäå x∗ � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëèíåéíîñòè ôóíêöèé R(x) ñëåäóåò ôîðìóëà

Ri(xs+1) = Ri(xs)[1− αsv
i
s], i = 1, 2, . . . , m. (3.4)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ri(x0) ≤ 0, |vi
s| < ν, ïîëó÷èì, ÷òî Ri(xs+1) ≤ Ri(x0)(1 − αsν)s, åñëè αs <

< 1/ν. Ïðè÷åì äëÿ îãðàíè÷åíèé Ri(x) òèïà ðàâåíñòâà, i = 1, 2, . . . , e, èç Ri(xs) = 0 ñëåäóåò
Ri(xs+1) = 0 ïðè ëþáûõ αs. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè αs < 1/µ êîîðäèíàòû
âåêòîðà xs íå ìåíÿþò çíàê äëÿ âñåõ s ≥ 0. Èòàê, ìíîæåñòâî X îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî (3.1), êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå.

Èç ôîðìóëû Íüþòîíà�Ëåéáíèöà ïîëó÷àåì

F (xs+1) ≤ F (xs)− αsFx(xs)M(xs)Fx(xs) +
Lα2

s

2
‖M(xs)Fx(xs)‖2

n. (3.5)

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà M(xs) íåîòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
àðèôìåòè÷åñêèé êâàäðàòíûé êîðåíü èç ìàòðèöû M . Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç M1/2; òîãäà
M = = M1/2M1/2. Ââåäÿ âåêòîð y = M1/2Fx, ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî (3.5) ê âèäó

F (xs+1)− F (xs) ≤ αs‖y‖2

[
−1 +

αsL

2

y>M(xs)y

‖y‖2
n

]
≤ αs‖ys‖2

n

[
−1 +

αsLλ

2

]
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè αs < 2/λL ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F (xs) ìîíîòîííî óáûâàåò. Èç îãðàíè-
÷åííîñòè F (x) ñíèçó íà X ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë F (xs). Ïîýòîìó

lim
s→∞[F (xs+1)− F (xs)] = 0, 0 ≤ F>

x (xs)M(xs)Fx(xs) ≤ 2[F (xs)− F (xs+1)]

αs[2− αsλL]

è, çíà÷èò,
lim
s→∞F>

x (xs)M(xs)Fx(xs) = 0.
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Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (1.7), ïîëó÷àåì, ÷òî
lim
s→∞ ‖D(xs)(Fx(xs) + Rx(xs)vs)‖n = lim

s→∞ ‖D([R(xs)]
1/2)vs‖m = 0,

ò.å. â êàæäîé ïðåäåëüíîé òî÷êå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xs âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè
(1.8). Â ñèëó èçîëèðîâàííîñòè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

x̄ = lim
s→∞xs, R̄j = lim

s→∞Rj(x), v̄j = lim
s→∞ vj

s, H̄ i
x = lim

s→∞H i
x(xs, vs).

Ñîãëàñíî (3.4) ïðè R̄j = 0 áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå
∞∏

s=0

[1− αsv
j
s]

äîëæíî èìåòü íóëåâîå çíà÷åíèå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî [11], ÷òîáû ðÿä
∞∑

s=0

ln[1− αsv
j
s] = −∞,

íî ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî v̄j ≥ 0. Ïðè Rj > 0 äîëæíî îáÿçàòåëüíî
âûïîëíÿòüñÿ v̄j = 0. Òî÷íî òàê æå ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî H̄ i

x ≥ 0.
Èòàê, â ïðåäåëüíîé òî÷êå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xs} âûïîëíåíû óñëîâèÿ Êóíà�Òàê-

êåðà (1.6).
Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (3.3) ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî (2.4). Â äàííîì ñëó÷àå ñëå-

äóåò âû÷èñëèòü ïåðâóþ ðàçíîñòü ôóíêöèè ϕ â ñèëó ñèñòåìû (3.1). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ìåòîä (3.1) îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî ýôôåêòèâíûì, åñëè â (1.1) îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåí-

ñòâà ëèíåéíûå, òàê êàê òîãäà ìîæíî áðàòü ñðàâíèòåëüíî áîëüøèå øàãè αs, ñòðîèòü ðàçëè÷-
íûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà. Óñïåøíî èñïîëüçîâàëñÿ â ýòîì ñëó÷àå âàðèàíò ìåòîäà íàèñêî-
ðåéøåãî ñïóñêà. Íåëèíåéíîñòü îãðàíè÷åíèé òèïà íåðàâåíñòâà íå âíîñèò ñóùåñòâåííûõ
óñëîæíåíèé â àëãîðèòì.

Ìåòîä (3.1) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì αs, åñëè ôóíêöèè g(x) íåëèíåé-
íûå, îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïðåäóñìîòðåòü ïðîâåðêó óñëîâèé |gi(xs)| < ε è, åñëè
îíè íàðóøàþòñÿ, óòî÷íèòü òåêóùåå çíà÷åíèå xs.

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ â ÂÖ ÀÍ ÑÑÑÐ ðàçðàáîòàíû òðè ñòàíäàðòíûå ïðî-
ãðàììû ðåøåíèÿ çàäà÷ (1.1). Â ïåpâîé ïpîãpàììå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà g(x) íåëèíåéíûå,
ïpîèçâîäèòñÿ èíòåãpèpîâàíèå ñèñòåìû (1.2) ïî ñõåìå Ýéëåpà ñ ïîñòîÿííûì øàãîì; âî
âòîpîé påàëèçóåòñÿ ìåòîä ñ ïåpåìåííûì øàãîì αs, êîòîpûé äpîáèòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè
íàpóøàåòñÿ óñëîâèå påëàêñàöèîííîñòè ïpîöåññà èëè òî÷êà xs âûõîäèò èç äîïóñòèìîãî
ìíîæåñòâà. Â òpåòüåé ïpîãpàììå âäàëè îò ãpàíèöû îïóñêàþòñÿ íåñóùåñòâåííûå îãpàíè÷å-
íèÿ òèïà íåpàâåíñòâà. Ïpèâåäåì íåêîòîpûå påçóëüòàòû ÷èñëåííûõ pàñ÷åòîâ ïî ïåpâîé
ïpîãðàììå. Ïóñòü n = 3, e = c = 1, F (x) = [x1 + 3x2 + x3]2 + 4[x1 − x2]2, g(x) = x1+
+x2 + x3 − 1, h(x) = 3− 4x3 − 6x2 + [x1]3, x ≥ 0. Â êà÷åñòâå x0 ápàëñÿ âåêòîp (0.1, 0.7, 0.2).
Èíòåãpèpîâàíèå ñèñòåìû ïpîâîäèëîñü äî òåõ ïîp, ïîêà óìåíüøåíèå ôóíêöèè íà êàæäîì
øàãå áûëî áîëüøå 10−5. Ïpè αs = 0.1 áûëî ñäåëàíî 83 øàãà, ïîëó÷åíî F = 1.8310951,
x1 = 0.2937327, x2 = 0.1001667, x3 = 0.6061005. Ïpè αs = 0.5 çàäà÷à áûëà påøåíà çà 13
øàãîâ, ïpè÷åì F = 1.831030, x1 = 0.2937386, x2 = 0.1001510, x3 = 0.6061104.

�4. Íàõîæäåíèå ñåäëîâûõ òî÷åê

Âñå ïpèâåäåííûå âûøå ìåòîäû î÷åâèäíûì îápàçîì îáîáùàþòñÿ äëÿ påøåíèÿ çàäà÷
îòûñêàíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê ôóíêöèé íà íåñâÿçàííûõ ìíîæåñòâàõ. Ïóñòü îòûñêèâàåòñÿ

min
x∈X

max
y∈Y

F (x, y), X = {x ∈ En : h(x) ≤ 0p1}, Y = {y ∈ Em : f(y) ≤ 0q1}.
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Ââåäåì âåêòîðû v ∈ Ep, w ∈ Eq è îáîçíà÷èì

Φ(x, y, v, w) = F (x, y) +
p∑

i=1

vihi(x) +
q∑

i=1

wif i(y).

Ìåòîä (1.2) â ýòîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ñèñòåìàì ẋ = −Φx, ẏ = Φy, ãäå

[h>x hx + D(−h)]v + h>x Fx = 0, [f>y fy + D(−f)]w + f>y Fy = 0.

Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìàì 4, 5.

ÖÈÒÈÐÎÂÀHHÀß ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Åâòóøåíêî Þ.Ã., Æàäàí Â.Ã. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ
îïåðàöèé // ÆÂÌ è ÌÔ, 1973, ò.13, No.3, ñ. 583�598.

2. Åâòóøåíêî Þ.Ã. Äâà ÷èñëåííûõ ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ //
ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1974, ò.215, No.1, ñ. 38�40.

3. Rosen J.Â. The gradient projection method for nonlinear programming // Pt. I. J. Soc. Industr.
and Appl. Math.. Part I: 1960, v.8, No.1, p. 181�217; Part II: 1961, v.9, No.4, p. 514�532.

4. Êàðìàíîâ Â.Ã. Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Ì.: Íàóêà, 1975.

5. Áàðáàøèí Å.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ óñòîé÷èâîñòè. Ì.: Íàóêà, 1967.

6. Åâòóøåíêî Þ.Ã., Æàäàí Â.Ã. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ // ÆÂÌ è ÌÔ, 1975, ò.15, No.1, ñ. 101�112.

7. Ýððîó Ê.Äæ., Ãóðâèö Ë., Óäçàâà X. Èññëåäîâàíèÿ ïî ëèíåéíîìó è íåëèíåéíîìó ïðîãðàì-
ìèðîâàíèþ. Ì.: Èçä-âî èí. ëèò., 1962.

8. Taylor J.G. A squared-variable transformation approach to nonlinear programming optimality
conditions // Naval Res. Logist. Quart., 1973, v.20, No.1, p. 25�29.

9. Taha Hamdy, Curry Guy. Classical derivation of the necessary and su�cient conditions for optimal
linear programs // Operat. Res., 1971, v.19, No.4, p. 1045�1050.

10. Ôèàêêî À., Ìàê-Êîðìèê Ã. Íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñ-
ëîâíîé ìèíèìèçàöèè. Ì.: Ìèð, 1972.

11. Ôèõòåíãîëüö Ã.Ì. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ò.II. Ì.:
Ôèçìàòãèç, 1959.

13


