
ÆÓÐÍÀË
ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÈÇÈÊÈ

Òîì 30, 1990 N◦ 1, ñ. 43�57

ÓÄÊ 519.85 c© 1990 ã.

Þ.Ã. ÅÂÒÓØÅHÊÎ, Â.Ã. ÆÀÄÀH

ÒÎ×ÍÛÅ ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ
Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
117967 Ìîñêâà, óë. Âàâèëîâà, 40, ÂÖ ÐÀÍ

(Ïåðåñìîòðåíà 20 ôåâðàëÿ 2002 ã.)

Ââîäèòñÿ íîâîå ïîíÿòèå òî÷íîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êîòî-
ðîé èìååò òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ÷òî è èñõîäíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à. Äàíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ áûëà òî÷íîé, ïðèâå-
äåíû ïðèìåðû òàêèõ ôóíêöèé. Ââåäåíèå òî÷íûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò
ðåäóöèðîâàòü ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ê îäíîêðàòíîé ìèíèìèçàöèè âñïîìîãàòåëü-
íîé ôóíêöèè. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷à óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè.

� 1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè

f∗ = min
x∈X

f(x), X = {x ∈ En | g(x) ≤ 0}. (1.1)

Çäåñü En åñòü n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, f(x) è g(x) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè,
îñóùåñòâëÿþùèå ñîîòâåòñòâåííî îòîáðàæåíèÿ f : En → E1, g : En → Em. Ðåøåíèåì
çàäà÷è (1.1) ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà x∗ èç ìíîæåñòâà

X∗ = {x∗ ∈ X | f(x)− f(x∗) ≥ 0 ∀x ∈ X},

êîòîðîå âñþäó íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïóñòûì. Âñå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ïîëó÷åíû
áåç èñïîëüçîâàíèÿ óñëîâèé âûïóêëîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé f è g ïî x.

Ââåäåì ôóíêöèþ R(x, y), çàâèñÿùóþ îò èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ x ∈ En è îò íåêîòîðîãî
âåêòîðà y èç ìíîæåñòâà Y . Ðàçìåðíîñòü y è âèä ìíîæåñòâà Y ïîêà íå êîíêðåòèçèðóåì.
Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

min
x∈P

R(x, y), (1.2)

ãäå P � íåêîòîðîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç En, ñîäåðæàùåå X∗. Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå
P ìîæåò áûòü âçÿòî ëèáî âñå ïðîñòðàíñòâî En, ëèáî ñàìî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X, ëèáî
åãî ÷àñòü.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1.2) ñóùåñòâóåò, îïðåäåëèì òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå

X(y) = Arg min
x∈P

R(x, y).
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Îïpåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ R(x, y) � òî÷íàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ (ò.â.ô.) äëÿ
çàäà÷è (1.1) íà P × Y , åñëè X(y) 6= ∅ è X(y) = X∗ äëÿ ëþáîãî y ∈ Y .

Èçó÷åíèå ò.â.ô. èñêëþ÷èòåëüíî âàæíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòî-
äîâ, òàê êàê çíàíèå òàêèõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò ðåøèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó (1.1) â ðåçóëüòàòå
îäíîêðàòíîé ìèíèìèçàöèè (1.2) âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì æåëàòåëüíî, ÷òî-
áû ìíîæåñòâî Y áûëî âîçìîæíî �øèðå�, ÷òîáû íå âîçíèêàëè äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè
îïðåäåëåíèÿ òî÷åê èç Y . Êðàéíå íåóäîáíû â ýòîì îòíîøåíèè ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ Y
ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

Âïåðâûå ò.â.ô. áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ [1], [2], ãäå áûëè îáíàðóæåíû òàê íàçûâàåìûå
òî÷íûå øòðàôíûå ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ò.â.ô. Â äàëüíåéøåì ýòèì ôóíêöèÿì áûëî ïî-
ñâÿùåíî îãðîìíîå ÷èñëî èññëåäîâàíèé, îäíàêî, íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðàì, êðîìå [3, 4, 5]
íå áûëî ïðåäëîæåíî íèêàêèõ äðóãèõ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ò.â.ô. Íèæå ðàçâèâàåòñÿ ïîä-
õîä, èñïîëüçîâàííûé àâòîðàìè â [6, 7, 8]. Äàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ò.â.ô., ïðèâåäåíû
ïðèìåðû òàêèõ ôóíêöèé.

Óäîáíî ñòðîèòü ò.â.ô. â âèäå îãðàíè÷åííîé ñíèçó ôóíêöèè. Ïóñòü R(x, y) � ò.â.ô. äëÿ
çàäà÷è (1.1) íà ìíîæåñòâå P × Y . Âîçüìåì ôóíêöèþ

M(x, y) = R(x, y)−R(x∗, y), x∗ ∈ X∗ ⊆ P. (1.3)

Äëÿ ëþáûõ x ∈ P , y ∈ Y , x∗ ∈ X∗ ôóíêöèÿ M íåîòðèöàòåëüíà. Ìíîæåñòâî òî÷åê x,
äîñòàâëÿþùèõ ìèíèìóì ôóíêöèè M(x, y) ïî x íà P , ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì X(y) è �
åñëè y ∈ Y � ñ ìíîæåñòâîì X∗. Îíî ÿâëÿåòñÿ òàêæå ìíîæåñòâîì ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
M(x, y) = 0, ïðèíàäëåæàùèõ P , ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå y èç Y . Âûáîð êîí-
êðåòíîãî ýëåìåíòà x∗ èç X∗ íå âëèÿåò íà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè M(x, y) ïðè y ∈ Y , òàê êàê
R(x, y) ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå ïðè âñåõ x èç X∗. Ïîýòîìó

M(x, y) ≡ 0 ∀x ∈ X(y) = X∗, ∀y ∈ Y.

Åñëè R(x, y) � ò.â.ô., òî ôóíêöèÿ M(x, y) òàêæå ò.â.ô. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè ïîñòðî-
åííàÿ â âèäå (1.3) ôóíêöèÿ M(x, y) ÿâëÿåòñÿ ò.â.ô., òî è R(x, y) ò.â.ô. Ïîýòîìó âìåñòî
äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî R(x, y) � ò.â.ô., äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ò.â.ô. ÿâëÿåòñÿ ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ åé ôóíêöèÿ M(x, y).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîåííàÿ â âèäå (1.3) ôóíêöèÿ M(x, y) áûëà ò.â.ô. íà ìíîæåñòâå
P × Y , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

M(x, y) ≥ 0 ∀x ∈ P, ∀y ∈ Y, (1.4)
∀y ∈ Y èç M(x, y) = 0 ñëåäóåò, ÷òî x ∈ X(y) = X∗. (1.5)

Åñëè ôóíêöèÿ M(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà ïî y, ìíîæåñòâî Y îòêðûòîå, òî íåîáõîäèìî,
÷òîáû

My(x, y) = 0 ∀x ∈ X(y) = X∗, ∀y ∈ Y.

Ýòî óñëîâèå ìîæíî äîáàâèòü ê (1.5), èõ ñîâìåñòíîå ðàññìîòðåíèå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîç-
âîëÿåò ëåãêî ïîêàçûâàòü, ÷òî X(y) = X∗.

Óìíîæåíèå ò.â.ô. íà ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî îñòàâëÿåò âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ
òî÷íîé. Ñóììà òî÷íûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå P × Y
åñòü ò.â.ô. íà òîì æå ñàìîì ìíîæåñòâå. Åñëè ìíîæåñòâà P × Y ðàçíûå, òî ñëåäóåò âçÿòü
èõ ïåðåñå÷åíèå.

Ïóñòü ôóíêöèÿ Q(z) çàäàíà íà ìíîæåñòâå Z ⊆ Es; ïîëÿðíóþ ê íåé ôóíêöèþ Q0(z0 | Z)
íà ìíîæåñòâå Z0 ⊆ Es îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

Q0(z0 | Z) = inf
µ∈M(z0)

µ, M(z0) = {µ ∈ E1 | 〈z, z0〉 ≤ µQ(z) ∀z ∈ Z}, (1.6)
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ãäå z0 ∈ Z0, E1 � ðàñøèðåííàÿ ïðÿìàÿ E1, ò.å. ïðÿìàÿ E1, ê êîòîðîé äîáàâëåíû ýëåìåíòû
{+∞} è {−∞}. Èç ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî�Ìàëåðà

〈z, z0〉 ≤ Q(z)Q0(z0 | Z) ∀z ∈ Z, ∀z0 ∈ Z0. (1.7)

Åñëè ôóíêöèÿ Q(z) ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà Z, òî íàðÿäó ñ (1.6)
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì:

Q0(z0 | Z) = sup
z∈Z

〈z, z0〉
Q(z)

. (1.8)

Åñëè Q(z) íåïîëîæèòåëüíà íà Z, òî

Q0(z0 | Z) = inf
z∈Z

〈z, z0〉
Q(z)

. (1.9)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Em
+ è Em

− íåîòðèöàòåëüíûé è íåïîëîæèòåëüíûé îðòàíòû Em, ò.å. ñî-
âîêóïíîñòè òàêèõ âåêòîðîâ èç Em, ó êîòîðûõ âñå êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâåííî íåîòðèöà-
òåëüíû, íåïîëîæèòåëüíû.

Äëÿ êàæäîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ϕ(z) âåêòîðíîãî àðãóìåíòà z îïðåäåëèì

ϕ+(z) = max[0, ϕ(z)], ϕ−(z) = min[0, ϕ(z)].

Àíàëîãè÷íî, äëÿ âåêòîðîâ z ∈ Es

z+ = [z1
+, . . . , zs

+], zi
+ = max[0, zi],

z− = [z1
−, . . . , zs

−], zi
− = min[0, zi].

Îïðåäåëèì p-þ ãåëüäåðîâñêóþ íîðìó âåêòîðà z:

‖z‖p =

(
s∑

i=1

|zi|p
)1/p

, p ≥ 1. (1.10)

Ñîïðÿæåííîé ê íåé áóäåò íîðìà ‖z‖p∗ , ãäå p−1 + p−1
∗ = 1.

Ôóíêöèþ (1.10) áóäåì ðàññìàòðèâàòü è ïðè íåíóëåâûõ p < 1, à òàêæå ïðè p = 0 è
p = ±∞, äîîïðåäåëèâ åå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖z‖0 = s1/2

(
s∏

i=1

|zi|
)1/s

, ‖z‖+∞ = max
1≤i≤s

|zi|, ‖z‖−∞ = min
1≤i≤s

|zi|.

Ïðè p < 0 ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ (1.10) ðàâíà íóëþ, åñëè õîòÿ áû îäíà êîîðäèíàòà
âåêòîðà z îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû äëÿ Z0 = Es
+:

p > 1, p∗ > 1, Q(z) = ‖z+‖p, Q0(z0|Es) = ‖z0‖p∗ ,
p < 1, p∗ < 1, Q(z) = −‖z−‖p, Q0(z0|Es

−) = ‖z0‖p∗ .

Çäåñü p è p∗ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé òîé æå çàâèñèìîñòüþ p−1 + p−1
∗ = 1. Óêàæåì îòäåëüíî

îñîáûå ñëó÷àè:

p = 0, p∗ = 0, Q(z) = −‖z−‖0, Q0(z0|Es
−) = ‖z0‖0,

p = +∞, p∗ = 1, Q(z) = ‖z+‖+∞, Q0(z0|Es) = ‖z0‖1,
p = −∞, p∗ = 1, Q(z) = −‖z−‖−∞, Q0(z0|Es

−) = ‖z0‖1.
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Ââåäåì âåêòîð w ∈ Em
+ è ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x,w) = f(x) + 〈w, g(x)〉.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îáëàäàåò ñåäëîâîé òî÷êîé [x∗, w∗] ∈ P ×Em
+ , åñëè

L(x∗, w) ≤ L(x∗, w∗) ≤ L(x,w∗) ∀x ∈ P, ∀w ∈ Em
+ . (1.11)

Èçâåñòíî [9], ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð w∗ ∈ Em
+ , ÷òî x∗ âìåñòå ñ w∗ îáðàçóþò

ñåäëîâóþ òî÷êó ôóíêöèè Ëàãðàíæà, òî x∗ ∈ X∗.
Ââåäåì ñëîæíóþ ôóíêöèþ B(g(x)). ×åðåç g(P ) îáîçíà÷èì îáðàç ìíîæåñòâà P ïðè

îòîáðàæåíèè g. Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (1.7), èç ïðàâîé ÷àñòè (1.11) ïîëó÷àåì

f∗ ≤ L(x,w∗) ≤ f(x) + B(g(x))B0(w∗ | g(P )) ∀x ∈ P. (1.12)

Åñëè B(g(x)) ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ En, òî ìîæíî ýòó îöåíêó îñëàáèòü, ââåäÿ ïðîùå âû÷èñëÿå-
ìûå ïîëÿðíûå ôóíêöèè B0(w∗ | g(En)) è B0(w∗ | Em), òàê êàê ñîãëàñíî (1.8)

B0(w∗ | g(P )) ≤ B0(w∗ | g(En)) ≤ B0(w∗ | Em).

Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (1.12) â äàëüíåéøåì áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

f∗ ≤ L(x,w∗) ≤ f(x) + B(g(x))B0(w∗ | Em) ∀x ∈ P. (1.13)

Àíàëîãè÷íî, åñëè B(g(x)) ≤ 0 íà En, òî, èñïîëüçóÿ (1.9), ïîëó÷àåì

B0(w∗ | g(P )) ≥ B0(w∗ | g(En)) ≥ B0(w∗ | Em)

è íåðàâåíñòâî (1.13) ïî-ïðåæíåìó èìååò ìåñòî.

� 2. Àääèòèâíûå ò.â.ô.

Áóäåì ñòðîèòü ò.â.ô. â âèäå

R(x, y) = A(f(x), y) + B(g(x)), (2.1)

ãäå A(f, y) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ, B(g(x)) � ñòðîãî
âíåøíÿÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. B(g(x)) íåïðåðûâíà è ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ âñþäó íà En; êðîìå òîãî, B(g(x)) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ X. Õîðîøî
èçâåñòíûì ïðèìåðîì ñòðîãî âíåøíåé øòðàôíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ

B(g(x)) = ‖g+(x)‖p, p ≥ 1, B0(w∗ | Em) = ‖w∗‖p∗ .

Íà ââåäåííûå ôóíêöèè íàëîæèì åùå äâà óñëîâèÿ.

Óñëîâèå À. Ôóíêöèè A è B òàêîâû, ÷òî

A(f, y)− A(f∗, y) ≥ [(f − f∗)/B0(w∗ | Em)]− ∀y ∈ Y, ∀f ∈ E1. (2.2)

Óñëîâèå Á. Äëÿ êàæäîé òî÷êè y èç ìíîæåñòâà Y ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû

A(f(x), y) + B(g(x)) = A(f∗, y), x ∈ P, (2.3)
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ñîâïàäàåò ñ X∗.

Â ñëó÷àå åñëè A äèôôåðåíöèðóåìà ïî y, Y � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, èç (2.3) ñëåäóåò
ñèñòåìà

Ay(f(x), y) = Ay(f∗, y), x ∈ P,

ðåøåíèå êîòîðîé ÷àñòî ïðîùå, ÷åì ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (2.3).

Òåîpåìà 1. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1) ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà [x∗, w∗] ∈ P ×Em
+ ôóíê-

öèè Ëàãðàíæà. Ïóñòü, êðîìå òîãî, B(g(x)) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âíåøíåé øòðàôíîé ôóíê-
öèåé, 0 < B0(w∗ | Em) < +∞, ôóíêöèè A è B óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì À è Á. Òîãäà
çàäàâàåìàÿ (2.1) ôóíêöèÿ R(x, y) ÿâëÿåòñÿ ò.â.ô. äëÿ çàäà÷è (1.1) íà ìíîæåñòâå P ×Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ B(g(x)) ðàâíà íóëþ íà X∗, ïîëó÷àåì

M(x, y) = A(f(x), y)− A(f∗, y) + B(g(x)). (2.4)

Óñëîâèå (1.4) ìîæíî çàïèñàòü â äàííîì ñëó÷àå â âèäå

A(f(x)) + B(g(x)) ≥ A(f∗, y) ∀x ∈ P, ∀y ∈ Y. (2.5)

Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû, B0(w∗ | Em) > 0, ïîýòîìó èç (1.13) ïîëó÷àåì

B(g(x)) ≥ [f∗ − f(x)]/B0(w∗ | Em) ∀x ∈ P.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ B ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, óòî÷íèì ýòó
íèæíþþ îöåíêó:

B(g(x)) ≥ [[f∗ − f(x)]/B0(w∗ | Em)]+ ∀x ∈ P. (2.6)

Çàïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå

B(g(x)) ≥ −[[f(x)− f∗]/B0(w∗ | Em)]− ∀x ∈ P.

Ïðèìåíÿÿ åãî âìåñòå ñ (2.2) ê ïðàâîé ÷àñòè (2.4), ïîëó÷àåì (1.4). Óñëîâèå Á îáåñïå÷èâàåò
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1.5). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (2.4) ÿâëÿåòñÿ ò.â.ô. íà ìíîæåñòâå
P ×Y è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ (2.1) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ò.â.ô. íà òîì æå ìíîæåñòâå P ×Y .
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óñëîâèÿì òåîðåìû óäîâëåòâîðÿåò øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé. Íå ïðåäïîëàãàåòñÿ òî÷íîå
çíàíèå f∗, ïîýòîìó ôóíêöèÿ A äîëæíà ñòðîèòüñÿ òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì f∗ âûïîëíÿëèñü
óñëîâèÿ À è Á. Èç (2.2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýòîãî ôóíêöèÿ A(f, y) äîëæíà áûòü ïî ìåíüøåé
ìåðå âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé f . Êðîìå òîãî, åå ãðàôèê äîëæåí ëåæàòü íå íèæå âûïóêëîãî
êîíóñà ñ íà÷àëîì â òî÷êå N = [f∗, A(f∗, y)] è ñ äâóìÿ ãðàíè÷íûìè ëó÷àìè. Ïåðâûé ëó÷
èñõîäèò èç òî÷êè N è íàïðàâëåí âäîëü ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè f , âòîðîé èñõîäèò
èç N è íàïðàâëåí âäîëü ïîëóïðÿìîé

D = (f − f∗)/B0(w∗ | Em), f ≤ f∗.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íå èçìåíèòñÿ, åñëè óñëîâèå À âûïîëíå-
íî íå äëÿ âñåõ f ∈ E1, à òîëüêî äëÿ f , ïðèíàäëåæàùèõ îáðàçó f(P ) ìíîæåñòâà P ïðè
îòîáðàæåíèè f(x).
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Ïóñòü A(f, y) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ïî f ïðè êàæäîì y ∈ Y , òîãäà

A(f, y)− A(f∗, y) ≥ ξ(f − f∗) ∀y ∈ Y, ∀f ∈ E1, ∀ξ ∈ ∂fA(f∗, y). (2.7)

Çäåñü ∂fA(f∗, y) � ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè A(f, y) ïî f â òî÷êå f∗. Óñëîâèå (2.2) áóäåò
çàâåäîìî âûïîëíÿòüñÿ, åñëè

ξ(f − f∗) ≥ [(f − f∗)/B0(w∗ | Em)]− ∀y ∈ Y, ∀f ∈ E1, ∀ξ ∈ ∂fA(f∗, y).

Âìåñòå ñ óñëîâèåì íåóáûâàíèÿ ôóíêöèè A(f, y) ïî f ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäó-
þùåìó:

0 ≤ inf
ξ∈∂Af (f∗,y)

ξ ≤ sup
ξ∈∂Af (f∗,y)

ξ ≤ 1/B0(w∗ | Em). (2.8)

Ïðèâåäåííûå íåðàâåíñòâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Y , ïðè ýòîì
äîïîëíèòåëüíî äîëæíû áûòü ðàññìîòðåíû ãðàíè÷íûå òî÷êè Y . Çàìåòèì, ÷òî åñëè, ïîìèìî
(2.8), ôóíêöèÿ B(g) âûïóêëà è íå óáûâàåò ïî g, ôóíêöèè f(x) è g(x) âûïóêëû ïî x, òî
âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ R(x, y) òàêæå âûïóêëà ïî x.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ò.â.ô., óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 1 è óñëîâèÿì (2.8) ñ
P = En, Y ⊂ E1, ïðèâåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìíîæåñòâà Y :

R1(x, y) = y−1f(x) + B(g(x)), Y1 = {y : y > B0(w∗ | Em)},
R2(x, y) = y−1ef(x) + B(g(x)), Y2 = {y : y > B0(w∗ | Em)ef∗},
R3(x, y) = [y − f(x)]α + B(g(x)), Y3 = {y : y > f∗ + [−αB0(w∗ | Em)]1/(1−α)},
R4(x, y) = [f(x)− y]β+ + B(g(x)), Y4 = {y : f∗ ≥ y > f∗ − [βB0(w∗ | Em)]1/(1−β)},

ãäå α < 0, β > 1. Â ñëó÷àå R3 ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî R3(x, y) = +∞, êîãäà f(x) ≥ y. Åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) > 0 äëÿ ëþáûõ x ∈ En, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèÿìè

R5(x, y) = y−1shf(x) + B(g(x)), Y5 = {y : y > B0(w∗ | Em)chf∗},
R6(x, y) = y−1[f(x)]γ + B(g(x)), Y6 = {y : y > γfγ−1

∗ B0(w∗ | Em)}.
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïîëîæèòåëüíà íà En, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ

R7(x, y) = y−1arctgf(x) + B(g(x)), Y7 = {y : y > B0(w∗ | Em)/(1 + f 2
∗ )}.

Ôóíêöèÿ R7 áóäåò ò.â.ô. è â ñëó÷àå, êîãäà f(x) ïðèíèìàåò ëþáûå çíà÷åíèÿ, îäíàêî ìíî-
æåñòâî Y7 ñëåäóåò çàìåíèòü íà Y7 = {y : y > B0(w∗ | Em)}. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âõîäÿùèå
â R3, R4, R6 ïàðàìåòðû α, β è γ ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü êàê âòîðûå êîìïîíåíòû
âåêòîðà y.

Ïåðâàÿ èç ïðèâåäåííûõ ôóíêöèé � ýòî õîðîøî èçâåñòíàÿ òî÷íàÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ
[1, 2, 9, 10]. Ôóíêöèÿ R4 èñïîëüçîâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé áåç-
óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, ïðè ýòîì ñòðîèëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ yk, ñõîäÿùàÿñÿ
ê f∗ (ñì. [9, 11]). Åñëè âçÿòü çàìûêàíèå ìíîæåñòâ Y1 � Y7, òî ôóíêöèè R1 � R7 ïåðåñòàþò
áûòü ò.â.ô., òàê êàê äëÿ íèõ âìåñòî (1.5) âûïîëíåíî áîëåå ñëàáîå óñëîâèå: èç M(x, y) = 0
ñëåäóåò, ÷òî X∗ ⊆ X(y).

Îáîçíà÷èì X0 = {x ∈ En | g(x) < 0} è ðàññìîòðèì äàëåå ñëó÷àé, êîãäà B(g(x))
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé øòðàôíîé ôóíêöèåé, ò.å. B(g(x)) íåïðåðûâíà è íåïîëîæèòåëüíà íà
Em è B(g(x)) < 0 ïðè x ∈ X0. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî B(g(x)) < 0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(x) < 0, òî òàêóþ ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî âíóòðåííåé
øòðàôíîé ôóíêöèåé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âíóòðåííèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé óêàæåì

B(g(x)) = −‖g−(x)‖p, −∞ ≤ p < 1. (2.9)

6



Ïðè p ≤ 0 ýòà ôóíêöèÿ áóäåò ñòðîãî âíóòðåííåé øòðàôíîé ôóíêöèåé.
Íèæå ïðè ðàññìîòðåíèè âíóòðåííèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîë-

íåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé, ò.å. ìíîæåñòâî X0 íåïóñòî è åãî çàìûêàíèå ñîâ-
ïàäàåò ñ X.

Ïîñòðîèì ò.â.ô. â âèäå (2.1), âçÿâ â êà÷åñòâå P äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X. Óñëîâèå (2.2)
çàìåíèì íà

A(f, y)− A(f∗, y) ≥ (f − f∗)/B0(w∗ | Em
− ) ∀y ∈ Y, ∀f ≥ f∗. (2.10)

Òåîðåìà 1 â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîpåìà 2. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1) ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà [x∗, w∗] ôóíêöèè Ëà-
ãðàíæà. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ B(g(x)) â (2.1) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé øòðàôíîé
ôóíêöèåé è 0 < B0(w∗ | Em

− ) < +∞. Äëÿ òîãî ÷òîáû R(x, y) áûëà ò.â.ô. íà X×Y , äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü óñëîâèå (2.10) è âñÿêîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå x ñèñòåìû
(2.3) áûëî òàêîâî, ÷òî x ∈ X∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó, B0(w∗ | Em
− ) > 0

è B(g(x)) ≤ 0 íà X, èìååì

f∗ ≤ f(x) + B(g(x))B0(w∗ | Em
− ) ≤ f(x) ∀x ∈ X.

Îòñþäà, àíàëîãè÷íî (2.6),

[f∗ − f(x)]/B0(w∗ | Em
− ) ≤ B(g(x)) ≤ 0 ∀x ∈ X. (2.11)

Âçÿâ â ëåâîé ÷àñòè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ X∗, ïîëó÷èì B(g(x)) = 0. Òàêèì îáðàçîì,
âñþäó íà X∗ ôóíêöèÿ B(g(x)) ïðèíèìàåò ðàâíîå íóëþ çíà÷åíèå. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû
èìåëî ìåñòî (1.4), äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ x ∈ X âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî (2.5). Íî,
ñîãëàñíî (2.11), âûïîëíåíèå (2.5) îáåñïå÷èâàåòñÿ (2.10).

Ñïðàâåäëèâîñòü (1.5) ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî âñÿêîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå x∗ ∈
∈ X ñèñòåìû (2.3) òàêîâî, ÷òî x∗ ∈ X∗, ïîñêîëüêó, êàê áûëî óñòàíîâëåíî, B(g(x∗)) = 0,
êîãäà x∗ ∈ X∗. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2, òðåáîâàíèå B0(w∗ | Em
− ) > 0 ïðèâîäèò ê òîìó,

÷òî â òî÷êå x∗ ∈ X∗ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî B(g(x)) = 0. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó óñëîâèÿ
ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé, òî÷êà x∗ îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íîé
òî÷êîé ìíîæåñòâà X. Åñëè â êà÷åñòâå B(g(x)) âçÿòà ôóíêöèÿ (2.9) ïðè 0 < p < 1, òî
B(g(x)) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé (íî íå ñòðîãî) øòðàôíîé ôóíêöèåé è íåðàâåíñòâî B0(w∗ |
| Em

− ) = ‖w∗‖p∗ > 0 èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà
w∗ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå îãðàíè÷åíèÿ â òî÷êå x∗ îäíîâðåìåííî
îáðàùàþòñÿ â íóëü, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ÿâëÿþòñÿ àêòèâíûìè. Åñëè (2.9) � ñòðîãî
âíóòðåííÿÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ (÷òî èìååò ìåñòî ïðè p ≤ 0), òî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè
íåðàâåíñòâà ‖ w∗ ‖p∗> 0 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû àêòèâíûì áûëî õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åíèå.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè A � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f ïðè êàæäîì y ∈ Y , òî äëÿ
âûïîëíèìîñòè íåðàâåíñòâà (2.10) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ξ ≥ 1/B0(w∗ | Em
− ) ∀ξ ∈ ∂fA(f∗, y), ∀y ∈ Y.

Óñëîâèÿì òåîðåìû 2 óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè R1 � R4, îäíàêî âìåñòî ñòðîãî âíåøíåé
øòðàôíîé ôóíêöèè B(g(x)) ñëåäóåò âçÿòü âíóòðåííþþ øòðàôíóþ ôóíêöèþ (íàïðèìåð,
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(2.9)) è çàìåíèòü ìíîæåñòâà Yi ñëåäóþùèìè:

Y1 = {y : 0 < y < B0(w∗ | Em
− )},

Y2 = {y : 0 < y < ef∗B0(w∗ | Em
− )},

Y3 = {y : f∗ < y < f∗ + [−αB0(w∗ | Em
− )]1/(1−α)}, α < 0,

Y4 = {y : y < f∗ − [βB0(w∗ | Em
− )]1/(1−β)}, β > 1.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 2 ôóíêöèÿ B(g(x)) íåïîëî-
æèòåëüíà è íà X∗ ïðèíèìàåò ðàâíîå íóëþ çíà÷åíèå, òî âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ R(x, y) =
= f(x)− yB(g(x)) áóäåò òàêæå ò.â.ô. íà X × E1

+.
Ââåäåì íîâûé êëàññ øòðàôíûõ ôóíêöèé, îáëàäàþùèõ êàê ñâîéñòâàìè ñòðîãî âíåøíèõ,

òàê è ñâîéñòâàìè ñòðîãî âíóòðåííèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ B(g(x))
íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ñìåøàííîé øòðàôíîé ôóíêöèåé, åñëè B(g(x)) > 0, êîãäà x /∈ X, è
B(g(x)) < 0, êîãäà x ∈ X0.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñòðîãî ñìåøàííûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé ïðèâåäåì ñëåäóþùèå äâå
ôóíêöèè:

B(g(x)) = ‖g+(x)‖p − ‖g−(x)‖−p, 1 < p < +∞, (2.12)
B(g(x)) = max

1≤i≤m
gi(x). (2.13)

Èçìåíèì óñëîâèÿ (2.2) è (2.10), ïîëîæèâ äëÿ ëþáîãî y ∈ Y

A(f, y)− A(f∗, y) ≥
{

(f − f∗)/B0(w∗ | Em
− ), åñëè f ≥ f∗,

(f − f∗)/B0(w∗ | Em), åñëè f < f∗.
(2.14)

Èìååò ìåñòî

Òåîpåìà 3. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1) ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà [x∗, w∗] ôóíêöèè Ëà-
ãðàíæà. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ B(g(x)) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ñìåøàííîé øòðàôíîé
ôóíêöèåé è 0 < B0(w∗ | Em) < B0(w∗ | Em

− ) < +∞. Äëÿ òîãî ÷òîáû R(x, y) áûëà ò.â.ô.
íà P × Y , äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü óñëîâèÿ (2.14) è Á.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê B0(w∗ | Em
− ) > 0, òî, àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî äåëàëîñü

ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, óáåæäàåìñÿ, ÷òî B(g(x∗)) = 0. Ïîýòîìó ñîãëàñíî (2.14)
âûïîëíåíî (1.4). Óñëîâèå (1.5) ñëåäóåò èç (2.3). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óñëîâèå (2.14) äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà B0(w∗ | Em) ≤ B0(w∗ | Em

− ). Òàê, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ R1(x, y) ñî ñòðîãî
ñìåøàííîé øòðàôíîé ôóíêöèåé B(g(x)) ÿâëÿåòñÿ ò.â.ô. Ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî Y1

äëÿ íåå
Y1 = {y : B0(w∗ | Em) < y < B0(w∗ | Em

− )}.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè B(g(x)) èìååò âèä (2.12), ïîëó÷àåì

Y1 = {y : ‖w∗‖p∗ < y < ‖w∗‖r∗},
ãäå p−1 + p−1

∗ = 1, −p−1 + r−1
∗ = 1. Òàê êàê p∗ > 1, 1 > r∗ > 1/2, òî ‖w∗‖r∗ > ‖w∗‖p∗ . Äëÿ

ôóíêöèè (2.13) ìíîæåñòâî Y1 ïóñòî.

� 3. Íåëèíåéíûå ò.â.ô.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ R(x, y) ñòðîèòñÿ â âèäå

R(x, y) = H(A(f(x), y), B(g(x))), (3.1)
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ãäå B(g(x)) � ñòðîãî âíåøíÿÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ, H(t, τ) � íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ, ò.å. H(t1, τ1) ≥ H(t, τ) äëÿ ëþáûõ t1 ≥ t, τ1 ≥ τ . Îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè A(f, y) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé è âûïóêëîé
ôóíêöèåé ïåðâîãî àðãóìåíòà. Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà D, ÷òî

0 < sup
y∈Y

sup
ξ∈∂Af (f∗,y)

ξ ≤ D < +∞. (3.2)

Ïðèâåäåì óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ (3.1) áûëà ò.â.ô. äëÿ çàäà÷è
(1.1). Îáîçíà÷èì N1 = DB0(w∗ | Em).

Òåîpåìà 4. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1) ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà [x∗, w∗] ôóíêöèè Ëà-
ãðàíæà, A(f, y) � âûïóêëàÿ, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî àðãóìåíòà, äëÿ
êîòîðîé âûïîëíåíî (3.2). Ïóñòü, êðîìå òîãî, B(g(x)) � ñòðîãî âíåøíÿÿ øòðàôíàÿ ôóíê-
öèÿ è 0 < N1 < +∞. Òîãäà åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî T ⊆ E1, ÷òî A(f∗, y) ∈ T
äëÿ ëþáûõ y ∈ Y è

H(t, (t∗ − t)+/N1) > H(t∗, 0) ∀t∗ ∈ T, ∀t 6= t∗, (3.3)

òî (3.1) � ò.â.ô. äëÿ çàäà÷è (1.1) íà ìíîæåñòâå P × Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ P . Òàê êàê ôóíêöèÿ H(t, τ) íå
óáûâàåò ïî âòîðîé ïåðåìåííîé, òî, ñîãëàñíî (2.6),

R(x, y) = H(A(f(x), y), B(g(x))) ≥ H(A(f(x), y), [f∗ − f(x)]+/B0(w∗ | Em)). (3.4)

Â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè A(f, y) ïî f ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.7), èç êîòîðîãî
ñ ó÷åòîì (3.2) ïîëó÷àåì

A(f∗, y)− A(f, y) ≤ D(f∗ − f) ∀f ≤ f∗. (3.5)

Íî A(f, y) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïî f , ïîýòîìó íàðÿäó ñ (3.5) èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

(A(f∗, y)− A(f, y))+ ≤ D(f∗ − f)+ ∀f ∈ E1.

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (3.4) è èñïîëüçóÿ óñëîâèå (3.3), ïîëó÷àåì â ñëó÷àå, êîãäà A(f(x), y) 6=
6= A(f∗, y),

R(x, y) ≥ H(A(f(x), y), [A(f∗, y)− A(f(x), y)]+/N1) > H(A(f∗, y), 0) = R(x∗, y).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî A(f(x), y) = A(f∗, y). Â ýòîì ñëó÷àå åñëè x /∈ X∗, òî îáÿçà-
òåëüíî x /∈ X, B(g(x)) > 0. Ïîýòîìó, â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè H(t, τ) ïî t è (3.3),

R(x, y) = H(A(f∗, y), B(g(x))) ≥ H(A(f∗, y)−N1B(g(x)), B(g(x))) >

> H(A(f∗, y), 0) = R(x∗, y).

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå R(x, y) > R(x∗, y), åñëè x /∈ X∗, è, ñëåäîâàòåëüíî, (3.1)
ÿâëÿåòñÿ ò.â.ô. íà ìíîæåñòâå P × Y . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ôóíêöèè (3.1). Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî
A(f, y) èìååò âèä

A(f, y) = f − y. (3.6)
Äëÿ ýòîé ôóíêöèè óñëîâèå (3.2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî Y ⊆ E1, ïðè÷åì D = 1. Ïîýòîìó
ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 4 åñëè íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî T ⊆ E1, äëÿ êîòîðîãî èìååò
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ìåñòî (3.3), òî ôóíêöèÿ (3.1) ñ ôóíêöèåé A(f, y), ïðåäñòàâèìîé â âèäå (3.6), ÿâëÿåòñÿ
ò.â.ô. äëÿ çàäà÷è (1.1) íà ìíîæåñòâå P × Y , ãäå Y = f∗ − T .

Ðàññìîòðèì äðóãóþ ôóíêöèþ:

A(f, y) = y−1f. (3.7)

Â ýòîì ñëó÷àå åñëè âûïîëíåíî (3.3) ïðè íåêîòîðîì 0 < D < +∞, òî ôóíêöèÿ (3.1) ñ
ôóíêöèåé A(f, y) âèäà (3.7) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ò.â.ô. íà P × Y , îäíàêî çäåñü Y = {y ≥ D−1 :
: y−1f∗ ∈ T}.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ H(t, τ) ëèíåéíàÿ è èìååò âèä H(t, τ) = ct+ τ , òî
äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (3.3) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû c < 1/B0(w∗ | Em). Ìíîæå-
ñòâî T â äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñî âñåé äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé E1. Ïîýòîìó åñëè ïåðåé-
òè îò y ê ïåðåìåííîé ȳ = y/c, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ R(x, ȳ) = H(y−1f(x), B(g(x))) =
= ȳ−1f(x) + B(g(x)) � ò.â.ô. â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ȳ > B0(w∗ | Em), ÷òî
ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîëó÷åííîé âûøå ôîðìóëîé äëÿ Y1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K1(t∗) êîíóñ:

K1(t∗) = {[t, τ ] ∈ E2|τ ≥ (t∗ − t)+/N1}.
Óñëîâèå (3.3) ãåîìåòðè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî t∗ ∈ T ëèíèÿ óðîâíÿ ôóíêöèè
H(t, τ), ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèþ H(t∗, 0), íå äîëæíà ïåðåñåêàòü êîíóñ K1(t∗), çà èñ-
êëþ÷åíèåì, ðàçóìååòñÿ, ñàìîé òî÷êè [t∗, 0].

Óñëîâèå (3.3) ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî ïðîâåðÿåòñÿ, êîãäà H(t, τ) � êâàçèâûïóêëàÿ ôóíê-
öèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü H(t, τ) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êâàçèâûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ íà E2 è ìîæíî óêàçàòü òàêîå ìíîæåñòâî T1 ⊆ E1, ÷òî

Ht(t∗, 0) > 0, Hτ (t∗, 0)/Ht(t∗, 0) > N1 ∀t∗ ∈ T1. (3.8)

Òîãäà ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî ϕ(t) = H(t, (t∗ − t)+/N1) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàçèâû-
ïóêëîé ñïðàâà è ñëåâà îò òî÷êè t∗ è èìååò â ýòîé òî÷êå îáå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå,
ïðè÷åì, ñîãëàñíî (3.8), ϕ+

t (t∗) = Ht(t∗, 0) > 0, ϕ−t (t∗) = Ht(t∗, 0)−Hτ (t∗, 0)/N1 < 0. Ïîýòî-
ìó ôóíêöèÿ ϕ(t) äîñòèãàåò â òî÷êå t∗ ñâîåãî ñòðîãîãî ìèíèìóìà ïî t è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (3.3). Ê ìíîæåñòâó T1 ìîæíî äîáàâèòü òî÷êè ìíîæåñòâà

T2 = {t∗ /∈ T1|t∗ = lim
tk→+t

tk, tk ∈ T1}.

Òîãäà, åñëè èìååò ìåñòî (3.8), äëÿ ëþáîãî t∗ ∈ T = T1∪T2 âûïîëíåíî (3.3). Îòìåòèì òàêæå,
÷òî óñëîâèÿ (3.8) ñîõðàíÿþòñÿ è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ H(t, τ) äèôôåðåíöèðóåìà
òîëüêî â òî÷êàõ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî îòðåçîê {z ∈ E2 | z(1) ∈ T1, z(2) = 0}.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ò.â.ô., ìíîæåñòâà Y äëÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû 4 è óñëîâèé (3.8). Ïóñòü

H(t, τ) =

{
t−/(1− t−τ), åñëè 1− t−τ > 0,
−∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ýòà ôóíêöèÿ êâàçèâûïóêëà íà E2. Ïðè t < 0 èìååì Ht(t, 0) = 1, Hτ (t, 0) = t2−. Óñëîâèÿ (3.8)
âûïîëíÿþòñÿ, åñëè t < −[B0(w∗ | Em)]1/2. Òàêèì îáðàçîì, T = (−∞,−[B0(w∗ | Em)]1/2) è,
ñëåäîâàòåëüíî, âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

R8(x, y) = [f(x)− y]−/{1− [f(x)− y]−B(g(x))}
ÿâëÿåòñÿ ò.â.ô. íà ìíîæåñòâå En × Y8, ãäå Y8 = {y ∈ E1 | y > f∗ + [B0(w∗ | Em)]1/2}.
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Åñëè f∗ > 0, òî, ïðèìåíÿÿ ôóíêöèþ H(t, τ) = τ + (τ 2 + 4t3+)1/2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé
ò.â.ô.:

R9(x, y) = B(g(x)) + {[B(g(x))]2 + 4y−3[f+(x)]3}1/2

äëÿ çàäà÷è (1.1) íà ìíîæåñòâå En × Y9, ãäå

Y9 = {y : y > max{1.9f∗[B0(w∗ | Em)]2}}.

Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ B(g(x)) â (3.1) ÿâëÿåòñÿ âíóò-
ðåííåé øòðàôíîé ôóíêöèåé, ïðåäïîëàãàÿ ïî-ïðåæíåìó, ÷òî ôóíêöèÿ H(t, τ) íåóáûâàþ-
ùàÿ íà E2, à ôóíêöèÿ A(f, y) � âûïóêëàÿ, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî
àðãóìåíòà. Âìåñòî (3.2) íà ôóíêöèþ A(f, y) íàëîæèì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé êîí-
ñòàíòû C, ÷òî

0 < C ≤ inf
y∈Y

inf
ξ∈∂Af (f∗,y)

ξ < +∞. (3.9)

Îáîçíà÷èì N2 = CB0(w∗ | Em
− ).

Òåîpåìà 5. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1) ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà [x∗, w∗] ôóíêöèè Ëà-
ãðàíæà, A(f, y) � âûïóêëàÿ, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî àðãóìåíòà, äëÿ
êîòîðîé âûïîëíåíî (3.9). Ïóñòü, êðîìå òîãî, B(g(x)) � âíóòðåííÿÿ øòðàôíàÿ ôóíê-
öèÿ, 0 < N2 < +∞. Òîãäà åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî T ⊆ E1, ÷òî A(f∗, y) ∈ T äëÿ
ëþáûõ y ∈ Y è

H(t, (t∗ − t)/N2) > H(t∗, 0) ∀t∗ ∈ T, ∀t > t∗, (3.10)
òî (3.1) � ò.â.ô. äëÿ çàäà÷è (1.1) íà ìíîæåñòâå X × Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ X. Â ñëó÷àå êîãäà x /∈ X∗, èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (2.7), (3.9) è (3.10), ïîëó÷àåì

R(x, y) = H(A(f(x), y), B(g(x))) ≥
≥ H(A(f(x), y), [f∗ − f(x)]/B0(w∗ | Em

− )) ≥
≥ H(A(f(x), y), [A(f∗, y)− A(f(x), y)]/N2) >

> H(A(f∗, y), 0) = R(x∗, y).

Åñëè x ∈ X∗, òî, ñîãëàñíî (2.11), B(g(x)) = 0. Ïîýòîìó R(x, y) = H(A(f(x), y), 0) =
= R(x∗, y). Òàêèì îáðàçîì, R(x, y) ÿâëÿåòñÿ ò.â.ô. íà X × Y . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè ôóíêöèÿ A(f, y) ïðåäñòàâèìà â âèäå (3.6) èëè (3.7), òî, çíàÿ T â óñëîâèè (3.10),
ìîæíî óêàçàòü êîíêðåòíûé âèä ìíîæåñòâà Y . Òàê, äëÿ ïåðâîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî
Y = f∗ − T , äëÿ âòîðîé � ÷òî Y = {y ≤ C−1 : y−1f∗ ∈ T}.

Óñëîâèå (3.10) ãåîìåòðè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî t∗ ∈ T ëèíèÿ óðîâíÿ ôóíê-
öèè H(t, τ), ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèþ H(t∗, 0), ïðè t > t∗ íå ìîæåò èìåòü îáùèõ òî÷åê
ñ êîíóñîì

K2(t∗) = {[t, τ ] ∈ E2 | τ ≥ (t∗ − t)/N2, t ≥ t∗}.
Ìîæíî ïðèâåñòè óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿì (3.8), óïðîùàþùèå ïðîâåðêó íåðà-

âåíñòâà (3.10) è äàþùèå âîçìîæíîñòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî óñòàíàâëèâàòü âèä ìíîæåñòâà
T . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H(t, τ) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êâàçèâûïóêëàÿ ôóíêöèÿ
íà E2 è ìîæíî óêàçàòü òàêîå ìíîæåñòâî T1 ⊆ E1, ÷òî äëÿ ëþáûõ t∗ ∈ T1 èìååò ìåñòî
ïåðâîå íåðàâåíñòâî (3.8) è

Hτ (t∗, 0)/Ht(t∗, 0) < N2.
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Òîãäà äëÿ âñåõ t∗ ∈ T = T1 ∪ T2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.10), ãäå

T2 = {t∗ /∈ T1 | t∗ = lim
tk→−t

tk, tk ∈ T1}.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 5 ïðèâåäåì ðàññìîòðåííûå ðàíåå ôóíêöèè
R8(x, y) è R9(x, y), â êîòîðûõ B(g(x)) � âíóòðåííÿÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ. Îáå ýòè ôóíêöèè
� ò.â.ô. ñîîòâåòñòâåííî íà ìíîæåñòâàõ X×Y8 è X×Y9, îäíàêî ìíîæåñòâà Y8 è Y9 â äàííîì
ñëó÷àå ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

Y8 = {y ∈ E1 | f∗ ≤ y < f∗ + [B0(w∗ | Em
− )]1/2},

Y9 = {y ∈ E1 | 0 < y < min[1.9f∗[B0(w∗ | Em
− )]2]}.

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 4 è 5 íå èçìåíÿòñÿ, åñëè óñëîâèÿ (3.3), (3.10) âûïîë-
íÿþòñÿ íå äëÿ âñåõ t ∈ E1, à òîëüêî äëÿ òåõ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ïîäìíî-
æåñòâó E1, ñîäåðæàùåìó îáðàç ìíîæåñòâà P × Y ïðè îòîáðàæåíèè A(f(x), y). Ñ ó÷åòîì
ýòîãî ñâîéñòâà â [8] ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ

R10(x, y) = (f(x)− y)+/{1 + [f(x)− y]+B(g(x))},

ãäå B(g(x)) � âíóòðåííÿÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ò.â.ô. äëÿ çàäà÷è (1.1) íà
ìíîæåñòâå X × Y10. Ïðè ýòîì

Y10 = {y : f∗ − ([(f ∗ − f∗)2 + 4B0(w∗ | Em
− )]1/2 − (f ∗ − f∗))/2 < y ≤ f∗}, f ∗ = sup

x∈X
f(x).

Ðàññìîòðèì ò.â.ô. âèäà (3.1) ñî ñòðîãî ñìåøàííûìè øòðàôíûìè ôóíêöèÿìè B(g(x)).
Óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ H(t, τ) â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ îáúåäèíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
óñëîâèé äëÿ ñòðîãî âíåøíèõ è âíóòðåííèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé.

Òåîpåìà 6. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1) ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà [x∗, w∗] ôóíêöèè Ëà-
ãðàíæà, A(f, y) � âûïóêëàÿ, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî àðãóìåíòà, äëÿ
êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.2) è (3.9). Ïóñòü, êðîìå òîãî, B(g(x)) � ñòðîãî ñìåøàí-
íàÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ è 0 < N1 < +∞, 0 < N2 < +∞. Òîãäà åñëè íàéäåòñÿ òàêîå
ìíîæåñòâî T ⊆ E1, ÷òî A(f∗, y) ∈ T äëÿ ëþáûõ y ∈ Y è

H(t∗, 0) <

{
H(t, (t∗ − t)/N1), t < t∗,
H(t, (t∗ − t)/N2), t > t∗,

∀t∗ ∈ T,

òî (3.1) � ò.â.ô. äëÿ çàäà÷è (1.1) íà ìíîæåñòâå P × Y .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïóñêàåòñÿ, ïîñêîëüêó ëåãêî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êîìáèíè-
ðîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 4 è 5.

Ôóíêöèÿ R8(x, y) ñî ñòðîãî ñìåøàííîé øòðàôíîé ôóíêöèåé B(g(x)) îñòàåòñÿ ò.â.ô.
äëÿ çàäà÷è (1.1) íà ìíîæåñòâå P × Y , åñëè B(g) òàêîâà, ÷òî B0(w∗ | Em) < B0(w∗ | Em

− ).
Ìíîæåñòâî Y8 â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

Y8 = {y : f∗ + [B0(w∗ | Em)]1/2 < y < f∗ + [B0(w∗ | Em
− )]1/2}.
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� 4. Òî÷íûå ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Ëàãðàíæà

Ïåðåïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (1.11) â âèäå

L(x∗, w∗) ≤ L(x,w) + 〈g(x), w∗ − w〉.
Åñëè B0(w∗−w | g(P )) > 0, òî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî�Ìàëåðà (1.7), îòñþäà
ïîëó÷àåì

B(g(x)) ≥ [L(x∗, w∗)− L(x,w)]/B0(w∗ − w | g(P )). (4.1)
Íåðàâåíñòâî (4.1) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü öåëûé êëàññ ò.â.ô., îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâà-

íèè ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(x,w). Ïîëîæèì

R(x, y) = A(L(x,w), v) + B(g(x)). (4.2)

Çäåñü y = [w, v] ∈ Y ⊆ Em
+ × E1.

Îáîçíà÷èì

WY = {w ∈ Em
+ | ∃v ∈ E1, [w, v] ∈ Y }, Vw = {v ∈ E1 | [w, v] ∈ Y }.

Ìíîæåñòâî WY � ïðîåêöèÿ Y íà Em
+ , ìíîæåñòâî Vw � ñå÷åíèå Y ïðè ôèêñèðîâàííîì

w ∈ WY .
Ïóñòü ôóíêöèè A, B è ìíîæåñòâà P , Y òàêîâû, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
Óñëîâèå Â.

A(L, v)− A(L∗, v) ≥ (L− L∗)/B0(w∗ − w | g(P )) ∀L ∈ E1, ∀w ∈ WY , ∀v ∈ Vw,

ãäå L∗ = L(x∗, w∗) = f∗.
Óñëîâèå Ã. Äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ Y ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû

A(L(x, w), v) + B(g(x)) = A(L(x∗, w∗), v), x ∈ P,

ñîâïàäàåò ñ X∗.
Ê ýòèì äâóì óñëîâèÿì äîáàâèì òðåáîâàíèå

L(x∗, w) = L(x∗, w∗) ∀w ∈ WY . (4.3)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè w∗ 6= 0, òî äëÿ ìíîæåñòâà

WY = W∗ = {0 ≤ w ≤ w∗ | wi < wi
∗, åñëè wi

∗ > 0} (4.4)

óñëîâèå (4.3) çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ.

Òåîpåìà 7. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1) ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà [x∗, w∗] ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà, âûïîëíåíû óñëîâèÿ Â, Ã è (4.3). Ïóñòü, êðîìå òîãî, B(g(x)) � ñòðîãî âíåøíÿÿ èëè
âíóòðåííÿÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå P ⊆ X) è 0 < B0(w∗ − w | g(P )) <
< +∞ äëÿ ëþáûõ w ∈ WY . Òîãäà ôóíêöèÿ (4.2) � ò.â.ô. äëÿ çàäà÷è (1.1) íà ìíîæåñòâå
P × Y .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå âíåøíåé øòðàôíîé ôóíêöèè B(g(x)) óñëîâèå Â ìîæíî
îñëàáèòü, ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèÿ òîëüêî íåðàâåíñòâà

A(L, v)− A(L∗, v) ≥ [(L− L∗)/B0(w∗ − w | g(P ))]− ∀L ∈ E1, ∀w ∈ WY , ∀v ∈ Vw.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ôóíêöèè (4.2), ÿâëÿþùèõñÿ ò.â.ô. íà ìíîæåñòâå En × Y , ãäå Y =
= {[w, v] | w ∈ W∗, v ∈ Vw}, ìîæíî âçÿòü ôóíêöèè R1 � R4, çàìåíèâ â íèõ f(x) íà L(x,w).
Ìíîæåñòâà Vw äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ñòðîÿòñÿ òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà Y
äëÿ ôóíêöèé R1 � R4. Ïîýòîìó ïðèâåäåì ýòè ò.â.ô. ñ óêàçàíèåì ìíîæåñòâ Vw òîëüêî äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà B(g(x)) � ñòðîãî âíåøíÿÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ:

R11(x, y) = v−1L(x,w) + B(g(x)), Vw = {v : v > B0(w∗ − w | Em)},
R12(x, y) = v−1eL(x,w) + B(g(x)), Vw = {v : v > B0(w∗ − w | Em)ef∗},
R13(x, y) = [v − L(x,w)]α+ + B(g(x)), Vw = {v : v > f∗ + [−αB0(w∗ − w | Em)]1/(1−α)},
R14(x, y) = [L(x,w)− v]β+ + B(g(x)), Vw = {v : f∗ ≥ v > f∗ − [βB0(w∗ − w | Em)]1/(1−β)}.
Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè w ê w∗ ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà Vw ðàñøèðÿþòñÿ.
Äëÿ ò.â.ô. ñ âíóòðåííèìè øòðàôíûìè ôóíêöèÿìè îíè, íàïðîòèâ, ñóæàþòñÿ. Ôóíêöèÿ R11

áûëà ïðåäëîæåíà â [3].
Ðàññìîòðèì òåïåðü íåëèíåéíûå ò.â.ô., ñîñòàâëåííûå ñ ïðèìåíåíèåì ôóíêöèè Ëàãðàí-

æà:
R(x, y) = H(A(L(x,w), v), B(g(x))), (4.5)

ãäå, êàê è ïðåæäå, H(t, τ) � íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ, A(L, v)
� ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî àðãóìåíòà. Ïðåäïîëîæèì òàêæå,
÷òî ôóíêöèÿ A è ìíîæåñòâî Y òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîãî w ∈ WY ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû
C(w) è D(w), äëÿ êîòîðûõ

0 < sup
y∈Y

sup
ξ∈∂AL(L∗,v)

ξ ≤ D(w) < +∞, (4.6)

0 < C(w) < sup
y∈Y

sup
ξ∈∂AL(L∗,v)

ξ < +∞. (4.7)

Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî

L(x,w) > L(x∗, w∗) = L∗ ∀w ∈ WY , ∀x ∈ X\X∗, (4.8)

à âìåñòî (3.3), (3.10) íà ôóíêöèþ H(t, τ) íàëîæåíû óñëîâèÿ: äëÿ êàæäîãî w ∈ WY ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî T (w) ⊆ E1, ÷òî A(L∗, v) ∈ T (w) äëÿ âñåõ v ∈ Vw è äëÿ ëþáûõ
t∗ ∈ T (w) áóäåò

H(t, (t∗ − t)+/D(w)B0(w∗ − w | Em)) > H(t∗, 0) ∀t 6= t∗, (4.9)
H(t, (t∗ − t)/C(w)B0(w∗ − w | Em

− )) > H(t∗, 0) ∀t > t∗. (4.10)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî Y òàêîâî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî WY èìååò
âèä (4.4), òî ïðè âûïîëíåíèè (4.3) óñëîâèå (4.8) òàêæå âûïîëíåíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
x ∈ X è f(x) > f∗, òî â ñëó÷àå, êîãäà 〈g(x), w〉 = 0, ïîëó÷àåì L(x,w) = f(x) > f∗ = L∗.
Åñëè æå 〈g(x), w〉 < 0, òî 〈g(x), w〉 > 〈g(x), w∗〉 è ïîýòîìó L(x,w) > L(x,w∗) ≥ L∗.

Òåîpåìà 8. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1) ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà [x∗, w∗] ôóíêöèè Ëà-
ãðàíæà, A(L, v) � âûïóêëàÿ, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî àðãóìåíòà,
èìååò ìåñòî (4.3), (4.4). Òîãäà åñëè B(g(x)) � ñòðîãî âíåøíÿÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ,
0 < B0(w∗−w | Em) < +∞ äëÿ ëþáîãî w ∈ WY è âûïîëíåíî (4.6), (4.9), òî (4.5) � ò.â.ô.
äëÿ çàäà÷è (1.1) íà ìíîæåñòâå P × Y . Åñëè B(g(x)) � âíóòðåííÿÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ,
0 < B0(w∗−w | Em

− ) < +∞ äëÿ ëþáîãî w ∈ WY è âûïîëíåíî (4.7), (4.10), òî (4.5) � ò.â.ô.
äëÿ çàäà÷è (1.1) íà ìíîæåñòâå X × Y .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 4 è 5.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ A(L, v) èìååò âèä A(L, v) = L− v. Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ
òåîðåìû 8 ñëåäóåò, ÷òî Vw = f∗ − T (w) äëÿ ëþáîãî w ∈ WY . Íà îñíîâàíèè ýòîãî ñâîéñòâà
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ò.â.ô.:

R15(x, y) = [L(x,w)− v]−/{1− [L(x,w)− v]−B(g(x))}.
Åñëè B(g(x)) � ñòðîãî âíåøíÿÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ, òî R15 � ò.â.ô. íà ìíîæåñòâå P ×Y15,
ãäå

Y15 = {[w, v] : w ∈ W∗, v > f∗ + [B0(w∗ − w | Em)]1/2}. (4.11)
Â ñëó÷àå êîãäà B(g(x)) � âíóòðåííÿÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ, R15 áóäåò ò.â.ô. íà ìíîæåñòâå
X × Y15, îäíàêî ìíîæåñòâî (4.11) ñëåäóåò òåïåðü çàìåíèòü íà

Y15 = {[w, v] : w ∈ W∗, f∗ ≤ v < f∗ + [B0(w∗ − w | Em
− )]1/2}.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü òàêæå ò.â.ô. âèäà (4.5) ñî ñòðîãî ñìåøàííûìè øòðàôíûìè ôóíê-
öèÿìè B(g(x)). Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðè ýòîì îñòàþòñÿ ïðåæíèìè, çà èñêëþ÷åíèåì óñëî-
âèÿ (4.9), âûïîëíåíèå êîòîðîãî òðåáóåòñÿ òîëüêî ïðè t < t∗.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè (2.1), (3.1) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ôóíê-
öèé (4.2), (4.5). ×òîáû èõ ïîëó÷èòü, äîñòàòî÷íî â (4.2), (4.5) ïîëîæèòü ìíîæèòåëè w = 0.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè â çàäà÷å (1.1) ñóùåñòâóåò áîëåå ÷åì îäíà ñåäëîâàÿ òî÷êà
[x∗, w∗], òî ïðè îöåíêå ìíîæåñòâ Y ñ öåëüþ èõ ðàñøèðåíèÿ ñëåäóåò âçÿòü âåðõíèå èëè
íèæíèå ãðàíèöû ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà w∗.
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